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PREDGOVOR 

Ovaj udibenik je namijenjen studentima tehnickih fakulteta, prvenstveno grade
vinske i masinske struke, za predmet otpornost materijala. Udzbenik sadrzi dva dijela: 
u prvom je data opsta teorija, a u drugom teorija grede, tj. primjena opste teorije iz 
prvog dije/a na analizu grednog nosaca. Ovo predstavlja uvod u mehaniku deformabil
nog tijela, izuzetno siroku i tehnicki vaznu ob/ast mehanike, pa, pored ustaljenog 
naziva otpornost materijala, udzbenik nasi i takav naziv. 

U dijelu I (Opsta teorija) razvijene su trodimenziona teorija napona, infinitezi~ 
malnih deformacija i konstitutivnih relacija, te formulisane opste jednai':ine teorije 
elasticnosti. Takode su uvedene metode deformacionog rada sa odgovarajuCim teore
mama korisnim za primjenu, da bi se na kraju formulisale i hipoteze o slomu, tj. 
plasticnom tecenju i lomu materija/a. 

U dijelu II (Teorija grede) analizira se gredni nosac u razlii':itim uslovima 
naprezanja. Posmatra se, prvo, linearno naprezanje (koje obuhvata aksijalno napreza
nje, Cisto savijanje i ekscentricni pritisak), zatim torzija, savijanje silama i kombinova
no naprezanje grede. Analizi se pristupa deduktivno po/azeCi od opstih jednai':ina 
teorije elasticnosti. Izvode se izrazi za napon, deformaciju i pomjeranja. Za odrediva
nje pomjeranja i rjesavanje staticki neodredenih problema koriste se takode i metode 
deformacionog rada, dok se dimenzionisanje vrsi na bazi odgovarajuce hipoteze o 
slomu. Nakon toga, posmatra se fenomen nestabilnosti i izvijanje grednog nosaca, te 
formulise dimenzionisanje pre rna izvijanju. N a kraju se analizira elasto-p/asticna 
deformacija grednog nosaca i uvodi dimenzionisanje prema granicnoj nosivosti, koje 
danas nalazi sue vecu primjenu u inzinjerskim konstrukcijama. 

Dodatak A udzbenika je posvecen geometrijskim karakteristikama ravnih povrsi
na, prvenstveno momentima inercije ravnih povrsina, tj. poprecnih presjeka grede . . 

Teorij.sko izlaganje u udtbeniku je praceno nizom rijdenih primjera koji su od 
izuzetnog znacaja za shvatanje razvijene teorije i njenu primjenu, a cesto predstavljaju 
i dopunu odredenih teorijskih postavki. Za potrebe rjdavanja primjera udzbeni k sadrzi 
jos dva dodatka: Tab/ice ugiba i nagiba i Tablice standardnih profi/a. Najzad, u 
Dodatku D su dati zadaci za vjezbu koji su namijenjeni studentu za.samostalnu izradu. 

Autoru je prijatna duznost da se ovom prilikom zahvali profesoru V. Bri':icu na 
dragocjenim savjetima i recenziji udzbenika, profesoru M. Sekulovicu na recenziji, 
profesorima L. Vujosevicu i A. Vujovicu na podrki za izradu udzbenika i docentu Z. 
Culaficu na Citanju rukopisa i korisnim zapazanjima i sugestijama. 

Titograd, april 1984. V. Lubarda 
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PREDGOVOR DRUGOM IZDANJU 

U drugom izdanju ovog udzbenika ispravljene su primijecene greske iz 
prvog izdanja i dodata nova, petnaesta glava: Ogranicena torzija tankozidnih 
stapova otvorenog profila. Takode je Dodatak A prosiren odjeljkom: Sektorske 
karakteristike tankozidnih profila. 

Koristim priliku da se zahvalim prof. dr M. Sekulovicu na recenziji dopuns
kog teksta, kao i izdavacu ,Univerzitetska rijec" i stampariji ,Vojvodina Bezdan" 
na trudu oko pripreme i stampanja ovog izdanja. 

Titograd, oktobar 1987.g. 
V. Lubarda 
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UVOD 

Mehanika deformabilnog tijela je dio mehanike koji' izucava ponasanje cvrstih 
tijela uzimajuCi u obzir njihovu deformabilnost. Fluidi, tj. tecnosti i gasovi, izuca
vaju se u posebnoj disciplini - mehanici fluida. Ukljueivanje deformabilnosti u 
analizu, tj. napustanje modela krutog (nedeformabilnog) tijela uvedenog i koriste
nog u mehanici krutih tijela, je neophodno da bi se rijesili kljucni problemi 
inzinjerske prakse kao sto su odredivanje izdrzljivosti, fleksibilnosti i stabilnosti 
opterecenih konstruktivnih dijelova. U mehanici deformabilnog tijela zanemaruje
mo molekularnu (diskretnu) strukturu tijela, pa smatramo da je tijelo neprekidna 
sredina (kontinuum ). Ovo omogucuje da se definise napon u tacki kao fundamen
talna velieina i da se razvije teorija koja se u mnogim slucajevima sasvim dobro 
slaze sa eksperimentalnim podacima. · 

Mehanika deformabilnog tijela je izuzetno siroka oblast. Ona obuhvata niz 
disciplina koje tretiraju razliCite aspekte problema. Teorija elasticnosti obraduje 
probleme elasticnih deformacija, teorija viskoelasticnosti probleme viskoelasticnih 
deformacija, a teorija plasticnosti probleme plasticnih deformacija. Zavisno od 
intenziteta (velicine) deformacije, razvila se posebno teorija malih (infinitezimalnih), 
a posebno teorija velikih (konacnih) deformacija. Ukoliko je priroda opterecenja 
takva da se mogu zanemariti inercijalni efekti, rijec je o statici deformabilnog tijela, 
a ukoliko to nije slucaj, imamo dinamiku, tj. vibracije i prostiranje talasa u 
deformabilnom tijelu. Posebnu disciplinu predstavlja mehanika lorna, koja tretira 
fenomen n·astanka pukotine i lorn opterecenog tijela. Termicki efekti zahtijevaju 
poseban tretman, pa su se razvile, na primjer, termoelasticnost i termoplasticnost. 
Osim toga, zavisno· od oblika i geometrije posmatranog tijela, govorimo o teoriji 
grede i teoriji ploca i ljuski, koje kao posebne discipline tretiraju vazne tehnicke 
probleme grednog nosaca i povrsinskih nosaca - ploca i Ijuski. 

Prema tome, mehanika deformabilnog tijela obuhvata Citav spektar proble
ma. Njihovo rjesavanje je, medutim, cesto izuzetno slozeno i skopcano sa velikim 
teskocama, kako mehanicko-fizicke, tako i matematicke prirode. Zato sc ne mogu 
uvijek dobiti analiticka rjesenja, u vidu izvedenih formula i obrazaca, pa je 
neophodno koristiti razne eksperimentalne i numericke metode. Od ovih posljednjih 
se danas narocito efikasno koristi metoda konacnih elemenata. 

Ovaj udzbenik predstavlja samo uvod u mehaniku deformabilnog tijela. On 
saddi teoriju napona i infinitezimalnih deformacija i teoriju grednog nosaca sa 
primjenom na inzinjerske probleme. Ostale pomenute discipline mehanikc deforma
bilnog tijela izucavaju se u posebnim kursevima kao sto su teorija elasticnosti, 
teorija viskoelasticnosti, teorija plasticnosti, teorija ploca i ljuski, mehanika lorna, 
itd., uglavnom na postdiplomskim studijama. 

Istorijat. - Mehanika deformabilnog tijela pocela se razvijati u 17. vijek u 
radovima G. Galileia, R. Hookea i E. Mariottea, da bi svoj veliki napredak dozivjela 
u 18. i 19. vijeku izvanrednim rezultatima u oblasti teorije elasticnosti, kada su 
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veliki matematicari i fizicari D. Bernoulli, L. Euler, L. Navier i C. Cauchy postavili 
osnovne jednacine teorije. Niz drugih istraiivaca s kraja 19. vijeka daji.I svoj veliki 
doprinos razvoju teorije elasticnosti: Lord Kelvin, Poisson, Lame, Clapeyron, 
Green, Saint-Venant, Betti, Airy, Kirchhoff, Boussinesq i drugi. U 20. vijeku 
istraiivanja se nastavljaju, pa Lord Rayleigh, Galerkin, Timoshenko, Muskhe
lishvili i drugi razvijaju nove metode rjesavanja vee formulisanih jednaCina teorije 
elasticn osti. 

Teorija neelasticnih deformacija, kao sto su viskoelasticne i plasticne defor
macije, pocela se razvijati znatno kasnije. Tek u ovom vijeku postignuti su 
znacajniji rezultati iz ove oblasti, ali je jos uvijek ovaj dio mehanike deformabilnog 
tijela neuporedivo slabije razvijen od teorije elasticnosti. Istaknuti istrazivaci iz ove 
oblasti su Tresca, Huber, Von Mises, Hencky, Prandtl, Reuss, Nadai, Prager, kao i 
savremenici Rivlin, Hill, Lee, Noll, Il'yushin i drugi. Medutim, ovaj dio mehanike 
deformabilnog tijda je jos uvijek nezadovoljavajuce razvijen, te zajedno sa mehani
kom lorna i drugim otvorenim p.roblemima predstavlja pravo mjesto za koncentra
ciju napora buduCih istraiivanja. 
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DIO I 

OPSTA TEORIJA 



1. ANALIZA NAPONA 

1.1. Spoljasnje i unutrasnje sile 

Spoljasnje sile za posmatrano tijelo su sile kojima okolni svijet djejstvuje na to 
tijelo. One mogu biti · povrsinske i zapreminske. I?ovrsinske sile su sile koje se 
prenose po spoljasnjoj povrsini tijela i posljedica su kontakta (dodira) drugog tijela 
kojim se ostvaruje djejstvo na posma-
trano tijelo. Zapreminske sile su sile 
koje djeluju na sve tacke tijela, tj. unu
tar cijele njegove zapremine, i poslje
dica su djejstva na daljinu drugih tijela 
(na primjer, gravitacione, magnetne iii 
inercijalne sile). Povrsinske i zapremin
~ke sile koje djejstvuju na uoceno tijelo 
sematski su prikazane na sl. I : 1. 

Kao posljedica djejstva spoljas
njih sila, u tijelu (tj. izmedu dijelova 
tijela) javljaju se unutrasnje sile. Po 
prirodi to su takode povrsinske sile jer 
djeluju po zamisljenim povrsima unu
tar tijela. Na primjer, na sl. 1: 2 prika
zane su povrsinske sile koje djeluju po 
povrsi AB i koje predstavljaju djejstvo 
dijela II na dio I uocenog tijela. 

' \ 11 
\ 
\ 

1 \ 
\ 

Sl. 1:2. 

I 
I 

I I 

I I 

Sl. 1: l. 

Po zakonu akcije i reakcije dio I djejstvuje na dio II silama istog intenziteta i pravca 
a suprotnog smjera. 
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U mehanici krutog tijela formulisane su jednacine ravnoteze i kretanja krutog 
tijela optereeenog proizvoljnim sistemom sila. U mehanici deformabilnog tijela te 
iste jednaCine vaie u deformisanoj konfiguraciji tijela. Na primjer, za ravnotezu 
tijela potrebno je da u deformisanoj konfiguraciji glavni vektor i glavni moment 
svih spoljasnjih sila za proizvoljnu tacku budu jednaki nuli. Ako je cijelo tijelo u 
ravnotezi, onda je u ravnotezi i svaki njegov dio, pa prema tome moraju biti jednaki 
nuli glavni vektor i glavni moment sistema sila koje napadaju izdvojeni dio tijela. 
Sile koje napadaju izdvojeni dio tijela su spolja8nje sile koje su djelovale na taj dio i 
dok ga nismo izdvojili iz tijela, i povrsinske sile po omotacu dijela kojima 
zamjenjujemo djejstvo uklonjenog dijela tijela na izdvojeni .dio (sl. 1 :3). Ove 
povrsinske sile su unutra8nje sile za Citavo tijelo, ali su spolja8nje sile za izdvojeni 
dio tijela. 

I ---, 
I I .1' \ I 

'--~ 

1.2. Vektor napona 

Sl. 1:3. 

Posmatrajmo tijelo napadnuto sistemom spolja8njih (povrsinskih i zapremin
skih) sila (sl. 1 :4). 

Sl. 1:4. 

U ocimo oko proizvoljne tacke jedan mali dio tijela zapremine L\V. Zapreminske sile 
koje djeluju ha ovaj dio mogu se redukovati u uocenoj tacki na glavni vektor i 

-7 --? --

glavni moment AB i l:lM (sl. 1 :5). 
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PretpostavljajuCi da p~stoje ~ranicne 

!lB !lM 
vrijednosti kolicnika - i --, kada 

!lV t..V 
----)- ® I. I 

!lM 
t.. V ->0, lim-- je mala veliCina za jedan 

t..V 
-> 

t..B 
red niza od veliCine lim--, pa uzimamo 

t..V 
da je: 

. ·> 
t..B "' 

lim -=h 
\v-oL'..V 

--> 
Mvf 

lim -=0. 
&v-o L\ V 

Sl. I: 5. 

( l) 

.... 
VeliCinu h nazivamo specificna zapreminska sila iii zapreminska sila po jedinici 

.. -> 
zapremine. Ona zavisi od tacke u tijelu, tj. h =h (x, y, :::;, gdje su x. y,::: Descartesove 
pravougle koordinate koje definisu polozaj tacke u prostoru. 

Sl. I 6. 

I ovdje pretpostavljamo da jc: 
. > 

. 111', -> 
hm -=pn 

&A-n f1A 

--> 

lim t..M"=O. 
~A-n !1A 

Uocimo dal.Je u proiz
voljnoj tacki spoljne povrsine 
( omotaca) tijela elementarni 
dio povrsine !lA cija le nor
mala u uocenoj tacki n. Spo
ljasnje povrsmske sile koje 
djeluju na ovaj dio povrsine 
mogu se redukovati u uoee-....... ---} -----> 
noj tacki na t..P" i t..M n (sl. 
I: 6). 

(2) 

-> 
Velicina fl je specificna povrsinska sila u uocenoj tacki spoljne povrsine tijela Cijaje 

n -> ~-~ --)> ---+ 
normal au tacki 11. Vcktor Pn zavisi od tacke na omotacu tijela, tj. Pn ==-' Pn (x, y, z), gdje 
su x, y,::: koordinate tacke omotaca tijela. 

Posmatrajmo sada unutrasnje sile koje se, kao rezultat djejstva spoljasnjih 
sila, javljaju izmedu dijelova tijela, prenoseCi se preko zamisljenih povrsi koje 
razdvajaju te dijelove. Uocimo u proizvoljnoj tacki povrsi f1 na sl. 1:7 elementarni 

2 Otpornost m.lh:njala 
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--> 
dio te povrsi L\A sa normalom n. Sile koje djeluju na povrsini LlA mogu se 

~ ----> . 
redukovati u uocenoj tacki na L\T" i il\Ill". 

Iz istih razloga kao i prije, pretpostavicemo da je: 

~7 ~ 7 

. /1Tn -> 
hm -- ~=t 
L\A~O f1A n 

. /19J(n 
!1m-- -=0. 

t.A -o LlA 
(3) 

7 

Vcktor tn jc vcktor spccificnc unutrasnjc silc u do.toj tacki tijela u odnosu na povrs _.,. -} 

kroz tu tacku cija jc normala n. Vcktor In naziva sc Ycktor nJpona u tacki za povrs . . 
(iii prcsjccnu rav<1n) Cija jc normaL1 n. Vcktor napon:1 u uob.:noj tacki jc skicir<Jn na 
sl. I : 8. 

Sl. I :8. 

Fizicki, vektor napona u tacki predstavlja mjcru 
naprezanja (tj. silu po jedinici povrsine) u uocenoj 
tacki i u odnosu na uocenu povrs kroz tu tacku. 
Ako vektor napona razlozimo na dvije kompo-__,. 

nente,jednu u pravcu normale n i drugu tangentno. 
na povrs (sl. I: 9), dobicemo 

_,. __,. --> 

tn=CJnn+tne. (4) 

-7 

Komponenta an se zove normalni napon u tacki za povrs__,_sa normalom 11. tj. to J,e 
komponenta vektora napona za povrs sa normalom n u pravcu normale n. 
Komponenta tn se zove smicuci (ili tangenci-

--> 
jalni) napon u tacki za povrs sa normalom n, tn 
tj. to je komponenta vektora napona za 

--> 
povrs sa normalom n u pravcu tangente na 
povrs ; (sl. 1 : 9). cr n 
Fizicki, normalni napon an predstavlja mje
ru istezanja ili pritiska u uocenoj tacki po --> • 
povrsi sa normalom n, dok smicuCi napon t" 
predstavlja mjeru tangencijalnog naprezanja 
(smicanja) u uocenoj tacki po povrsi sa nor-

--> 
malom n. Iz (4) vidimo da se komponente 
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vektora napona mogu dobiti skalarnim mnozenjem vektora napona sa ortovima 
normale, odnosno tangente na povrs: 

-> -> 
C>,=t.·n (5) 

'lmicuci nap('J1 -;e ohicno razlaze u ravni svog d,iejstva na dvije upravne kompo
nL·nte. u pra\ uma "-oordinatnih osa koje su postavljene u uocenoj tacki (sl. I: 10). 
tako da je 

> -> -> 
t,C=t,ss+t,1 l. (6) 

\'eliCina t. je komponenta smicuceg napona za n.. • ~ -} 

ravan (povrs) sa normal om n u pravcu s, a r,1 je 
komponenta smicuceg napona za ravan sa nor--> -). <--

malom n u pravcu I. 
OCigledno je iz zakona akcije i reakcije da jc 

-")' . 
vektor napona za ravan sa normal om - n supro

-> 
tan vektoru napona za ravan sa normalom n, tj 

(7) 
> 

Vektor napona 1, zavisi od tacke u tijelu, pa 
-> -> -> 

je 111 =t, (x, y, z). Ako jc t, (x, y, ::)=const. svuda 
u tijelu, kazemo da je stanje napona u tijelu qomo.-

Sl. I: 10. 

geno. Ubuduce cemo prctpostavljati da je t. (x, y, ::) neprekidna funkcija, svojih 
koordinata. tako da sc u svakoj maloj okolini uocene tacke vektor rapona In malo 
mijenja. Tad a se mozc pretpostaviti da je u maloj okolmi tacke t, = const., tj. u 
maloj okolini tacke stanje napona je uvijek homogeno. Ovo se zove pretpostavka 6 
homogenosti stanja napona u okolini tacke. 

Medutim. za datu tacku vektor napona sustinski zavisi od presjecne povrsi 
+ 

kroz tu tacku, tj. normale n. Za razhCite presjecne ravni kroz datu tacku imamo 
-> -> 

razliCite vektore napona za tu tacku, tj. t, =rtm. N~ prjmjer. posrnatrajmo kroz tacku 
A presjecnu ravan sa normal om u pravcu x o;;f (:1 = i ), tj. presjecnu ravan paralel~u 
koordinatnoj ravni y: (sl. l: II). Vektor napona za O\'U ravan oznacava(~emo sa tx. 

-> 

--71 
;I 

R------~--4 1: xy 
I I 

L I 
tx 1 
I/ ______ _y 

Oxx 

Sl. 1:11. 

RazlazuCi vektor napona tx na koordinatne pravce x, J', ::, dobijamo 

2* 

-} -} --) 7 

tx=(Jxx i +txyj +Txz k · (8) 
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Za komponente vektora napona u (8) koristimo sljedecu terminologiju: cr= je x 
komponenta vektora napona za povrs sa normal om u x pravcu (ili normalni napon u x 
pravcu); 'xy je y komponenta vektora napona za povrs sa normalom u x pravcu (ili 
smicuCi napon u y pravcu za povrs sa normalom u x pravcu); 'xz je z komponenta 
vektora napona za povrs sa normalom u x pravcu (iii smicuCi napon u z pravcu za 
povrs sa normalom u x pravcu). 

Fizicki crxx predstavlja mjeru normalnog naprezanja u uocenoj tacki u X 

pravcu, a 'xy i 'xz su mjere tangencijalnog (smicuceg) naprezanja u y i z pravcu po 
povrsi sa normalom u x pravcu. 

Analogno sc dobija postavljajuci kroz tacku A presjecne ravni paralelne sa 
preostale dvije koordinatne ravni da je: 

-? -} --) ---} 

ty=tyx i +cryy} +TY= k 
7 --) -)> ----7 

(9) 

t=='tzxi+czyj+crzzk. (10) 

Dakle, u istoj tacki za razlicite presjecne ravni dobijamo razliCite vektore napona. 
Kako se kroz svaku tacku moze postaviti beskonacno mnogo presjecnih ravni, 
postojace za svaku tacku beskonacno mnogo vektora napona. Kazemo da znamo 
stanje napona u tacki ako znamo vektore napona za svaku presjecnu ravan kroz tu 
tacku. Kako tih vektora ima beskonacno mnogo, poznavati stanje napona u tacki 
znacilo bi poznavanje beskonacno velikog broja podataka. Zato se postavlja pitanje 
da li postoji veza izmedu vektora napona za razliCite presjecni ravni, tj. da li postoji 
konacan (ogranicen) broj podataka sa kojim u potpunosti odredujemo stanje 
napona u tacki. Odgovor na ovo pitanje je potvrdan. U narednom -poglavlju 
pokazacemo da jc dovoljno poznavati vektore napona za samo ·tri medusobno 
upravne presjecne ravni, jer pomocu njih mozemo odrediti vektor napona za bilo 
koju · drugu presjecnu ravan kroz datu tacku. 

Sapomena: Umjesto oznake t za komponentalne smicuce napone u (8), (9) i 
(I 0) ccsto se koristi oznaka cr, tako da, na primjer, umjesto txy pisemo crxy• it d .. 
Ovakvu notaciju koristicemo u daljem izlaganju. (Takode se umjesto oznaka crxx' 
crrr' ()== ccsto prosto.pise crx, crr, crz). 

1.3. Tenzor napona 

Neka je A proizvoljna tacka opterecenog tijela i pretpostavimo da znamo 
\Cktore napona u toj tacki u odnosu na tri koordinatne ravni: xz, yz i zx. Da bismo 
odredili vcktor napona za proizvoljnu ravan kroz tacku A, posmatrajmo njoj 
paralelnu ravan BCD na malom rastojanju ~h od tacke A, tako da ova ravan 
zajedno sa koordinatnim ravnima isijeca iz tijela mali tetraedar ABC D (sl. 1: 12). 

D 
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Posto smo izdvojili elementarno mali tetraedar, po pretpostavci o homogenosti 
napona u maloj okolini mozemo zanemariti promjenu vektora napona duz svake od 
strana tetraedra, tj. uzeti da su sile na stranamajed~ake vektor napona puta 
povrsina strane (na primjer, sila na strani BCD je 11Tn=tn·I1BCD). Dakle, neka su 

___,. -) -)o 

-11 Tx• -11T), i -11T= rczultujuce sile koje se prenose pr~o koordinatnih ravni od 
odbacenog dijela tijela na uoceni tetraedar, i neka je 11Tn rezultujuca sila kojom 

-+ 
odbaceni dio tijela djeluje na tetraedar preko ravni BCD sa normalom n. Neka je, 

--+ 
najzad, 11B rezultujuca zaoreminska sila koja djeluje na tetraedar. Povrsinske sile 

-> -> -> _.., 
-~Tx, -11TY, -AT= i 11Tn djeluju u tezistima strana tetraedra, a zapreminska sila 
11B u tezistu tetraedra. Pod djejstvom ovih sila tetraedar mora biti u ravnotezi, 
ukoliko je i citavo tijelo u ravnotezi, pa glavni vektQr i glavni moment definisanog 
sistema sila moraju biti jednaki nuli. Iz uslova da je glavni vektor jednak nuli 
1mamo 

(1) 

odnosno 

~ ~ ~ ~ -+ 1 
tn· 6BCD- tx· 6ACD- t,· 6ABD- tz · 6ABC+b·36BCD·I1h=O. (2) 

-+ 
Neka je vektor normale n = {nx, n,., nJ, tada je ocigledno 6 AC D = 6BC D ·nx, 
6ABD=6BCD·ny i 6ABC=6BCD·n=, pa dijeleci (2) sa 6BCD, dobijamo u 
limitu kada I'J,.h->0 (tj. kada tetraedar postaje sve manji i manji, aravan BCD se sve 
vise primice paralelnoj ravni kroz tacku A) 

-> -} -} -;. 
tn =nxtx +n/)' + nzl z. (3) 

Relacija (3) predstavlja trazenu vezu pomocu koje mozemo odrediti vektor 
-+ 

napona u datoj tacki u odnosu na proizvoljnu presjecnu ravan sa normalom n ako . -;. -;. -;. 

znamo vektore napona u toj tacki za tri upravne ravni, t,, tY i tz. Relacija (3) se 
naziva Cauchyeva relacija. 

S obzirom da su vektori napona odredeni sa po tri skalarna podatka, tj.: 
~ 

tX = {()'XX' ()'XV' ()'XZ J 
~ 

t y = { 0' )'X' 0' YY' 0' )'Z) 

~ 

tz = { 0 zx• 0 zy• 0 zz}' 

(4) 

zakljucujemo da je stanje napona u· tacki potpuno oaredeno poznavanjem devet 
skalarnih podataka u toj tacki: tri normalna napona axx• a.VY' a== i sest smicuCih 
napona axy• axz• arx• a.v=' azx i azy· Ovih devet podataka zapisujemo u obliku 
kvadratne matrice 

[

()'XX 

[ 0' J = ~:: (5) 

koju nazivamo tenzor napona u datoj tacki. Kazemo, dakle, da poznajemo stanje 
napona u tacki ako znamo tenzor napona u toj tacki, tj. ako znamo devet 
komponenti tenzora napona u toj tacki. 
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Komponente tenzora napona mogu se simbolicki prikazati kao na sl. 1 :13. 
· Pri tome se usvaja konvencija o znaku 

SL 1:13. 

komponenti napona: na povrsi sa smje
rom spoljne normale u pozitivnom smjeru 
koordinatne ose, pozitivni komponentalni 
naponi djeluju u pozitivnom smjeru koor
dinatnih osa; na povrsi sa smjerom · spolj
ne normale u negativnom smjeru koordi
natne ose, pozitivni komponentalni napo
ni dje!uju u negativnom smjeru koordi
natnih osa ( sl. 1 : 14 ). 

U narednom poglavlju pokazacemo 
da devet podataka koji obrazuju tenzor 
napona u tacki nisu svi nezavisni i da 
postoji samo sest medusobno razliCitih 
(nezavisnih) komponenti tenzora napona. 

SL 1:14. 

1.4. Stav o konjugovanosti napona 

Posmatrajmo ponovo tetraedar izdvojen iz napregnutog tijela (sl. 1: 12). Na 
--> ·---)- ---? -} 

njega djeluju povrsinske sile -,1 Tx, - 11Tv, -IJ.Tz i IJ.Tn u ~zistima korespondent-
r.ih strana tetraedra, Sx, s V' s~ i Sn, i zapreminska sila IJ.B koja djeluje u tezistu 
tetraedra S0 . (S obzirom na hipotczu o homogenosti stanja napona u maloj okolini, 
sile koje djeluju po strani tetraedra su jednake i para!elne, pa se njihovom 
redukcijom na teziste strane dobija samo glavni vektor, dok je glavni moment za 
·:;vaku stranu tetraedra jcdnak null. Isto- vazi i za zapreminske sile redukcijom na 
teziste tetraedra). Iz uslova ravnoteze tetraedra da je glavni vektor svih sila koje 
napadaJU tetraedar jednak nuti., dobili smo Cauchyevu relaciju (1.3 :3). Za ravno
t~zu je jos potrebno i da je glavni moment definisanog sistema sila jednak nuli. Za 
redukcionu tacku izaberimo tacku s •. Tada je 

----------} --------7 ___,. __ .,. ---to ---> ~ ------) __,. 
M~· =Sn sx X (- L.\Tx)-1- s.s). X (- LlTy)+ snsz X ( -IJ.Tz)-1- s.so X IJ.B =0. (1) 

No. 
--> 1 ---~ _.,, _., 1 ~ ·--> --> 1 --;. --;. ~ 

ASx=3(AC+AD), AS.=~(AB+AD), ASz=3{AB-t-AC), ASn= 

1 --;. ----? --;. ---. 1 --;. 
=-(AB+AC+AD), pa jt S S =-- AB 3 n x 3 ' 
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zamjenom u (1) daje 

tj. 

--+ 
No, sa smanjivanjem tetraedra (A~->0), zapreminska sila (b · AV) smanJUJe se za 
jedan red brze od povrsinskih sila (t · AA), pa se moze zanemariti u izrazu (2), tako 
da imamo 

----+ 
Mnozenjem izraza (3) skalarno sa vektorom AD dobijamo 

1 --> ----+ ~ 1 ----+ ---> ~ 
-AD·(AB X tJ·.6ACD+-AD· (AC X tv)·.6ABD=O, 3 3 . (4) 

sto u stvari predstavlja uslov ravnote:Ze da je moment svih sila oko z ose jednak 
nuli. Iz (4) dalje slijedi ciklicnom permutacijom mjesovitih vektorskih proizvoda 

---> -----> ~ 

odakle, s obzirom da je ADxAB=2.6ABD·j 
dobijamo 

~ ~ ~ ~ 

t,·j=ty·i. 

Odavde, imajuCi u vidu izraze (1.3 :4), sada slijedi 

-----> ----+ ?. 
AD X AC =2.6ACD· (- i), 

(5) 

(6) 

tj. u datoj tack! je y komponenta sm1cuceg napona u ravm Cija je norm ala u pravcu 
x ose, jednaka x komponenti smicuceg napona u ravni Cija je normala u pravcu y 
ose. 

Iz uslova ravnoteze da su momenti svih sila koje napadaju tetraedar oko x i y 
---> ----->· 

ose jednaki nuli (koji se dobijaju mnozeci (3) skalarno sa AB i AC), analogno 
slijede jos dvije jednakosti: 

cryz = crzy 

crzx =axz. 

(7) 

(8) 

Prema tome, iz uslova ravnoteze da je glavni moment sistema sila koje napadaju 
tetraedar na sl. 1: 12 jednak nuli; slijedi, da Sest komponenti smicuceg napona u 
datoj tacki nisu nezavisne, vee su to samo tri od njih, s obzirom da vaze tri 
jednakosti (6), (7) i (8). Jednakosti (6), (7) i (8) predstavljaju tzv. stav o konjugova
nosti smicuCih napona: u dvjema medusobno upravnim ravnima, komponente 
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smicuceg napona koje su upravne na presjecnu pravu tih ravni, jednake su po 
velicini, a obje imaju smjer iii ka presjecnoj pravoj iii od nje. Ovo je skicirano za 
komponente crzy i cryz na sl. 1:15. 

iii Oyz 

Sl. I :15. 

Zakljucujemo, dakle, da je za poznavanje naponskog stanja u tacki dovoljno 
poznavati samo sest veliCina: (JXX' (JYY' (JZZ' (Jxy=(Jyx• cr_,.z=(Jzy• (Jzx=(Jxz• To znaCi da 
je tenzor napona (1.3: 5) simetrican u odnosu na glavnu dijagonalu i da je samo sest 
njegovih komponenti medusobno nezavisno. 

NaCi: 

24 

Sl. I :16. 

Stav o kgnjugovanosti smicuCih 
napona moze se lako uopstiti na stav o 
konjugovanosti napona: u bilo kojoj 
tacki napregnutog tijela projekcija 
vektora napona za ravan sa normalom 
-+ -'-> 
n1 na pravac n2 jednaka je po veliCini i 
po znaku projekciji vektora napona za 

-+ -+ 
ravan sa normalom n2 na pravac n1 (sl. 
1:16),tj. 

--+ -+ -;. ..,. 

n2·tl =nl·t2. (9) 

U specijalnom slucaju, kada je 
-+ -+ 
n1 · n2 = 0, tj. kada su ravni upravne, 
stav o konjugovanosti napona svodi se 
na: stav o konjugovanosti smicuCih na
pona. 

P r i mj e r 1.1. U datoj tacki tijela tenzor napona u odnosu na x, y, z ose glasi 

[

36 
[ (J J = 26 

27 
-36 

0 
g](MPa), 

18 

a) vektor napona u odnosu na ra~an sa normalom .;={~. -~, nz>o}. 
b) intenzitet tog vektora napona, 



c) normalni i smicuCi napon u toj ravni, 

d) ugao izmedu vektora napona i normale na ravan. 

Rj ese~nj e: ( 2) 2 ( 2) 2 1 
a) Kako je jnj = 1, mora biti 3 + - 3 +n; = 1, odakle je n==3" Prema tome, 

~ {2 2 1} vektor normale na ravan je 11 = --, --,- . Vektor napona u ravni sa normal om 
~ 3 3 3 
11 je saglasno Cauchyevoj relaciji { 1.3 :3) 

~ 2 ( 2) 1 tn=-· {36, 27, 0} + -- · {27, -36, 0} +-· {0, 0, 18} = {6, 42, 6}. 
3 3 3 

b) Intenzitet vektora napona je 

\;n\ =J62 +422 +62 =42,85 MPa. 

c) Normalni napon mozemo odrediti koristeCi relaciju {1.2:5) 

-) ~ {2 2 1} a = t · 11 = {6 42 61r · - -- - = - 22 MPa. 
II II ' ' 3' 3' 3 

Dobijeni znak , - " znaCi da je u pitanju napon pritiska. 
SmicuCi napon u posmatranoj ravni je 

~ ~ 

d) Ugao izmedu t
11 

i 11 dobicemo iz izraza za skalarni proizvod dva vektora: 

~ ~ 

~ ~ t" ·11 -22 
COS -1::(t 11 , 11)=\;nl·\~\ 42,85 . 1 -0,5134, 

~ ~ 

-1:: (til, 11) = 120,89°. 

P r i mj e r 1.2. U datoj tacki tijela tenzor napona je 

[

(Jx.x 2 1] 
[cr]= 2 0 2 

1 2 0 
{MPa) 

s tim sto je komponenta napona axx nepoznata. Odrediti axx iz uslova cta postoji 
ravan kroz datu tacku tijela za koju je vektor napona jednak nuli {nenapregnuta 

~ 

ravan). Odrediti takode normalu 11 te ravni. 

Rjesenje: 

Iz uslova zadatka je 
~ 

t
11
=11x·{axx' 2, 1}+11y·{2, 0, 2}+11z·{l, 2, Q}=O, 
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sto daje sistem jednaCina: 

(jxx. nx + 2. ny + 1 . n= = 0 

2· nx +0· nY + 2·n= = 0 

1 ·nx + 2 · ny + 0 · n= = 0. 

(a) 

Ovaj homogeni sistem jednacina po nx, ny i n= imace netrivijalno rjesenje ako mu je 
determinanta sistema jednaka nuli, tj. ako je 

Go: 2 
2 0 

2 
odakle dobijamo 

1 
2 =0, 
0 

(MPa). 

Da bismo odredili normalu nenapregnute ravni, vracamo se sa nadenom 
vrijednoscu crxx = 2 u sistem jednaCina (a): 

2nx+ 2ny+ n==O 

2nx + 0 · ny + 2nz = 0 

nx + 2ny + 0. ll= = 0. 

(a') 

I 
Neka je n =a, tada iz sistema (a') slijedi da je 11}, =--a, nz =-a. 

X 2 
.... 

VeliCinu a dobicemo iz uslova jnj = 1, tj. iz 

n2 + 11
2 + 11

2 = a2 + (- !_ a)
2 

+ (-a)· 2 = 1 
X y Z 2 ' 

2 
odakle je a= ±:;. Prema tome je: 

_) 

;; ={~ -~ -~} 
I 3' 3' 3 ' 

--;. -;. ---+ --;. 
Ocigledno, n1 =- n2 , tj. n1 i n2 definisu jednu istu ravan, samo su u pitanju njena 
spoljasnja i unutrasnja normala. 

I .5. Promjena komponenti tenzora napona pri 
rotaciji koordinatnog sistema 

Kao sto smo vidieli, za poznavanje naponskog stanja u tacki dovoljno je znati 
.,. -1 7 

vektore napona tx, tY i tz u odnosu na ravni Cije su normale x, y i z osa 
koordinatnog sistema (x, y, z), tj. poznavati tenzor napona 

(1) 

koji jc, ovdje, oCiglcdno napisan u odnosu na koordinatni sistem (x, y, z). Medutim, 
za drugi koordinatni sistem tenzor napona izgleda drugacije. Zato se postavlja 
pitanje kako se mijenjaju komponente tenzora napona pri rotaciji koordinatnog 
sistema. Dakle, neka je koordinatni sistem (x, y, z) zarotiran (transformisan) u novi 
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koordinatni sistem (~, 11, 0 (sl. 1: 17), taka da su jedinicni vektori novih osa 
-) 

~efinisani u odnosu na st~ri koordinatni sistem sa ic, =(cos rxi:., cos~~' cos 'Yc,}, 

i,
1

= :,.,,. :x,
1
, cos ~11 , cos y11 1, i~= {cos :X;, cos~;· cosy(}. 

ll odnosu na koordinatni sistem (~, 11· S), tenzor napona je formiran od 
vek t ora napona: 

-> 
111 = { cr11~' cr1111' cr,l(}' 

i glasi 

k 
0 j y 

i 

xj xl 
I 

SL 1:17. 

I 
I 

I 
I 

I 

=-------y 
j~ 

-> 

(2) 

Nadimo veze izmedu komponenti tenzora [cr] i [cr]'. Vektor napona t~ mozc 
biti napisan, koristeCi Cauchyevu relaciju (1.3: 3), u obliku 

-}> 7 -;. -? 

tc, =cos ac,tx+cos ~t,ty+cos Yc,tz, (3) 

oclak lc jc. s obzirom na ( 1.3: 4 ), 

"' lc.= :cosa~ crxx+cos~t, cryx+cosyt, crzx• coscrt, crxy+cosf'ls cryy+cosyt,crzr' 

coscrt crxz+cos~t, cryz+cosyi:. crzz}• 
(4) 

,, 
Komponcntu napona cr;; clobijamo iz (4) skalarnim mnozenjem sa ortom ic, 

-> -> 2 2 . 2 cr~i:. = t;,. lc, =(cos :X;) crxx +(cos ~i) cryy +(cos Y;) crzz + (2 cos CXc, cos ~t,) crxy + 
(5) 

Anaiogno je 
-> -> 

cr :;
11 

= t s · i ,
1 
= (cos CLc, cos ~) cr xx + (cos ~c. cos ~i1 ) cr YY + (cos y c. cos y 11 ) cr zz + 

+(cos ~; cos~+ cos a, cos ~'1) crxy +(cos 'Yt, cos~+ cos ac, cosy,) crxz + 

+(cosy; cos~'l+cosf3~ cosy'l)cryz· (6) 
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Na isti naCin se _dobijaju ostale komponente tenzora napona u novom 
koordinatnom sistemu, izrazene preko komponenti u starom koordinatnom 
sistemu: 

-+ -> 7 -Jo. -> -} 
O"~~;=t~·i~;, (J'l'l=tTj·iTj, CJTj~=tTj·i~;, itd. (7) 

Dobijeni rezultati pokazuju da se komponente tenzora napona mijenjaju pri 
rotaciji koordinatnog sistema saglasno sljedecoj matricnoj operaciji 

cos ~11 cos y,1 • CJ yx cr YY cr yz · cos ~~ cos ~11 cos ~s , (8) 
COS ~~ COS y ~] [(J XX CJ X}' (J XZ~ [COS ex~ COS~ COS ex~] 
cos~; COSY; (Jzx (Jzy (Jzz cosy~ cosyTj cosy, 

tj. saglasno pravilu 

[ CJ ]'=[A]·[ (J] { AY' (9) 

gdje je [A] mat rica transformacije (rotacije) koordinatnog sistema, a [ AY njoj 
transponovana matrica, kao sto se vidi iz (8). 

Kad god se kvadratna matrica trahsformise pri rotaciji koordinatnog sistema 
saglasno pravilu (9), kazemo da predstavlja tenzor drugog reda. Prema tome, napon 
je zaista tcnzor drugog reda. 

1.6. Glavni naponi 

-;. 

Kako je za razliCite ravni kroz datu tacku (tj. razliCite normale n)razliCit i 
-> 

vcktor napona 1,, to je i komponenta normalnog napona (iii kratko, normalni 
napon) razlicita za razlicite ravni kroz datu tacku. Zato se namece pitanje u odnosu 
na koju ravan kroz datu tacku je normalni napon ekstreman i kolika je ta 
ekstremna vrijednost. Da bismo dosli do odgovora na ovo pitanje, polazimo od 
izraza 

(1) 

koji, zbog Cauchyeve ralacije (1.3: 3). postaje 
-> -> -> -;. 

cr, = (nxtx + n}.ty + nz.tz) ·n, (2) 
-;. 

gdje je n = [ n,. nY, n=} vektor normale i~raz.en u koordinatnom sistemu (x, y, z). Za 
poznate vrijednosti vektora napona tx, tY i tz, oCiglednoje iz (2) daje cr,=cr, (nx, nY, 
llz ). 

Da bismo odredili ekstremnu vrijednost za normalni napon cr,, pri cemu je 

(3) 

potrazimo slobodni ekstremum funkcije 
I 
I 

<I> =a - a · (n2 + n2 + n:- 1 ) n X ·Y .... ' 
(4) 

gdje je cr Lagrangeov mnozitelj veze. Uslov ekstremuma funkcije <I> je: 

(5) 
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sto, zajedno sa jednaCinom (3 ), daje cctiri jednacine sa cetiri nepoznate n,, '\·· nz i (J. 

Lako je pokazati da jednacine (5) u razvijcnom obliku glase: · 

tj. 

-~ ~ 

2n · t,- 2 CJ llx = 0 
-+ ~ 

21l'tr-2crnr=0 
-+ ~ 

2n·t=-2crnz=0, 

-+ ~ 
11 • I X = CJ llx 

-+ ~ 
11. t y = (J 11}' 

-+ ~ 
n·t==(Jilz. 

(6) 

~ ~ --> 
Mnozenjem prvejednaCine iz (6) sa i, druge saj i trece sa k, i sabiranjem, dobijamo 

-~ -+ ...,. --} -} -> + ..,. ---+ + 
(11' tJ· i + (n · t r )'j + (11' t z) · k = cr 11. 

No, zbog stava o konjugovanosti napona (1.4:9) imamo: 

--;. _,. > + 
11 · tx = .i · t 11 , 

----)--? -}...,. 

11 · t J =j · 111 , 

___,. } -·? -;. 

n·t==k·t,, 

sto zamjcnom u (7) daje 
-> _,. -? ). 

{ILX i + lll)'j +(liZ k = (J 11, 

tj. 
( l)) 

Ovo pokazujc da u ravni za koju je normalni napon ekstreman nema komponcnti 
smicuceg napona, tj. vektor napona za tu ravan je u pravcu normale na ravan. 
Dakle, u toj ravni postoji samo normalni napon CJ 11 ~ cr, dok je smicuci napon 
jednak nuli. Odredimo sada veliCinu ovog (ekstremnog) normalnog napona. Iz (9} jc 

tj. 

--) 7 ,.. --} 

ilx t X + n,. t )' + 11 z t = - (J II = 0. 

{ llx (Jxx + n,, (Jyx + /Jz (J:x- 0 11.\', n, (Jxy + lly ()YJ' + n= (J:.r- 0 n\', 

n, (Jc + 11.\' 0.r= + 11:0:: -· 0 11:: = 0, 

sto daje tri jednaCinc: 

(crxx- CJ) llx.+cryxny+cr:x/1= =0 

(Jxy nx + (cr)'}'- (J) n\' + (J zy 11= = 0 

Gc11x+CY.r:n1.+ (CY::·-0')11:=0. 

(l 0) 

Da bi ovaj homogcni sistem imao netrivijalno rjesenje, determinanta sistema mora 
biti jednaka nuli 

I

(Jxx-(J' 

crxy 

(J"x::: 

(J')'X 

. O'yy- (J' 

0.\'Z 

(It) 
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sto daje kubnu jednaCinu za (J 

gdje je: 

lcrxx 
J3=1'(5y.< 

crzx 

(53- J I (52 +JzG -]3 =0, (12) 

(13) 

K u bna jednacina (12) daje tri realna rjesenja za cr, tj. tri ekstremne vrijednosti 
normalnog napona. Za svako od ovih rjesenja cri (i = 1, 2, 3) sada mozemo odrediti 

·~ 

korespondentni vektor normale ni rjesavanjem sistema: 

(cr=- crJ nx + cryx ny + crzx n=.=O 

CJX)' /lX + ( (5 yy- CJi) lJ)' + (5 zy nz = 0 

crzx nx + crz.v ny + (crzz -- cri) nz =0 
2 2 2 1 nx +ny+nz = ' 

(14) 

gdjc :,e. zbog linearne zavisnosti, uzimaju samo dvije nezavisne od prve tri jednaCine 
sistema (14). 

~ 

Dakle, za svako cri mozemo odrediti korespondentni pravac n, (i = 1, 2, 3 ). 
Ovi pravci zovu se glavni pravci napona. Korespondentni ekstremni naponi zovu se 
glavni naponi. Dakle: 

-;. --> -? -;. ? --> 
/ n I = (51 /ll ' ( n 2 = (52 11z ' ( n3 = (53 113 . (15) 

S obzirom da glavni naponi imaju svoje definisano fizicko znacenje, oni ne 
zavise od izbura koordinatnog sistema. Dakle, pri rotaciji koordinatnog sistema ne 

~ 

mijenjaju se ni cri ni n,, pa zakljucujemo da koeficijenti u kubnoj jednacini (12) za cr 
moraju biti konstantni (nezavisni od koordinatnog sistema), tj.: 

.! 1 =const.. 12 =const., J 3 =const. (16) 

J 1, J 2 i J 3 zovu se, red om, prva, druga i treca invarijant~ t~zo~a napona. 
Vratimo se sada gla;nif!; pravcima definisanim sa n1 , n2 i n3 • Mnozenjem prve 

dvije jednaeine u (15) sa n2 i 11 1 , respektivno, imamo: 

..,.. ___,. --)- -)-

tn, ·nz = crl (Ill. nz) 
..,. --? -? .....,. 

t">·nl =crz (nz·nl). 
(17) 

-)o-7 ->-> 
Ne, zbog konjugovanosti naponaje tn, ·n2 =tn

2
·n1 , pa iz (17) slijedi 

~ -? 

(cr 1 - cr2 ) (n 1 ·n2 )=0. (18) 
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~ ~ ~ 

Odavde je evidentno ako je cr1 fcr2 , mora biti n1 · n2 =0, sto znaCi da su pravci n1 i 
~ ~ 

n2 medusobno upravni. Analogno slijedi i za n3 , tj. ako je cr1 fcr 2 fcr3 , tada su sva 
~ ~ ~ -> ~ 

tri pravca n1 , n2 i n3 rnedusobno upravna. A_fo je, pak, cr 1 =cr2 , tada n1 i n2 mogu 
biti bilo koji pravci u ravni normalnoj na n3 . Najzad, ako je cr1 = cr2 = cr3 , svaki 
pravac je glavni pravac, a za naponsko stanje se kaze da je hidrostaticko (sferno ). 

Na kraju napominjemo, ako se za koordinatne ose uzmu ose koje· se pokla
paju sa glavnim pravcima napona, tenzor napona glasi 

(19) 

No i dalje je potrebno poznavati sest podataka za poznavanje naponskog stanja u 
tacki, jer je pored tri napona cr1, cr2 i cr3 , potrebno znati i tri ugla koji definisu 
polozaj glavnih pravaca. 

Prim j e r 1.3. Odrediti glavne napone i glavne pravce u tacki tijela u kojoj je 
stanje napona definisano tenzorom napona 

[cr]=[ ; 
-6 

Rjesenje: 

4 
2 

-6 
-6] -6 

-15 
(MPa). 

Glavne napone dobijamo kao rjesenje kubne jednaCine (1.6: 12) 

gdje su: 

11=2+2-15=-11 

J 2 = 2 . 2 -+ 2 . ( - 15) + ( - 15) . 2 - 4 2 - ( - 6 )2 - ( - 6 )2 = - 144 

]3 = 2. 2. (- 15) + 2. 4. (- 6) (- 6)- 2. (- 6)2 - 2. (- 6)2 - ( -15)·42 = 324. 

Dakle, kubna jednaCina glasi 

cr3 + 11cr2 -144cr- 324=0. 

Njena rjesenja su glavni naponi: cr1 =9, cr2 =- 2, cr3 = -18 (MPa). 
~ 

Nadimo sada korespondentne glavne pravce. Odredimo prvo n1 . Njegove kompo
nente dobicemo iz sistemajednacina (1.6:14), koji u ovom slucaju glasi: 

(2-9) nx+4ny~6nz=0 

4nx + (2- 9) ny- 6nz =0 

- 6nx.- 6ny + ( -15- 9) 11z =0 

n2 +n2 +n2 =1 
X y Z ' 

(a) 
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pn cemu su oa prve tn Jednacme ovog sistema samo dVIJe medusobno nezavtsne. 
Dakle, iz prve dvije jednacine imamo: 

4ny- 6nz = 7nx 

7ny +6n. =4nx, 

1 
odakle je ny = nx, nz = -- nx. Zamjenom ovog u cetvrtu jednaCinu sistema (a), nalazimo da 

2 
~ ~ {2 2 1} je nx = 2/3, pa je glavni pravac n1 definisan sa n1 = -, ~, -- . Analogno se dobijaju 

3 3 3 

~ {1 1 } ~ { 1 1 4} ostala dva glavna pravca: n2 = .ji'-.ji' 0 i n3= 
3
.ji' 

3
.}2' 

3
.ji · 

Primjer 1.4. Datje tenzor napona u odnosu na x, y, z ose sa 

[

-5 
[cr]= -~ 

-3 .OJ 1 0 
0 1 

(MPa). 

a) Postaviti kubnu jednacinu za glavne napone . • 
b) Direktno odrediti jedan od glavnih napona i njegov pravac. 

c) Naci ostala dva glavna napona i korespondentne glavne pravce. 

Rjdenje: 

a) 

Zamjenom vrijednosti za komponente tenzora napona u izraze ( 1.6: 13) dobijamo: 
1 1 = -3, 12 = -18, 13 = -14, pa kubnajednaCina za glavne napone glasi 

... ~ 

(a) 

b) Posto je cr=x = crzy =0, zak~ucujemo da je ravan sa normal om n2 = k slobodna od 
smicucih napona, pa je n2 = {0, 0. 1} jed an glavni pravac. a cr 2 = cr== =I MPa 
korespondentni glavni napon. 

C) Preostala dva glavna napona dobijamo iz kubne jednaCine (a) kao sto slijedi: 

odakle je: cr1 =- 2 + 3 .ji, cr2 =- 2-3 .Ji (MPa). 

Korespondentne glavne pravce nalazimo na isti nacin kao i u prin;jeru 1.3. 
Dobijamo: 

N apomena: N otacija glavnih napona i pravaca izvrsena je tak o da je cr 1 > cr 2 > cr 3 . 
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10 7 0 Maksimalni naponi smicanja 

U prethodnom poglavlju odredili smo glavne pravce napona u datoj tacki i 
korespondentne glavne pravce cr1 , cr2 , cr3 0 Pretpostavimo opsti slucaj kada je 
cr1 jcr2 'fcr3 i numerisimo glavne pravce tako daje cr1 >cr2 >cr3 0 S obzirom daje 
cr I. 1= cr2 j cr3 , glavni pravci obrazuju ortogonalan trijedar. Izaberimo ga za koordinat
ni sistem u datoj tacki (sl. 1: 18)0 PronaCi cemo sada u kojoj ravni kroz datu tacku 
djeluje ekstremni napon smicanja i kolikaje ta ekstremna vrijednost. Oznacimo ortove 

~ ~ ~ 

koordinatnih osa (1, 2, 3) sa e 1 , e2 , e3 o Proizvoljna ravan kroz tacku A definisanaje 
-7 -7 ~ ~ 

vektorom normale n = n1 e 1 + n2 e 2 + n3 e3 = { n1 , n2 , n3 } 0 Vektor napona za tu ravan je 
-)o -)o -)o -)o 

tn=n1 t 1 +n2 t 2 +n3 t3 , · 

gdje su: 
-)o -)o -)o 

t 1 ={cr1,0,0}, t2 ={0,cr2 ,0}, t 3 ={0,0,cr3 } 

vektori napona za koordinatne ravni, koje 
pretpostavljamo poznatimo 
Zamjenom (2) u (1) dobijamo 

-)o 

t.={n1cr1 , n2cr2 , n3cr3 }, (3) 

odakle je 

t~ = ni cri + n~ cr~ + n~ cr~ 0 ( 4) 
~ 

Normalni napon za ravan sa normalom n 
je 

-)o ~ 

(j n = t n n = ni (j 1 + n~ (j 2 + n~ cr 3 , (5) 

pa je kvadrat smicuceg napona u uocenoj 
ravni 

1:~ = t~ - cr~ = ni cri + n~ cr~ + n~ o'~ -

- (nicr1 + n~cr2 + n~cr3 )2 0 

(6) 

3 

Sl. I: 180 

Da bismo nasli ekstremnu vrijednost za '• = '" (n1 , n2 , n3 ), pri cemu je 

ni + n~ + n~ = 1 , 

potrazimo slobodni ekstremum funkcije 

F=t~-Ao(ni+n~+nj-1), 

gdje je A Lagrangeov mnozitelj vezeo Uslov ekstremuma funkcije F je: 

oF 
-=0, 
on! 

oF 
-=0 
on2 , 

sto u razvijenom obliku daje: 

3 Otpornost materijala 

n1 [cri-2cr 1 (nicr1 +n~cr2 +n~cr3)-A]=O 

n2 [cr~- 2cr2 (nicr1 +n~cr2 +n~cr3 )- A.] =0 

n3 [ cr~- 2cr 3 ( ni cr 1 + n~ cr 2 + nj cr 3 )- A J = 0 0 

(I) 

(2) 

2 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 
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Ove tri jednacine, zajedno sa jednacinom (7), daju cetiri jednacine sa cetiri nepoznate 
n

1
, n

2
, n

3 
i A.. Moze se pokazati da su ove cetirijednacine zadovoljene u sest slucajeva, tj. 

u sest ravni Cije su normale redom: 

-> -> -> 
n={±1,0,0} n = { 0, 0, ± I ) . n = { 0, ± 1, 0}, 

~={+ J2 0 + J2_} 
;;:.; r- (11) 

-> { v L. -J2 . } 
- 2 ' '- 2 ' n= ±2' ±2,0. 

K orespondentne ekstremne vrijednosti smicuceg napona su respektivno: 

T=O 
(12) 

Prva tri slucaja odgovaraju minimalnim vrijednostima smicuceg napona: u 
glavnim ravnima smicuCi napon je nula. Preostala tri slucaja definisu maksimalne 
vrijednosti smicuceg napona: oni djeluju u ravnima koje polove uglove izmedu dva 
glavna pravca napona (sl. I : 19 ). 

3 

n 

2 

Sl. I: 19. 

SmicuCi napon T mora imati naznaceni pravac na sl. 1: 19, inace bi zbog konjugova
nosti postojao smicuci napon u glavnim ravnima, a njega tamo nema. 

S obzriom da jc 0 1 > 0 2 > 0-'. apsolutni maksimum smicuceg napona je 

0 -0 1 .l 
T =~·----max 

2 
( 13) 

i djeluje u ravni sa normalom 

Dakle, maksimalni smicuCi napon jednak je polovini razlike izmedu najveceg i 
najmanjeg glavnog napona i djeluje u ravni koja polovi ugao izmedu pravaca 
najveceg i najmanjeg glavnog napona. 

Korespondentni normalni napon u toj ravni je 

(14) 
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Napomena: U izrazima za normalu (11) figurise znak ,±", tj. uvijek su dvije 
medusobno upravne ravni kroz datu tacku gdje je smicuCi napon ekstreman (sl. 
1: 20), s obzirom na stav o konjugovanosti smicuceg napona. 

1 

Sl. 1:20. 

Primjer 1.5. Nckajc tcnzor napona u tacki 

[

-50 
[a]= -1~ 

-10 0] 
~~ ~~ 

3 

"tmax 

(MPa). 

Odrediti glavnc napone, glavne pravce i maksimalni smicuci napon u toj tacki. 

Rjdcnje: 

Glamc naponc dobijamo iz: 

a3- .! 1 a2 + J 2 a- .J .l = 0 

.J 1 = -- 30, J 2 = - 1000, J _l = ·- ()()()() 

a 3 + 30a 2 - 1 OOOa + 6000 c. ll 

a
2 
= 10: a 3 + 30a 2 - 10000 -j- 6000= (a-- 10) (" , 40cr- 600)=0, 

r-- r-
paje: a

1
=-20+10vl0, a 3 =--20-l0yl0 (MPa). 

Korespondentne glavne pravce nalazimo kao i u primjeru 1.3. Dobijamo: 

;, {hoo~,;,;, · --;;, i,Q~}7IOl' u}. 
.. { 1 --3+vlio } n

3 
= --·-= ---- -:_-.-. ------~- --:-~-, 0 _ 

J2 (10- 3yi10) ~h (10- 3y 10) 

Maksimalni smicuCi napon je 

2 

, =~""IX- a 111 ;11 =? _~_ ~~}_ = (_-:::_20 ~- tovfio~::::l::: 20 -=.-_t_9_J 101 = wjlo (MPa). 
max 2 2 2 

Ravni u kojima djeluje Tmax prikazane su na sl. P 1.5. 
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3 

Sl. P 1.5 

Rjesenje: 

Primjer 1.6. Odrediti maksimalni smicuci napon u 
tacki u kojoj je tenzor napona 

2 

[cr]= [ ~ 
-6 

i =~] 
-6 -15 

(MPa). 

Odrediti takode normalni napon u ravni maksimalnog smi
cuceg napona. 

U primjeru 1.3. nasli smo glavne napone za ovo naponsko stanje: cr 1 = 9, cr 2 = - 2, 
cr

3 
= -18. Prema tome je 

tmax 

9-(-18) 

2 

Korespondentni normalni napon je 

9+(-18) 
cr = n 

1.8. Mohrovi krugovi napona 

2 

27 

2 

9 

2 

(MPa). 

(MPa). 

Rezultati dobijeni u prethodnom poglavlju mogu biti ilustrovani preko tzv. 
Mohrovih krugova napona. Rjesavanjem sistema jednacina: 

po nf, n~, n~ dobijamo: 

crf nf + cr~ n~ + cr~ n~ = cr~ + t~ 

cr 1 nf + cr 2 n~ + cr 3 n~ = cr n 

nf+n~+n~= 1 

t~ +(cr.- cr2) (cr.- cr3 ) 

ni (cr1 - cr2) (cr1 - cr3 ) 

t~ + ( cr n- cr 3) ( cr n- cr 1) 
n~ (cr2- cr3) (cr2- crd 

t~ +(cr.- cr d (cr.- cr2) 
n~ (cr3 -cr1 ) (cr3 -cr2) 

( 1) 

(2) 

Kako smo pretpostavili daje cr1 >cr2>cr3 , is obzirom daje nf>O za svako i, iz 
izra'la (2) slijedi da mora biti: 

36 

t~ + ( cr n- cr 2) ( cr n- cr 3) ~ 0 

t~ +(cr.- cr3 ) (cr.- crd :::;;o 
t~+(crn-cr1 ) (cr.-cr2)~0, 

(3) 



ili, prepisano u malo drugaCijem obliku: 

(4) 

Ove tri nejednacine definisu oblast ogranicenu kruznicama na sl. I : 21. 

0 

Sl. l: 21. 

Koordinate (crn, -rn) tacaka u srafiranoj oblasti predstavUaju normalni, odnosno 
smicuCi napon za raviln sa odgovarajucom normalom n. (S .obzirom .da je T

11 

definisano kao intenzitet smicuceg napona, uvijek je pozitivno, pa je dovoljno 
posmatrati samo gornju, srafiranu polovinu povrsine na sl. I: 21 ). Ordinate tjemcna 
tri Mohrove kruznice evidentno predstavljaju maksimalne smicuce napone. Apso
lutni maksimum je 

(5) 

a korespondentni normalni napon 

(6) 
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Zamjenom ovih vrijedno~ti u izraze (2) za normalu, nalazimo: 

(7) 

• -+ { v0. h} sto defimse vektor normale n = +-, 0, +- . - 2 - 2 
Na kraju napominjemo, ako je cr2 = cr3, post~ace ~eskonacno mnogo ravni u 

kojima je smicuCi napon maksimalan {jer su n2 i n3 neodredeni), a ako je 
cr1 =cr2=cr3, ni u jednoj ravni nema smicuCih napona (Mohrovi krugovi napona 
degenerisu se u tacku). 

1.9. Oktaedarski naponi 

Oktaedarska ravan je ravan koja zaklapa jednake uglove sa glavnim 
pravcima napona. Ravan ll na sl. 1 : 22 odsijeca jednake odsjeeke na glavnim 
pravcima 1, 2 i 3. Ravan kroz tacku A paralelna ravni n je oktaedarska ravan. 

Vektor normale na oktaedarsku ravan je ~={ ± ~· ± ~· ± ~}· Naponi koji 

djeluju na oktaedarskoj ravni zovu se oktaedarski naponi. 

1 

Kako je u koordinatnom sistemu glavnih pravaca napona: 

3 

crn=nicrl +n~crz+n~cr3 (1) 

(2) r~ = nf crf + n~ cr~ + n~cr~- (ni cr 1 + n~ cr2 + n~ cr3)2, 

2 

i kako je za oktaedarsku ravan ni = 
1 

= n~ = n~ =-, dobijamo da je oktaedarski 
3 

normalni napon 

(3) 

a kvadrat oktaedarskog smicuceg napona 

(4) 

1.10. Sferni i devijatorski dio tenzora napona 

Oktaedarski normalni napon zove se jos i srednji normalni napon, obiljezava 
sa crs i jednak je jednoj treCini prve invarijante tenzora napona, tj. 

1 1 1 
crs=-}1 =-(crxx+cr}'Y+crzz)=- (crl +cr2+cr3). 

3 3 3 
(1) 
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Ako je stanje napona u tacki takvo da je tenzor napona dat sa 

[
cr 0 OJ 0 q 0 , 
0 0 cr 

(2) 

kaiemo da je stanje napona hidrostaticko (ni u jednoj ravni kroz datu tacku nema 
smicuCih napona), a tenzor napona je sferni tenzor. Ako, pak, imamo proizvoljno 
stanje napona okarakterisano tenzorom napona 

(3) 

tada ga uvijek mozemo razloziti na dva dijela na sljedeci naCin: 

[

crxx crxy crxzl [cr=-crs crxy crxz ] [crs 0 0] 
rcrJ= cryx cryy cryz = cryx cr;yy-crs cryz + 0 crs 0 =[cr]dev+[crJsf. 

crzx crzy crzz crzx cr,.y crzz- crs 0 0 u, 
(4) 

Prvi dio tenzora napona u (4) je devijatorski dio tenzora napona, a drugi dio je 
sferni dio tenzora napona. Kao sto cemo kasnije vidjeti, devijatorski dio utice samo 
na promjenu oblika elementa tijela, a sferni dio samo na promjenu zapremine. 
Razlaganje tenzora napona na sferni i devijatorski dio ima svoje veliko znacenje u 
teoriji plasticnosti i viskoelasticnosti. 

P r i mj e r 1.7. Razloziti sljedece tenzore napona na sferni i devijatorski dio: 

~ 0 10 OJ 
b) 10 0 0 (MPa), 

0 0 0 [
cr T OJ c) T 0 0 (MPa), 
0 0 0 [

30 0 OJ 
a) 0 0 0 (MPa), 

0 0 0 

[ 

2 4 
d) 4 2 

-6 6 

-6] -6 (MPa) 
-13 

Rjesenje: 

a) Srednji normalni napon je 

1 
crs=} (30+0+0) = 10 MPa, 

pa je, saglasno dekompoziji (1.10:4), 

lo o 0] [20 0 OJ [10 0 g ]~[a], . .+[ a ],f [cr]= 0 0 0 = 0 -10 0 + 0 10 
0 0 0 0 0 -10 . 0 0 10 

b) crs=O 

[a]+z 10 0] [ 0 10 gHg 0 g] ~[a],,,+[ a],, 0 0 = 10 0 0 
0 0 0 0 0 0 . 
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C) cr =- 0 .\ 3 

2 
0 

1 
0 0 -0 t -a 

[cr]~[~ 
3 3 r g]~ 1 

0 t --(J 0 + 0 -(J 0 =[ o]dcv +[ CJ Jsf . 
0 0 3 3 

0 0 -·-CJ 0 0 -cr 
3 3 

d) a,= -3 MPa 

[ crJ ~[ ~ 4 -6] [ 5 4 
- '] [- 3 

0 g] ~[cr ],., +[ "lf 2 -6 = 4 5 -6 + 0 -3 
-6 -6 -13 -6 -6 -10 0 0 -3 

1.11. Oiferencijalne jednacine ravnoteze 

U prcthodnim poglavljima posmatrali smo naponsko stanje u tacki i vidjeli 
kako se mijcnja vektor napona i njegove komponente za razlicite presjecne ravni 
kroz posmatranu tacku tijela. Sada cemo analizirati kako se mijenja naponsko 

- aT 
ftz + d: dz}dxdy 

- otx dy -tzdxdy 
ftx,.dxdx)dydz 

Sl. I :23. 

stanje od jednc do druge tacke posmatranog tijela. U tom cilju, izdvojimo iz 
napregnutog tijela mali pravougli paralelepiped sa stranama paralelnim koordinat
nim ravnima i sa ivicama dx, dy, dz: (sl. 1 :23 ). 
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-} 

Nekaje - tx vektor napona koji djeluje na strani Cijaje normala u negativnom smjeru x 
-} 

-} ar 
ose. Tad a je vektor napona na suprotnoj strani jednak t x + ~ dx, tj. zbog hipoteze o 

OX _,. 

ar 
kontinualnosti promjene napona, razlikuje se za malu veliCinu _x dx. Zbog hipoteze 

OX 
o homogcnosti napona u maloj okolini, mozemo onda uzeti da je ukupna sila na 

_,. (_,. ai ) 
ovim stranama jednaka (- txdydz), odnosno tx+ a: dx dydz. Ove sile djeluju u 

tezistima strana. Slicno imamo i za ostala dva para strana, kao sto je prikazano 
na sl. 1:23. Najzad, neka je zapreminska sila koja djeluje na paralelepiped 

Da bi pod uticajem definisanih sila paralelepiped bio u ravnotezi, glavni vektor i 
glavni moment sistema sila moraju biti jednaki nuli. Iz uslova da je glavni vektor 
jednak nuli dobijamo 

( 1) 

iii u skalarnom obliku: 

(2) 

ocr zx ocr zy ocr zz 
--+-+-+h.=O. ax ay az -

Ove tri parcijalne diferencijalne jednaCine nazivaju se CauchyevimjednaCinama 
ravnoteze. lz uslova da je glavni moment definisanog sistema sila jednak nuli, slijedi 
ranije izvedeni stav o konjugovanosti smicucih napona. Dakle, zakljucujemo da u 
svakoj tacki opterecenog tijela sest komponenti tenzora napona moraju zadovoljiti tri 
difcrencijalne jednaCine ravnotde (2). Pri tome moraju biti zadovoljeni granicni 
uslovi na spotjnoj povrsini opterecenog tijela: 

nxayx + n_vcr_v_v + nzcr _vz = P,_v 

nxcrzx + n_vcrz_v + nzazz = Pn: • 

(3) 

sto slijedi iz ranije izvedene Cauchyeve relacije (1.3: 3 ), pri cemu su u (3) sa Pnx' Pn_v i Pnz 
oznacene komponente specificne povrsinske sile u datoj tacki povrsine (omotaca) 

--> 
tiJ'ela cija je spoljna normal a n = fln , n , n 1J .• 

~ X Y Z --? 

Dakle, ako je zadatak da se za dato spoljasnje opterecenje (p po omotacu tijela i 
~ n 

b unutar tijela) odredi naponsko stanje u svakoj tacki tijela, treba rijesiti tri Cauchy eve 

41 



diferencijalne jednacine ravnoteze {2), pri cemu to rjesenje mora zadovoljiti granicne 
(povrsinske) uslove (3). No, 'iz tri jednaCine nemoguce je odrediti sest nepoznatih 
komponenti napona, pa kazemo da je problem staticki neodreden. Za njegovo rjesenje 
je zato neophodno analizirati i deformaciju tijela i izvesti nove jednacine koje ce, uz 
ove, voditi rjesenju problema. Ovo ce, medutim, biti predmet naredne glave. Prije toga, 
u sljedecem poglavlju upoznacemo se sa tri vaine specijalne vrste naponskog stanja. 

1.12. Specijalne vrste naponskog stanja 

U dosada8njoj analizi posmatrali smo opsti, trodimenzionalni slucaj naponskog 
stanja. Sada cemo analizirati tri vazna specijalna slucaja: dvodimenzioni slucaj -
ravno stanje napona, zatim slucaj cistog smicanja i jednodimenzioni slucaj - linearno 
stanje napona. 

1.12 .1. Ravno stanje napond 

U tacki tijela imamo ravno stanje napona u ravni (x, y) ako je u toj tacki 

{1) 

tj. ako tenzor napona ima oblik 

[

cr= crxy 0] 
[cr]= cryx crYY 0 . 

0 0 0 
{2) 

~ 

Dakle, stanje napona je odredeno samo sa dva vektora napona tx= {cr=, crxy• 0} i 
~ ~ 

t , = { cr x' cr , 0}, jer je t z = 0, tj. samo sa cetiri skalarna pod atka cr=' crxy• cryx• cr YY' od 
kojih s~ zb~g stava o konjugovanosti smicuCih napona crx1=cryx, samo tri nezavtsna. · 
Zato se tenzor napona u slucaju ravnog stanj.a napona p1se u obliku 

~ 

tj. vektori napona su u odnosu na koordinatni sistem (x, y): tx={cr=,crxy}, 
tY = { cryx• cryy} (sl. 1: 24). 

Oyy 
Ciyx 

yu 
Oxy 

A 

y 

Oxy 

Oyx 

Oyy 
Sl. 1:24. Sl. I :25. 
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-+ 
Cauchyeva relacija koja daje vektor napomi u ravni sa normalom n = {nx, ny} (sl. 
1: 25) glasi 

~ ~ ~ 

tn=nxtx+nyty. 

-+ 
Normalni napon u ravni sa normalom n je 

~ _,. -+ ~ ~ 

crn = tn. n = (nxtx + n/y)· n = { nxcrxx + nycryx• nxcrxy + nycryy}. { nx, ny}' 

odakle se dobija 

-+ 

(4) 

(5) 

s obzirom da je nx =cos <pi nY =sin <p, gdje je <p ugao koji norm alan Cini sa pozitivnim 
smjerom x ose (sl. 1: 25). 

KoristeCi dvostruki ugao 2<p, izraz (5) mozemo prepisati u obliku 

1 1 . 
crn = 2 ( crxx + cr)')') + 2 (crxx- cr yy) cos 2<p + crxy sm 2<p. (6) 

-)> 

Izrazi (5), odnosno (6), daju normalni napon u tacki za ravan sa normalom n. Smicuci 
napon u toj ravni dobijamo iz 

(7) 
~ 

gdje je I= { nl, - nx} jedinicni vektor koji lezi u ravni (sl. l: 25). RazvijajuCi skalarni 
proizvod (7), dobijamo 

1 . 
tn =2 (crxx- cryy) sm 2<p- crxy cos 2<p' (8) 

-+ 
sto predstavlja izraz za smicuci napon u ravni sa normal om n za slucaj ravnog stanja 
napona. 

Izrazi ( 6) i ( 8) mogu se takoae 
dobiti i iz uslova ravnotere malog tro
ugaonog dijela napregnutog tijela jedi-
nicne debljine oko tacke A (sl. 1:26), Y 
sto je analog ranije posmatranom tetra-
edru za slu~aj trodimenzionalnog stanja 
napona (sl. 1:12). 

-+ 
Zaista, iz sume svih sila u pravcu n 

imamo 

crn · (BC ·1)- crxx COS <p · (AC ·1)

crxy sin <p · (AC ·1)- cryx cos <p · (AB ·1)-

cr YY sin <p · (AB · 1) = 0, (9) 

odakle se, s obzirom da je AB = BC ·sin <p i 
AC = BC ·cos <p, dobija ponovo izraz (5). ~ 

ayy 
Sl. I :26. 

Izraz (8) dobija se iz uslova daje suma svih sila u pravcu l jednaka nuli. Iz momentnog 
uslova ravnoteze dobija se stav o konjugovanosti smicucih napona crxy=cryx· 
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Ekstremne vrijednosti normalnog napona (6) slijede iz 

dan . 
--=- (crxx- cr vy) Sin 2<p + 2crX}' cos 2<p = 0' 
d<p . 

sto definise ugao <p =a. glavnih pravaca napona 

(10) 

Iz (1 0) dobijamo dvije vrijednosti ugla: a.1 i a.2 = et 1 + 90 , tj. dva medusobno upravna 
~ -> 

glavna pravca napona n1 i n2 . Kako je 

~ 

- ~crxy 
sin 2a.' 

zakljucujemo da n1 prolazi kfoz prvi i treCi kvadrant (x, y) koordinatnog sistema ako je 
crxy>O, a ako je crxy<O, kroz drugi i cetvrti kvadrant. 

Glavni naponi, tj. ekstremne vJjjednosti normalnog napona, dobijaju se 
zamjenom ugla <p=a. definisanog sa (10), u izraz (6). Dobija se: 

(11) 

Zamjenom ugla (10) koji definise glavne pravce u izraz (8) za Tn, nalazimo da je •n = 0 u 
ravni u kojoj imamo ekstreman normalni napon (glavna ravan). Va.Zi i obrnuto, kad 
god je smicuCi napon u nekoj ravni jednak nuli, ta ravan je glavna ravan. 

ravan za t max 

1 

Sl. 1:27. 
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Ekstremne vrijednosti smi
cuceg napona dobijaju se iz 
uslova 

dTn 
d<p = (crxx- Gyy) cos 2<p + 

2crxy sin 2<p =0, 

sto daje ugao <p =a., koji defi
nise ravni maksimalnog smi
cuceg napona 

2crxy 
ctg 2a., = - . (12) 

crxx- cryy 

Ocigledno, tg 2a. · ctg 2a., = 
-1, paje a.,=a.±45°, tj. ravni 
maksimalnog smicuceg napo
na polove uglove izmedu glav
nih pravaca napona (sl. 1: 27). 



Korespondentna maksimalna vrijednost smicuceg napona dobija se zamjenom ugla 
cp=:t,. definisanog sa (12), u (8) 

1 1 
Tmax = 2J(cr=- cryyf + 4cr_;Y = 2 (cr1 - cr2 ). (13) 

Normalni napon u ravni maksimalnog smicuceg napona je 

1 1 
crn= 2 (crxx+cryy)=l (cr1 +cr2 ), 

sto se dobija zamjenom ugla (12) u izraz za normalni napon (6). 
Mohrov krug napona. - Dobijeni izrazi (6)- (13) imaju svoju geometrijsku 

interpretaciju pomocu tzv. Mohrovog kruga napona. Nairne, ako izraze (6) i (8) 
prepisemo u obliku: 

l 1 
crn- 2 ( cr_u + cryy) = 2 (crxx- cr yy) cos 2cp + crxy sin 2<p 

1 . 
Tn =2 (crxx- Gyy) SIO 2cp- crxy COS 2cp, 

pa ih kvadriramo i saberemo, dobicemo s obzirom na trigonometrijsku identicnost 
sin2 2<p + cos2 2cp = 1, da je 

(14) 

Prema tome, za dato ravno stanje napona definisano komp.?nentama napona cr=, crYY i 
crxy• normalni i smicuCi napon <>" i T

11 
u ravni sa normal om n, zadovoljavaju uslov ( 14 ). 

U koordinatnom sistemu (cr
11

, T
11

) uslov (14) predstavljajednaCinu kruga sa centrom u 

tacki (cr=:crYY,o) i poluprecnikom ~J(cr=-cryy)2 +4cr_;Y. Ovaj krug naziva se 

"tn F 

~ ~ 
xy 

JOI. an a 
"tn 

aKX 
o ta2.oJE I 0(0,,01 

xy xy 

flyy ayy 

(a} (b} (C) 

Sl. I: 28. 

Mohrov krug napona (sl. 1: 28) i predstavlja geometrijsko mjesto tacaka cije su 
~ 

koordinate (cr., -r.) normalni i smicuCi napon u ravni sa normalom n, za sve moguce 
~ 

pravce n kroz posmatranu tacku. 

Mohrov krug napona konstruise se tako sto se prvo odrede tacke A (crxx, - crxy) i 

B (crYY' crxy), a njihovim spajanjem i tacka C ( crxx: cr YY, 0} koja predstavlja centar 
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Mohrovog kruga. Mohrov krug se onda dobija kada se iz tacke C opise krug 
- - 1 

poluprecnika C A, jer je oCigledno C A =-J(cr=- crYYf +4cr;Y (sl. 1: 28). 
2 

Uocavamo sa sl. l: 28 da tacka A ima T, koordinatu jednaku (- crxy), jer je 
pozitivna vrijednost komponente crxy• prikazana na sl. 1:28 (c), negativan smicuci 
napon T, u smislu prihvacene orijentacije za pozitivno T, na sl. 1 :28 (a). Drugim 
rijecima, pri konstrukciji Mohrovog kruga napona pretpostavlja se daje -r, pc.'>zitivno u 
nekoj ravni ako ga treba kao vektor zaokrenuti za 90° suprotno kretanju kazaljke na 

~ 

satu da bi se poklopio sa pravcem normale na ravan n. To je zato sto smo i izraz (8) 
izveli smatrajuCi T, pozitivnim ako djeluje kao na sl. 1:26. 

Proizvoljna tacka M (cr,, t,) na Mohrovom krugu napona odgovara ravni sa 
normal om pod uglom <p u odnosu na x osu, kao sto je prikazano na sl. 1 :28 .Pri tome se 
ugao 2qJ mjeri od C A ka C M suprotno kretanju kazaljke na satu. Sa sl. 1:28 je takode 
geometrijski oCigledno da je 0 D = cr 1 , OE = cr2 , tj. tack a D (cr 1 , 0) odgovara glavnoj 
ravni sa maksimalnim normalnim naponom cr 1 , Cija normal a zaklapa sa + x osom 
ugao C): 1 , dok tacka E (cr2 , 0) odgovara glavnoj ravni sa minimalnim normalnim 
naponom cr2 , Cija normala zaklapa sa +x osom ugao cx2 =o: 1 +90°. Tacka 

(
cr I + cr z crt - cr 2) 

F ---, odgovara ravni maksimalnog smicuceg napona 'max= 
. 2 2 
crl - crz ~ . ~ 

= --- koja ocigledno polovi ugao izmedu pravaca nl 1 nb s obzirom da je 
2 

a, = o: 1 + 45'". 
Diferencijalne jednaCine rav

noteze. - Iako difcrencijalne jedna
Cine ravnoteze za ravno stanje napo
na mozemo direktno dobiti izjedna
Cina ( 1.11 :2 ), stavljajuCi cr zx = 
crzy=crzz=O i hz=O, izvescemo. ih 
ovdje, instruktivnosti radi,jos jedan
put, startujuCi iz pocetka. Dakle, 
posmatrajmo pravougaoni elemenat 
dimenzija dx· dy izdvojen iz napreg
nutog tijela koji je pod djejstvom 
napona kao sto je prikazano na sl. 
I: 29. 

CJxx 

Oxy 
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~ .Oyx• 0 dy 
y 0 

dyL Oxy+ 

bx 

CJxyd. 
Ox X 

c)Oxx dx ox dx Oxx"' 

Oyx 

CJyy 
SL I :29. 

Za ravnotezu ovog elementa 
potrebno je da su mu glavni vektor i 
glavni moment jednaki nuli. Iz us! o
va da je glavni moment jednak nuli 
dobija se stav o konjugovanosti smi
cuCih nap0na O'xy=O'YX' a jz USIOVa 
da je glavni vektor jednak nuli imamo: 

(
• l}cr_n 1 ) ( ocr 'Y ) . O'.<J+--::;-'-cx dy-crxydy+ cryy+-'-dy dx-cr,.,.dx+b,.dxdy=O. 

ux , ay · · 



Odavde slijedi: 

acr acr 
~+~+b =0 ax oy y ' 

(15) 

sto predstavlja Cauchyeve diferencijalne jednacine ravnoteze za slucaj ravnog stanja 
napona. Ove dvije diferencijalne jednacine, naravno, prate i dva granicna us! ova: 

cos <p cr= +sin <p crxy = Pnx 

koja dobijamo iz uslova ravnoteze malog elementa tijela uz konturu (sl. I : 30). 

O'yy 

Primjer 1.8. 

Dato je ravno naponsko stanje delinisano sa: crxx =I 0, rr:q =40, rrxy = 20 (MPa). 

a) Odrediti normalni i smicuCi napon u ravni Cija normala zaklapa sax osom ugao 
<p = 30°. 

b) Odrediti glavne pravce i glavne napone. Izdvojiti elemenal na koji djeluju glavni 
naponi. 

c) Odrediti maksimalni smicuci napon i izdvojiti elemcnat na koji djeluju maksimalni 
smicuCi napom. 

d) Nacrtati Mohrov krug napona. 
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Rjdcnje: 
y 

X 

25 

(a) (b) (c) (d) 

Sl. P 1.8 (a)- (d). 

J)lzizraza(1.12.1:5)i(l.l2.1:1\)je: (r)2 ()2 · 
, , v3 1 "3 

0 = 0 cos- (j) + cr sin- tp + 0 . sin 2(j) = I 0 - - + 40 · - + 20 · = 
II XX yy X.\ 2 2 2 

=34,8 (MPa) 
I . I v 13 I 

t, = :' (G_u 0
1
•
1

) SII1 2(j)- Gxy COS 2(j) =- (10- 40) --20 · ~- 23 (MPa) . 
.:. 2 2 2 

Naponi 0, i t, prikazani su na sl. P 1.8 (b). 
h) Glavni pravci definisani su izrazom (1.12.1: 10) 
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2o'}. 2 · 20 
tg 2-x= =----=--I 333: 

ou-()ry 10-40 ' 
"X=--26,5. 

-> 
Kako jc o""=20>0. glavni pravac n 1 prolazi kroz prvi i treCi kvadrant (x, y) 
koordinatm)g sistema (sl. P 1.8 (c)). Korespondentni glavni naponi dobijaju sc iz 
formula (1.12.1:11): 

1 1 ,-- --- 2 2 

Gt.z= 
2 

(n,_, +crn)± 
2 

v (G'-'-0YY) +40xy = 

I I ~- ------
= .., ( 1 \) + 40) ± .., .J (I 0 -- 40 )2 + 4 · 202 = 25 ± 25 

"Cmax =25 

Sl. P !.X (e). 

c) M aksimalni sicuci napon ra
cunamo po formuli (1.12.1: 13) 

I I 
tmax=l (0t-0z)=2 (50-0)=25 (MPa). 

an 
Korespondentni normalni na
pon je 

1 1 
0,=2 (0 1 +02 )=2 (50+0)=25 (MPa). 

N a sl. P 1.8 (d) prikazan je ele
menat na koji djeluju maksi
malni smicuCi naponi. 

d) Mohrov krug naponaje prika
zan na sl. Pl.8(e). 



Primjer 1.9. 

Koristeci se M ohrovim 
krugom napona odrediti glavne 
pravce i glavne napone u tacki u 
kojoj je: Gn=30, a,,=-10, 
axy= 10 (MPa). Koliki je maksi
malni smicuci napon? On 

----~~~~~~~~~~-------

Rje§enje: 

Sa sl. P 1.9, koju crtamo u odgo
varajucoj srazmjeri, dobijamo: 

0" 1 =32,36; a 2 = --12,36; Tmax=22,36 (MPa); 

Primjer 1.10. 

SI.Pl.9. 

I 
tg 2o:l =-, 

2 

0y=32,36 

{30,-10) 

0:1 = 13,28 '. 

Elemenat na sl. P 1.10 (a) JC u tzv. biaksijalnom stanju napona. Odrediti: 
a) glavne napone, 
b) napone u ravni Cija normala z.aklapa sax osom ugao <p, 
c) maksimalni smicuCi napon, 
d) Mohrov krug napona. 

Rjescnje: 

a) Posto nema smicuCih napona na stranama elementa na sl. P l.lO(a), 
zakljucujemo da su x i y glavni pravci napona, a a 1 =cr= i a 2 =aYY glavni 
naponi. (Recimo, neka je axx> arr). 

b) Iz uslova ravnoteze elementa na sl. P l.IO(b), iii iz opstih izraza (1.12.1: 5) i 
(1.12.1 :8), dobijamo stavljajuci axr=O: 

2 . 2 
CJ n =()XX COS {j) + (J yy S!l1 {j) 

1 
Tn =2 (axx- O"yy) sin 2<p. 

c) M aksimalni smicuCi napon je 

1 1 
Tmax = 2 (a 1- 0 z) =2 (axx- 0 yy) · 

d) Mohrov krug napona prikazan je na sl. P l.lO(c). 

"tmax 

On 

(a} (c) 

4 O!pornost rnatenpla Sl. P 1.10. 
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1.12 .2. Cisto smicanje 

Specijalan slucaj ravnog stanja napona kod kojeg je cr== -cryy=cr i crxy=O 

nazivamo stanje Cistog smicanja (sl. 1:31 ). 

C1 

0 YG C1 

C1 

Sl. I: 31. 

Sl. I: 32. 

Jasno je da su glavni pr~vci napona u ovom 
slucaju pravci xi y, tj. cr1 =cr i cr2 = -cr. Maksi
malni smicuCi napon je u ravnima koje polove 
uglove izmedu glavnih pravaca i iznosi 

( 1) 

Korespondentni normalni napon u tim ravnima je 

(2) 

Na sl. 1 : 32 prikazan je elemenat na Cijim stranama 
djeluju maksimalni smicuCi naponi. Kako na stra
nama ovog elementa nema normalnog napona, 
kaiemo da je elemenat u stanju Cis tog smicanja Uer 
na njega djeluju samo smicuCi naponi -r = cr). 

max 

Sl. 1:33. 

Mohrov krug napona za slucaj Cistog smican:ja prikazan je na sl. 1:33. 

1.12 .3. Linearno stanje napona 

U tacki tijela imamo linearno stanje napona u pravcu x ose ako je u toj tacki: 

O'yy=O'zz =0 (jxy = O'yz = O'zx = Q, (1) 

tj. ako tenzor napona ima oblik 

[cr]~[g~ g n (2) a~axx 
sto je skicirano na sl. 1 : 34. Sl. l :34. 
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~ ~ ~ 

Dakle, tx = { cr=, 0, QJ i tY = t z = 0, pa Cauchyeva relacija koja daje vektor napona u 
ravni sa normal om n = { nx, nY} (sl. 1 : 35) glasi 

(3) 

y y 

Sl. I: 35. 

--> 
Iz (3) se dobija da su normalni i smicuci napon u ravni sa normal om n: 

-> -> 
(j n = (II • IJ = (jx_x fl; = (J XX COS

2 q) (4) 

-> > 1 
r., =I" ·I= cr.n nxny =2. crxx sin 2ql. (5) 

S obzirom dana stranctma elementa na sl. I: 34 nema smicuCih napona, oCigledno je 
da su x i y glavni prm ci napona i da je (pretpostavljajuCi da je cr= > 0): 

(6) 
Maksimalni ~micuCi napon je 

1 1 
Tmux =2 (crl- 0"2)=2. O"xx, (7) 

i djclujc u ramima pod 45' u odnosu na (x, y) ose (sl. 1: 36). Normalni napon u tim 
ruvmma JC 

(8) 

y 

On 

I 
I <1xx __ .JT 

Sl. I :36. Sl. I :37. 

4' 
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Mohrov krug napona za tacku sa linearnim stanjem napona prikazan je na sl. 1: 37. 
Najzad, jednacina ravnoteze za slucaj linearnog stanja napona glasi 

ocr= -+bx=O, (9) 
OX 

sto slijedi iz ravnoteze elementa na sl. 1:38. Korespondentni granicni uslov je 

(10) 

Oxx ... 

Sl. 1:38. 
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2. ANALIZA DEFORMACIJE 

2.1. Pojam deformacije 

Kazemo da je tijelo deformisano ako je promijenjen relativni polozaj materijal
nih tacaka u tijelu. Posmatrajmo tijelo u dvije konfiguracije :?40 i :?4. :?40 je pocetna 
konfiguracija tijela, a :?4 je konfiguracija koju tijelo zauzima primjenom spoljasnjih 
sila. Ako je relativni polozaj materijalnih tacaka u :?4 isti kao i u :?40 , onda se 
konfiguracija :?4 dobila iz konfiguracije :?40 translacijom i rotacijom Citavog tijela, tj. 
bez deformacije tijela. Predmet nase analize je, medutim, slucaj kada se relativni 
polozaj materijalnih tacaka u tijelu promijenio, tj. kadaje nastupila deformacija tijela. 
Neka se, dakle, konfiguracija :?4 na sl. 2: 1 razlikuje od konfiguracije :?40 za nastalu 
deformaciju opterecenog tijela. UoCimo proizvoljnu tacku A0 u konfiguraciji :?40 . 

'7 

Vektor polozaja tacke A0 u odnosu na 0 je r o; N akon deformacije ova tacka prelazi u 
'7 '7 '7 '7 

polozaj A Cijije vektor polozaja r. Vektor A 0 A = u =r- r 0 naziva se vektor pomjeranja 
uocene tacke. RazliCite tacke imaju u opstem slucaju razlicita pomjeranja, pa je 

'7 '7 

u=u (x, y, z). 

/ 

~o/ 
I 

I 
I Ao 

\ 

Sl. 2:1. 

.......... 

"' \ I 
I 
I 
I 

I 
./ 

(1) 

U daljoj analizi mi cemo se ograniCiti na siucaj·kada su pomjeran~a tij_ela veo_?."la ~a!~ 
(tzv. infinitezimalna pomjeranja), sto je najcesce i slucaj u gradevmsklm, masmskim 1 

'7 
drugim konstrukcijama. Tada su vektor pomjeranja u i njegove komponente ux, uY, uz 
veoma mali u poredenju sa dimenzijama tijela. Takode cemo pretpostavljati da su 
komponentalna pomjeranja neprekidne i diferencijabilne funkcije svojih koordinata, 
te da su i gradijenti pomjeranja veoma mali. 
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Posmatrajmo dalje mali linijski elemenat (malo vlakno) A0 B 0 duzine !0 . Zbog 
homogenvsti deformacije u _ maloj okolini tacke ovo vlakno je u deformisanoj 
konfiguraciji jos uvijek duz (AB) duzine I= 10 + 111, tj. promijenilo je duzinu za 111 (sl. 

111 
2:2). VeliCina T naziva se srednje izduzenje duzi u okolini tacke A i u pravcu AB, a 

111 
£A 8 =1im-

1 
(2) 

1-o 

zovemo specificno izduzenje iii dilatacija u tacki A za pravac AB. Pojam dilatacije je, 
dakle, vezan za tacku i za pravac kroz tu tacku. Za razliCite pravce kroz datu tacku 

i--~Y 
X/ 

Sl. 2:2. 

bice, u opstem slucaju, razliCite i korespondentne dilatacije, tj. £,=I= Em, gdje su sa£, i Em 
-> ---? 

oznacene dilatacije u tacki za pravce n i m. Naravno, dilatacija zavisi i od tacke u tijelu, 
tj. 

(3) 

Dilatacija je bezdimenziona veliCina, i za male deformacije je najvise reda velicine 
w-3-10-2. 

f--y 
~ Sl. 2:3. 

No, pri deformaciji tijela 
mijenjaju se ne samo duzine 
vlakana vee i njihovi pravci i 
uglovi izmedu tih pravaca. Po
znavati deformaciju u tacki 
znaci poznavati, osim dilata
cija u toj tacki, i veliCinu pro
mjene ugla izmedu bilo koja 
dva pravca u toj tacki. Po
smatrajmo zato u okolini tac
ke A0 dva vlakna A0 B 0 i A0 C0 

sa medusobnim uglom \to u 
nedeformisanoj konfiguraciji 

:?J 0 • U deformisanoj konfiguraciji ova dva vlakna prdaze u polozaje AB, odnosno 

AC sa uglom CJ. izmedu njih (sl. 2:3 ). Promjcna uglajc: (:x0 - :x). Granicna vrijednost 
ove promjene ugla usljed deformacije 
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~ ~ 

naziva se klizanje u tacki A za pravce n i s. Klizanje kao neka mjera promjene 
uglova moze se definisati i drugacije. Na primjer, mi cemo koristiti definiciju 

1 
c,

8
=-(cosa-coscx0 ). (5) 

2 

1 
Evidentno, ako je CXo = 90°' ens= 2 y ns· 

Za razliCite pravce u datoj tacki imamo razlicita klizanja. Osim toga: u 
razliCitim tack am a tijela imamo i za iste pravce razlicita klizanja, tj. 

c,s=£,s (x, J', z). ((J) 

Dilatacije c, i klizanja £,s zajedno se nazivaju komponentalne dcformacijc. Jasno jc 
da mora postojati veza izmedu pomjeranja tacaka deformisanog tijela i komponen
talnih deformacija. Nas je sad a zadatak da. utvrdimo tu vezu. 

LL. Veza izmedu pomjeranja i komponentalnih deformacija 

UoCimo nedeformisanu i deformisanu konfiguraciJ·u tiJ.ela, f!J 0 i f!J. Ncka jc --> -)o -} • 

A0 (r 0 ) tacka u ned~ormisanoj konfiguraciji, a B0 (r 0 +dr0 ) njoj obliznja tackapa 
malom rastojanju dr 0 . Nakon deformacije ove dvije tacke prelaze u tach A (r) i 

~ ~ ~ ~ 

B (r +dr) na rastojanju dr {sl. 2:4). Vektor pomjeranja tackc An je u, a vektor -} ~ __,. ....,. --> --) --'>- ·~ ......__.,. 

pomjeranja tacke B0 je u+du. OCigledno je u=r -r 0 i du=dr -dr0 . Vektor du je 

vektor relativnog pomjeranja tacke B u odnosu na tacku A. Promjena duzine 
- ------ -7 ~ 

vlakna AB u odnosu na ~B0 je AB- A0 B 0 = idr l-ldr0 1, a relativna promjena 
duzine (dilatacija) vlakna AB je 

dr- dr0 ---· 
dr 

~ 

~ dr - ~ 
gdje je n =- jedinicni vektor pravca AB, a dr = idr I· 

dr 

( 1) 
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Za male deformacije En se takode moze definisati kao: 

iii iii 

Sve ove cetiri definicije daju u slucaju malih deformacija istu vrijednost za dilataciju 
£". Mi cemo u daljoj analizi koristiti posljednji izraz za dilataciju zbog njegove 
pogodnosti za izvodenje veze izmedu dilatacije i pomjeranja. Dakle, 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
dr·dr-dr 0 ·dr 0 dr·dr-(dr-du)·(dr-du) 

-+ -+ -+ -+ 
2dr·dr 2dr·dr 

~~ -7-7 --+-? 

dr ·du+du·dr -du·du (2) 
2dr·dr 

-7-7 --}-7 

No, za mala pornjeranjaje du·du~ du·dr, paje 

(3) 

-+ 
Ovo je trazena veza izmedu }ilatacije En i p->omjeranja u. Vidi se da je dilatacija En 

jednaka projekciji vektora dujdr na pravac n. 
-+ 

Birajuci za pravac n ortove osa x, y, z dobijamo iz (3): 

ouy 
E =-

y ay 
au. 

Ez=-·. oz 

/s dr' $111-
dr' c 

Ao 
Sl. 2:5. 
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(4). 

(5) 

(6) 

Nadimo sada vezu izmedu 
klizanja i pomjeranja. U tom 
cilju uoCimo u nedeformisanoj 
konfiguraciji dva kratka vlakna 
-- -'; -- -+ 
A0 B 0 (dr 0 ) i A0 C0 (dr~) sa proiz-
voljnim uglom <Xo izmedu njih. 
Nakon deformacije ova dva 

- -} 

vlakna prelaze u polozaje AB (dr) 
- -+ 

i AC (dr') sa uglom r:x izmedu 
njih. Vektori pomjeranja nazna
ceni su na sl. 2:5. Definisali smo 

--+ 
klizanje izmedu pravaca AB (n) i 
--l' 

AC (s) izrazom (2.1 :5). Medutim, 



~~. ~ ~~ ~ 

1 1~~ 1drdr' 1(dr0 +du)(dr~+du') -COSr:t=-n·s =--·-=- ~ 
2 2 2 dr dr' 2 dr·dr' 

~~ ~ ~~ ~~ 

pri cemuje koristeno dro·du'=(dr-du)·du';;;;dr·du' 1: 

~ ~ 

dr 0 dr~ 
-·-
dr dr' 

Prema tome je c -l ( cosdv- to~o) c."'s- 2.. 
~ ~ 

1 ~ ~ 1 (~ du' du ~) 
E = -- (E +E) n·s +- n·-+-·s . 

ns 2 n s 2 dr' dr 
(7) 

~ rr 
Ovo je tra.Zena veza izmedu klizanja Ens i pomjeranja u. Specijalno, ako je r:t0 =- imamo 

2 
~ ~ 

klizanje izmedu upravnih pravaca n i s 
~ ~ 

10 = ~ (~. d u' + d u . ;) . 
ns 2 dr' dr 

---) --) -} -> 
Birajuci za pravac n = i, s = j, dobijamo 

E =~ (OUx OUy). 
xy 2 oy +ox 

Analogno se dobija: 

-~ (ouY ouz) 
Eyz- ::> + ::> • 2 uz uy 

1-);.~~l:;;::=::::_-=:Zf B Uz.,. g;z dy 

EJ0 (x,y.,.dy,z) uy"' *~Ydy 
Sl. 2:6. 

(8) 

(9) 

(10) 

57 



Dobijeni izrazi (4)- (6) i (8)- (10) predstavljaju vezu izmedu komponentalnih 
deformacija i komponentalnih pomjeranja u odnosu na x, y, z koordinatne pravce. 
Lako je dati njihovu geometrijsku interpretaciju. Na primjer, posmatrajmo ravan 
(y, z) u kojoj leze vlakna A0 B0 i A0 C0 (sl. 2: 6). Relativna promjena duzine vlakna AB 
je 

- - (dy+ ouy dy)-dy 
AB -A0 B0 ~ oy 

-'-----'---

AB dy 

dok je promjena ugla od 90° jednaka 

2.3. Tenzor deformacije 

Vratimo se sada relacijama (2.2: 3) i (=..2: 7): 
-> -> 

E =~(~·du + du·~) 
n 2 ' dr dr 

-> -> 

£ = ~ (~. d u' + d u . ;) 
ns 2 dr' dr ' 

-> -> 
pri cemu su n i s medusobno upravni pravci. 

7 -> 7 -> 
Kako je du ou dx ou dy ou dz 

-=--+--+-
dr ox dr oy dr oz dr 

7 

-> dr {dx dy dz} n = -- = - - - = { n n n } dobijamo 
Jr dr , dr , dr x• Y' z ' 

-> -> -> -+ 
du au au ou ->--> ..., 
-=-n +-n +-n =(uV)·n, 
dr OX X oy y oz z 

(1) 

(2) 

(3) 

d . · ( ... ri') 1· v .. • d k ... · k __, {a a 0 } k .. g JC JC 11 v tzv. spo JaSnJI prmzvo ve tora u 1 ve tora V = -, -,- , O.JI se 
ax oy oz 

definise sa [ 
a a a ] aux aux aux 

u" . ox oy oz ox oy oz 

-+-+ ouy ouy GUy 
uV= uy t= 

ox oy oz 

uz 
ouz ouz ouz 

-
OX oy oz 
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Matricno zapisano, jednacina (3) glasi 

dux oux oux oux 
- - - nx dr ox oy oz 
duY ouy ouy our 

n,. 
dr ox oy oz 

duz ouz ouz ouz 
nz -

dr ox ay oz 
Analogno je 

--> -+ -+ -+ 
du OU OU OU ~ --H 

-=n -+n -+n -=n· (V'u) dr X OX y oy Z 0Z ' 
~-+ ~~ 

pri cemu je (V u) transponovana matrica od matrice (uV). Slicno imamo da je: 
~ 

du' ~~ ~ ~ ~~ 
~=(uV)·s =s · (V u). 
dr' 

Zamjenom (3), (4) i (5) u 11) i (2) sada dobijamo: 

1 -->~ ~--> 

~ ~ 

En=n· E·n 
~ ~ 

Ens=n· E·s, 

gdje je E =-- (V u + u V ). U razvijenom obliku mat rica E glasi 
2 

[

£X.X C.XJ' 

E= Eyx .Eyy 

Ezx Ezy 

Exz]-
£yz -

£zz 

oux ~ (oux + ouy) 
ax 2 ay ax 

~ (ouY + oux) 
2 ax ay 

1 (i)u= oux) -- -+-
2 OX oz 

ou.v 

oy 

~ (ouz + cuy) 
2 ay i!:: 

~. (aux +au=) 
2 az ax 

~(au)'+ au=) 
2 az ay 

auz 
o:: 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

i predstavlja matricu tenzora deformacije u (x, y, z) sistemu. Od devet komponenti 
tenzora deformacije (8), samo je sest nezavisno jer je po definiciji Exy = £,.x• £,= = £:x i 
Eyz =£=y· Komponente £xx, EYY' £== nazivamo normalnim deformacijama (iii dilataci
jama), a komponente Ex}'' £Y=' Ezx smicuCim deformacijarria (ili klizanjima): 

Evidentno je iz (6) i (7) da je stanje deformacije u tacki potpuno odredeno 
~ 

tenzorom deformacije E, jer se dilata.cija za bilo koji pravac n i klizanje izmedu bilo 
~ ~ 

koja dva upravna pravca n i s odreduju pomocu ovih obrazaca. 
~ ~ 

Klizanje izmedu neupravnih pravaca n i s odredujemo iz 

1 ~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ 
£,. 5 = -2 (n- E · n + s · E · s) (n- s) + n· E · s, 

sto je oCigledno iz (6), (7) i (2.2: 7). 
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Izrazi (6) i (7) su ekvivalentni korespondentnim izrazima za napon. Ako sa 
T =[a J oznacimo tenzor napona u tacki, onda se normalni i smicuCi napon u ravni 

-> 
sa normalom n mogu odrediti iz: 

-> -> 
a",=n· T·s. 

(9) 

(1 0) 

Ocigledna je, dakle, potpuna analog!ia sa tenzorom na~ona. Zato i ovdje 

mozcmo uvcsti vektore deformacije ex= { E'-'' £xv• £xz}, e = { £yx' £YY' £yz} .. . 

c = = : f. 0 _,. r.=Y' r.==:. Ova tri vektora defo..;rr;acijc definisu tenzor d~formacije u (x, y, z) 

~istemu. Vek tor dcformacijc za pravac 11, en· i dilatacija u pravcu n, £", vezani su preko 

£"=en. 11' ( 11) 
-> -> 

SlDJC analogno izrazu za normalni napon an=t" ·n. Uporedujuci (1) i (9) vidimo daje 

(12) 

sto prcdstavlja Cauchyevu relaciju za vektore deformacije. 

Zn'},iucj vcktor napona ;", dilatacija u pravcu IT i klizanje izmedu upravnih 
pra\aca n is dohijaju se iz: -> .. -> -> 

£., = c n. n ' £ns =en . s . ( 13) 
Primjer2.1. 
Pomjaanja tacaka tijela zadata su sa: 

u,=kxy, 

gdjc jc k konstanta (dovoljno mala da se data pomjeranja mogu smatrati infinitezi
malnim). 

a) Napisati niatricu tenzora deformacije. 

b) Kolike su komponentalne dcformacije u tacki (x, y, .::)= {1, 1, 0)? 

c) Odrediti u tacki (1, l, 0) dilataciju u pravcu ;={~. -~, ~}-
3 3 3 

d) Odrediti u tacki (1, 1, OJ klizanje izmedu pravaca ~=n. -~, H 
.: ={~2· )2· o}. 

Rjdenje: 

a) Komponcntalne deformacije dobijamo iz komponentalnih pomjeranja saglasno 
izrazima (2.2:4)-(2.2:6) i {2.2:8)-(2.2:10): 

au, 
£_\X=-:;-' = ky' 

('X 
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auy 
£,."=---= kx .. a_r 

£ = ~ (aux + auz) = kz' 
xz 2 az ax 



pa je tenzor deformacije 
ky kz 

E =[ £] = ~ (x + v) kx 
2 -

k:: 

kz k:: 2k(x+r) 

b) 

[

k 
E (1, 1, 0) = ~ z g]. 

0 4k 

-> 
c) Saglasno izrazu (2.3: 6) dilatacija u pravcu n je 

2 
-

m~ t] 
3 

-> -> [2 2 k 2 4 
£n=n· E·n= 3 k -- =- k. 

3 0 3 9 
1 
-
3 

-> -> 
d) Klizanje izmedu pravaca n i s je, saglasno izrazu (2.3: 7), 

-> -> [2 2 

3 

k J2 
~ t] )2 ~o. £ =n·E·s=-ns 3 

0 

2.4. Tenzor rotacije 

Definisali smo komponentalne deformacije (dilatacije i klizanja) kao mjeru 
relativnog pomjeranja izmedu obliznjih tacaka tije1a. Pri tome smo dobili da je tcnzor 
deformacije E jednak simetricnom dijelu matrice gradijenta pomjeranja 

oux oux oux 

OX oy oz 

U= 
ouy ouy ouy 

ox oy oz 
, (1) 

OUz ouz ouz 
.. -

ox oy oz 
tj. 

1 T 
E=- (U + U ). 

2 
(2) 
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Antisimetricni dio matrice gradijenta pomjeranja 

1 T 
Q=.z(U-U) (3) 

jeJnak je 

0 I (~~-cuy). ~ cux- 011=) 
2 i1y ax 2 oz ox 

[ 0 
Qxy 

'~J n= _ 1 (~u, _ <>) 0 ~(~~- ou=) = -Qxy 0 
Q;·= 2 , i _\' IX 1 2 cz 8y 

-Qxz -Q}'Z 

_ 1 (:'x _ (:I z) __ 1 c>-~'=) 0 
2 i'Z IX 1 2 , cz cy 

(4) 

i predstavlja tenzor lokalne rotacije okoline uocene tacke. Dakle, gradijent pomjera
nja U se mozc razloziti na dva dijela 

U=E+Q, (5) 

,>d kojih L udgovara Cistoj deformaciji (promjeni duzina i uglova), a Q Cistoj rotaciji 
Lh'Cenc llkolinc tackc. 

-> 
l;ra;imo na kraju komponcnte relativnog pomjeranja du preko komponenti 

tcnmra dcformacije i lenzora rotacijc. Komponenta relativnog pomjeranja dux je: 

= f:",dx + Exydy + £xzdz + Qxydy + Qxzdz. 

\!l.ll('!:!nn sc dohija: 

Primjcr2.2. 

(6) 

(7) 

(8) 

:'\iapisati izraz za vektor relativnog pomjeranja tacke Q u odnosu na tacku P, 
ako duz PQ zarotira oko ose z za mali ugao co= (sl. P 2.2). 

Rj dcnj c: 

Komponcnte vektora relativnog pomjeranja QQ' su, kao sto vidimo sa sl. P 2.2.: 

dux= dr COS (m, + 0)- dr COS tJ = dr[ (COS O)z -- J) COS 8- sin W, sin 8] 

du, = dr sin (coz + 8)- dr sine =dr[(cos O)z- 1) sine- sin O)z cos 8]. 
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Kako je ugao wz mali, to je sin wz ~ wz i cos wz ~ 1, pa su komponente relativnog 
pomjeranja: 

dux= dr (- (l)z sin 8) =- wzdy 

dux=dr (co= cosEl)=w=dx, 

sto matricno zapisano glasi 

Matrica 

je oCigledno antisimetricna i naziva se matrica 
rotacije. 

J_x P 

Primjer 2.3. 

Data je matrica gradijenta pomjeranja 

u = w- 4
· [- 16 

-14 

10 
18 

-- 18 

-4] -18 . 
27 

Odrediti matricu tenzora deformacije E i matricu rotacijc Q. 

Rjesenje: 

Saglasno izrazima (2.4: 2) i (2.4: 3) imamo: 

E=~ (U + v·J= w- 4
· [ ~ 

2 -9 

0 
18 

-18 

-9] -18 ' 
27 

10 5] 
0 0 . 
() 0 

2.5. Promjena komponenti tenzora deformacije 
pri rotaciji koordinatnog sistema 

Sl. P 2 2 

a' 

Komponente tenzora deformacije mijenjaju se pri rotaciji koordinatnog siste
ma saglasno operaciji 

tj. E'=A·E·AT, 

cos; cosr:t."] 
cos ~11 cos ~~ ' 
cosy

11 
cosy; 

(1) 

(2) 
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gdje je E matrica tenzora deformacije u (-'. y, :) koordinatnom sistemu, E' matrica 
tcnzora deformacije u koordinatnom sistemu (~. TJ. ~) koji je dobijen rotacijom iz 
(x, y. :) koordinatnog sistema, a A je mat rica transformacije definisana u (1 ). 
Relacije (1) i (2) su potpuno ekvivalentne i izvode se isto kao i relacije (1.5: 10), 
t)dnosno ( 1.5: 11 ), koje se odnose na -tenzor napona. 

2.6. Glavne dilatacije 

Izvodenje analize i nalazenje odgovora na pitanje u kom pravcu kroz datu 
tack u su ekstremnc vrijednosti dilatacije i kolike su te ekstremne vrijednosti, 
potpuno je analogno analizi kod odredivanja glavnih napona (vidi poglavlje 1.6). 
Ekstremne vrijednosti dilatacije (glavne dilatacije) su rjesenja kubne jednacine 

gdje su: 

. I i:_'(."( 

h =I £)'X 

1 Ezx 

redom, prva, druga i treca invarijanta tenzora deformacije. 

(1) 

Korespondentni glavni pravci deformacije (dilatacije) dobijaju se rjesavanjem 
sistema: 

(t:x.,- £i) nx + Eyxny + Ezxnz = 0 

£xynx + (Eyy- Ei) ny + Ezynz = 0 

£xz nx + Eyzny + (Ezz --,-.£;) nz = 0 
2 2+ 2 1 nx +ny nz = ' 

(3) 

gdje se, zbog linearne zavisnosti, uzimaju samo dvije nezavisne od prve tri jednacine 
-? 

sistema (3). Za svako Ei (i=l, 2, 3) nalazimo iz (3) korespondentni pravac n; 
(i =I, 2, 3 ). Ovi pravci zovu se glavni pravci dilatacije. Ako je £ 1 f-~::2 f-s3 , glavni 
pravci dilatacije su medusobno upravni. Izmedu glavnih pravaca dilatacije nema 
klizanja, tj. £ 12 =E23 =E31 =0. 

Ako se za koordinatne ose uzmu glavne ose dilatacije, tada tenzor deformacije 
glasi 

0 
E2 
0 
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2.7. Maksimalna klizanja 

Odredivanje maksimalnog klizanja koje se javlja izmedu dva upravna pravca 
kroz datu tacku analogno je odredivanju maksimalnih smicucih napona (poglavlje 
1.7). Dobija se da su maksimalna klizanja u datoj tacki jednaka: 

(!) 

a javljaju se izmedu pravaca koji polove uglove izmedu glavnih pravaca dilatacije 
(sl. 2: 7). 

3 3 
d 

b 

2 c 
2 2 

a 

Sl. 2:7. 

Pretpostavljajuci da je £ 1 > £ 2 > £ 3 , apsolutni maksimum je 

(2) 

Iz (I) je takode oCigledno 

(3) 

Slicno kao i kod analize napona, geometrijsku interpretaciju stanja deforma
cije mozemo dati pomocu Mohrovih krugova deformacije koji su potpuno analogni 
Mohrovim krugovima napona (poglavlje 1.8). 

2.8. Sferni i devijatorski dio tenzora deformacij~ 

Tenzor deformacije se moze razloziti na sferni i devijatorski dio na sljedeci naCin: 

( 1) 

gdje je 

(2) 

5 Otpornost materijala 
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srednja dilatacija. Geometrijsku interpretaciju velicine cs dobicemo pomocu sl. 2:8. 
Kubna dilatacija prikazanog bloka je 

(3) 

Prcma tome,<:, je jcdnako l 3 kubne dilatacije e. 
Sferni dio tcnzora dcformacijc, dakle, mijenja samo zapreminu elementa tijela 

(e,I = 3e) i ncma klizanja ni izmcdu kojih pravaca. dok devijatorski dio tenzora 
dcformacijc mijcnja saml) ohlik (e dev = 0), tj. nema kubne dilatacije elementa tijela. 

Sl. 2: X. 

Primjer2.4. 

StanJc deformacije u tacki definisano je tenzororn defonnacije 

0 
0 

-2 
- ~]· 

3 

Odrediti glavne pravce i glavne dilatacije u toj tacki. 

Rjdenje: 

Glavne dilatacije dobijamo kao rjesenje kubne jednaCine (2.6: 1 ), gdje se prema 
inazima (2.6: 2) dobija: 

j
1
=4·10- 4 , j 2 =-1·10-4 , j 3 =-4·10- 4

. 

Daklc, kubna jednaCina glasi 

c3 -4·10-4 c2 -10-4 c+4·10-4 =0, 

odaklenalazimo: <: 1 =4·10- 4
, £ 2 =1·10-4

, c3 =-1·10-4
. 

Korcspondentne pravce dobijamo rjesavanjem sistema (2.6: 3), potpuno analogno 
k ao u primjeru 1.3. Dobija sc: 

~~ ={o. 5s·-Js}· ~2 ={1. 0, 0}, ~3 =~1 x~2 ={o,-Js·- )s}· 
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Primjer 2.5. 

U datoj tacki tijela stanje deformacije je definisano tenzorom deformacije 

[
0 a a] 

E= a 0 a . 
a a 0 

NaCi glavne pravce i glavne dilatacije. 

Rje5enje. 

U ovom slucaju je }1 =0, j 2 =- 3a2
, j 3 = 2a3

, pa kubna jednacina glasi 

£ 3
- 3a2

£- 2a3 = 0, 

odakle se dobijaju glavne dilatacije: 

-> 
Glavni pravac n1 korespondentan glavnoj dilataciji £ 1 = 2a dobijamo rjesavanjem 
sistema (2.6: 3 ). koji u ovom slucaju glasi: 

- 2an, +any+an= =0 

an,- 2any+an==O 

112 + 112 + 112 = j 
X }' .:: ' 

-. {. I 1 1 } 
tako da se dobija fZl = .J3 ' vlJ ' v~l . 

-> . -> 
Kako je £ 7 =£3 =-a, n2 l n3 su bilo koja dva upravna pravca u ravni 

• -> ~ 

normalnoj na 11 1 . 

2.9. Jednacine kompatibilnosti 

Vidjeli smo da je veza izmedu komponentalnih dcformacija i komponcntalnih 
pomjeranja data izrazima: 

(1) 

. 
Ako su poznata pomjeranja kao neprekidne i diferencijabilne funkcije koordinata: 

Ux=ux (x, y, z) 

uY=uY (x, y, :::) (2) 

tada komponentalne deformacije jednoznacno odredujemo iz (1) prostim diferenci
ranjem. Medutim, ako je dato sest neprekidnih i difcrencijabilnih funkcija za 
komponentalne deformacije. moze se dogoditi slucaj da ne postoje funkcije pomje-

5* 
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ranja ux, uY' uz koje daju ove deformacije. To znaCi da zadatih sest funkcija za 
komponentalne deformacije ne mogu da predstavljaju polje deformacije. Matema
ticki je to zato sto imamo sest jednaCina sa tri nepoznate, sto je preodreden sistem, 
te rjesenje ne postoji osim ako komponentalne deformacije zadovoljavaju odredene 
uslove medusobno. Ovi uslovi su, u stvari, uslovi integrabilnosti sistema od sest 
parcijalnih diferencijalnih jednaCina po ux, uY, uz, i zovu se uslovi iii jednaCine 
komp(ltibilnosti. Oni, dakle, osiguravaju da za dato polje deformacije postoji 
jednoznacno, neprekidno i diferencijabilno polje pomjeranja koje odgovara tim 
deformacijama. 

Iz jednaeina (1) oeigledno imamo: 

d2f.xx a3ux [!2£ a3u yy y 

ol oxol' ox2 ovox2
' 

azcxy 1 ( [i3ux (!3uy ) 

oxdy =2 axoy2 + (iyox2 . ' 

pa je 

2 d2E~y = 02f.xx + 02f.yy (3) 
oxoy (iy2 ox2 

' 

tj. £xx, £YY' £xy ne mogu biti zadati nezavisno, vee izmedu njih postoji veza (3). 
Analogno se dobija: 

pa je 
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02£xz azcxx (Jl£zz (4) 
2--=--+--axaz oz2 ox2 

Nadalje imamo: 

02£xx 

oyoz oxi'Jyoz' 

Slicno se dobijaju jos dvije jednacine: 

02f.YY = !__ (- O£zx + osxy + O£yz) 
azax ay ay az ax 

(6) 

(7) 

(8) 



Dobijenih sest jednaCina zovu se Saint-Venantove jednaCine (uslovi) kompatibil
nosti deformacija. Ovih sest jednaCina moraju biti zadovoljene u svakoj tacki tijela 
da bi zadate komponentalne deformacije bile stvarno moguce, tj. da za njih postoje 
korespondentna jednoznacna pomjeranja. 

Fizicko znacenje jednaCina kompatibilnosti 
je sljedece. Zamislimo da smo isjekli tijelo na male 
dijelove prije deformacije. Sada zadajmo svakom 
dijelu deformaciju E=, EJ(Y' Ezz• Exy• Eyz• Ezx· U 
opstem slucaju poslije detormacije ovi dijelovi se 
neee moCi sloziti u jednu cjelinu bez supljina i 
preklapanja (sl. 2: 9). Oni ce se sloZiti u jednu 
kontinualnu (neprekidnu) cjelinu, tj. tijelo ako su 

Sl. 2:9. 

komponentalne deformacije u svakom dijelu vezane sa komponentalnim deforma
cijama okolnih dijelova preko jednacina kompatibilnosti. 

2.10. Odredivanje pomjeranja pri zadatim komponentalnim 
deformacijama 

Kao sto smo vidjeli, ako su zadata komponentalna pomjeranja, komponen
talne deformacije mozemo direktno izracunati prostim diferenciranjem koristeCi 
jednaCine (2.9: 1 ). Ako su, medutim, zadate komponentalne deformacije koje 
zadovoljavaju jednacine kompatibilnosti, onda pomjeranja odredujemo dvostrukom 
integracijom. Na primjer, komponenta pomjeranja ux odreduje se dvostrukom 
integracijom nakon sto se odrede drugi izvodi: 

o2 ux DE= 
-~ --
ox2 ox , 

(I) 
iJ2ux i'!cxx 
-- -~ 

oxoy oy ' oxo:: oz ' 

Slicno se polazeci od: 

iJ2uY ~ OEYY 
a_v2 oy ' 

(2) 

32uy OEYY 32uy OEYY 
axay ax ' o_vaz 3:: 

o2uz OEzx OExx 02Uz Of:zy OEYY 02Liz OEZZ 
~=2-~- ~=2-~- -~ = -
ox2 OX oz ' oy2 ay az 3z2 3:: 

(3) 

32uz OEzx OEzy OExy a2uz OEZZ a2uz OEZZ 
--=-+-~~-, --~-

' 
-- -

' axay 3y ox 3z oxoz ax 3y3:: 3y 

dvostrukom integracijom odreduju i komponentalna pomjeranja: uy i uz. 
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Nakon dvostruke integracije javlja se sest integracionih konstanti, tako da 
imamo: 

ux = !l~ef + a + by- cz 

u = udcf + d- hx + ez y y 

uz =u~ef +f+cx- ey. 

(4) 

OCigledno, integracione konstante a, d, j u izrazima (4) odgovaraju translatornom 
kretanju tijela kao cjeline, a konstante h, c. e predstavljaju tri male rotacije cijelog 
tijela oko tri koordinatne ose. Kada postoji dovoljno veza da se sprijeci kretanje 
tijda kao cjeline (kao krutog tijela), onda se ovih sest konstanti lako odreduju iz 
zahtjeva da su zadovoljeni uslovi veze. Sa u~et, u~er i u~er u (4) su oznacena 
komponentalna pomjeranja od ciste deformacije, ne racunajuCi kretanje tijela kao 
cjeline (kao kruto~ tijela). 

i'./ apomnw: Ako znamo parcijalne izvode funkcije <p = <p (x, y, .:: ), tj. ako 
?namo i)<p/r'x, rl<.p,!Dy, ('<p!i1.::, tada sc funkcija <p odreduje pomocu obrasca 

f
(hp {:c y, .::) j' i'<p (.X0 , y, z) f<'<p (x0 .• Yo,:::) 

<p= , dx+ , dy+ d.::+C. 
ox , (.'y ilz 

(5) 

\() = (t 

Intcgracinna konswnta C odrcc1ujc sc iz us! ova da jc <p =<Po u tacki (x
0

, r
0

, :::
0

). 

Prtm.Jcr 2.6. 

PllLt;ati da b)mponcntalne ddorrnacijc: 

p = k ( ,.2 + .::2) Lyy I . ~ 

1:=.\ = c:=y = <:== = 0. 

gdje su k 1 i /, .. (male) konstante. nc prcdstavljaju kompatihilnc deformacije. 

Rjescnje: 

KomponenLilne dcformacijc u mom primjeru nc predstavljaju kompatibilne defor
macijc jcr nc zadO\ nljm aju jednacinc kompatibilnosti. Zaista, vee prva od jedna
cina .( 2 .'9: .i I ( 2.9: ~I .nije ·;a~lovoljcna, jer jc 

D21. (12 1:.. r!2c. 
~ ____2I_=2k.,?=i= ~+~~=2k1. 

Jxily - ar r'x-

Primjer 2.7. 

Date su komponentalne deformacijc: 

(a) 

gdjc su vi <1 konstantc. Odrediti komponentalna pomjeranja koja odgovaraju ovim 
dcformacijama. lntegracionc konstantc odrediti iz uslova da su u tacki (x. y, ::)= 

=(0. 0. 0) pomjcranja jednaka nuli. da je u tacki (0. 0. /):u, =II. =0 i daje u tacki 
(0. 0. 0) rotacij~t Q,.=O. · 
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Rj·e8enje: 

S obzirom da su komponentalne defprmacije (a) linearne funkcije koordinata, 
ocigledno je da su jednaCine kompatibilnosti automatski zadovoljene. Komponen
talna pomjeranja odredicemo primjenom obrazaca (2.10: 1)- (2.10: 5). Odredimo 
prvo komponentu ux. Prema formuli (2.10: 5) je 

X y Z 

-foux(x, y, z) fou~(O, y, z) , foux(O, 0, z) _ 
ux- dx+ d~ + d~+C1 • ax ay · az 

(b) 

0 0 0 

No, 
DUX 
-=E = -VU\' 

;'l XX • ux 
(c) 

X y 

-= - - dx+ -- -· dv+ aux f [ a (aux)J f [ a (cu"')] 
ay CX ay (x.y.z) OJ! O.V (O.y,z) . 

0 0 (d) 

f [ 0 ((iux)l , + ---:::- ··-:: d:+( 2• 

C- (L Jto.O.zl 
() 

KoristeCi formule (2.10: l)je: 

sto zamjcnom u (d) daje 

cJL/x . , 
- = -vax-r C 2 . 

ay 
(e) 

Analogno slijedi 

(f) 

Zamjenom izraza (c), (e) i (f) u (b), dobijamo nakon integracije 

(g) 

Na isti nacin sc oJrcciuju prcostalc dvije komponente pomjeranja: 

vu (. , I .) , 
ll =- \ 2 )'--- 7

2 
·· ( X+ C - + C 

y ' . - 2""' .J_- ~ 
- . v / 

(h) 

(i) 
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Integracionc konstante C 1 - C6 u izrazima (g)- (i) odredujemo iz granicnih uslova. 
lz uslova daje ux=uy=u==O u tacki (0, 0, 0) slijedi daje C1 =C5 =C6 =0. lz uslova 

a 
da je ux = ur = 0 u tacki (0, 0, l) slijedi da je C 3 = 0, C4 =-1. Konacno, iz us! ova da je 2 . 

I (i'u cu ·) n,y=- ~-~ =0 u tacki (0, 0, OJ slijedi C2 =0, pa izrazi za pomjeranja glase: 
2 cy ax , 

u = va(xz-vz-~zz)+ af z 
)' 2 . v 2 

a/ 
!I =(/\'----z . - 2 ~. 

2.11. Ravno stanje deformacije 

U tacki tijela imamo ravno stanje deformacije u ravni (x, y) ako je u toj tacki: 

( 1) 

tj. ako tenzor deformacije glasi 

[

En Exy 0] 
E= ~X ~YY ~ . 

(2) 

Umjesto (2), iz ociglednih razloga tenzor napona se u slucaju ravnog stanja 
deformacijc zapisujc u obliku 

(3) 

Odrcdivanje dilatacije u proizvoljnom pravcu pri zadatom tenzoru deformacije (3), 
kao i odredivanje glavnih dilatacija i maksimalnog 

Sl. 2: 10. 

klizanja, potpuno je analogno odgovarajucoj analizi 
datoj za ravno stanje napona ( odjeljak 1.12.1 ). Tako 

-> 
jc dilatacija u posmatranoj tacki u pravcu n = 
= {cos cp, sin cp) (sl. 2: I 0) jednaka 

En= E.n cos2 cp +Err sin2 cp + £xy sin 2q>, ( 4) 
-> 

dok je klizanje izmedu pravaca n = {cos cp, sin cp} i .. 
I= {sin cp, -cos cp} jednako 

1 . 
£nl =;,; (Exx- £yy) Sill 2cp- Exy COS 2q>. (5) 

-'-

Ekstrcmnc vrijcdnosti dilatacijc su u pravcu a definisanom sa 

2£xy 
tg2ct.=---
~ £XX-£)')' 

(6) 
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1 1znose 

(7) 

dok je klizanje izmedu glavnih pravaca dilatacije jednako nuli. 
Maksimalno klizanje se javlja izmedu pravaca koji su pod uglom od 45° u 

odnosu na glavne pravce dilatacije, i iznosi 

c;;;•x=l J(£xx- £yy)z +4£;Y =l (£1- Ez). (8) 

Geometrijska interpretacija dobijenih rezultata je moguca pomocu Mohrovog kruga 
deformacije (sl. 2: 11) koji je potpuno analogan Mohrovom krugu napona (sl. 1: 28). _,. 
Koordinate tacke M na sl. 2: 11 su £

11 
- dilatacija u pravcu n koji zaklapa ugao <p sax _,. ~ 

osom, i £
111

, koje predstavlja klizanje izmedu pravca n i njemu upmvnog pravca /. 
OCigledno je £111 (<p=0)=£x(-y)= -£xy· Zaista, ukoliko se ugao izmedu xi y vlakna 
smanjio (cxy > 0), onda se izmedu x i (- y) vlakna povecao, pa je ex<_ y) < 0. 

r.kl 

y 
n 

En X 

0 (£2>0)£ Dt£ 1,0J 

I 

Sl. 2: 11. 

Primjer 2.8. 

Matrica gradijenta pomjeranja u problemu ravnog stanja deformacije je: 

a) lo 0,01], b) [0 -0,01], c) [0 OJ. I o.o1 o om o o,o2 o 
'-

Za svaki od ovih slucajeva skicirati deformisani oblik element a koji je u nedeformisa
noj konfiguraciji bio kvadrat u (x, y) ravni sa stranicama paralelnim x i y osi. 

Rjdenje: 

a) Kako je matrica gradijenta pomjeranja u ovom slucaju simetricna, to je tenzor 
oux ouy 

rotacije Q = 0, a tenzor deformacije E = U. Ocigledno - =0,01, ;;-=0,01, oy uX 

Deformisani oblik elementa prikazan je na sl. 
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b) U ovom slucaju je matrica gradijenta pomjerenja antisimetricna, pa je tenzor 
deformacije identickijednak nuli i U =0. Dakle, Oxy= -0,01 i Oyx= -Oxy=O,Ol, 
pa se deformisani oblik elementa dobija rotacijom za mali ugao ffiz =0,01 (rad), bez 
promjene duzina i uglova (sl. P 2.8 (b)). 

c) U ovom slticaju imamo i deformaciju i rotaciju. Zaista, 

1 

[() 01 [0 u = 0,02 0 = 0,01 
o,oiJ + io 
0 LO,Ol 

Deformisani oblik elementa dobija se superpozicijom, deformacijom E pracenom 
.. . .. ~ 

rotaCIJOm 0 (sl. P2.8(c)). OcJgledno: £xy=0,01, oxv= -0,01 =(!)z, -=0,02. . ox 

1 

(a) 

Primjer2.9. 

\ 
\ 
\ 

-- } 0,01 
Wz=0.01 

(b) 

Sl. P2.8. 

(c) 

Blok materijala se deformise kao na sl. P 2.9 (a), pri cemu je a. mali ugao. 

a) Napisati izraze ?a komponentalna pomjeranja. 

h) l;ractmati ·tenzore deformacije i rotacije. 

c) Da li jc ovo homogcna dcformacija'? 

d) Odrcditi giavnc pravce di!atacije i glavne dilatacijc. 

c) Odrcditi maksimalno klizanje. 

Rj esc nj c: 

a) Sa sl. P 2.9(a) jc ociglcdno da su komponcntalna pomjeranja: 

u,=O. u,.=cx:. u_=O. 

hl Tcn;orc dcformaci_1c i rotacijc dohijamo sag!asno izra;ima (2.3:X) i t2.4:4l: 

() () ~l 
[" 

0 

~l () () 0 0 
J-; = ;,j 0= 

'X Cl 
0 () 

2 2 
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sto, u stvari, definise ravnu deformaciju u ravni (y, .:), pa je u toj ravni: 

E=[~ ~]' 0= [ ~ - 0 --
2 2 

~] 2 

0 

c) S obzirom da su komponente tenzora deformacije nezavisne od x, y, z koordinata, 
stanje deformacije je homogeno. 

d) Glavne dilatacije u ravni (y, z) dobijamo iz izraza (2.11: 7) 

pas obzirom da je jedna glavna dilatacija jednaka nuli, imamo: 

-} -> 
Korespondentni glavni pravci su n2 =i, a preostala dva su odrectena sa 

Y. 
2·-

2 
tP.: 2m=--= 00 £f"l=45 
"' 'Y 0-0 ' 'Y 

stoje prikazano na sl. P2.9(b). 
e) Maksirrialno klizanje je 

i desava se izmedu prava.ca y i z (sl. P2.9(b)). 

z 

'fY I - 6.. -Y 
/ / ---

X (a} 

Sl. P 2.9. 

Primjer 2.10. 

z 

X 

Tenzllr ravnc deformacije u tacki definisan jc sa: ;:'-'=I · 10 3
• 1:n = 4 · 10 · 3

. 

c:.q.=2·10~ 3 Odrediti: 
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a) dilataciju u pravcu koji zaklapa ugao od 30° sa x osom, 
b) klizanje izmedu tog pravca i njemu upravnog pravca, 
c) glavne dilatacije i njihove pravce, 
d) maksimalno klizanje, 
e) Mohrov krug deformacije. 

Rje§enje: 
~ 

a) KoristeCi izraz (2.11 :4 ), dilatacija u pravcu n je 

£n= 1-10- 3 (~Y +4·10- 3 GY +2·10-
3 (~)=3,48·10- 3 . 

~ ? 
b) Klizanje izmedu pravaca nil (sl. P2.10(a)) je prema izrazu (2.11 :5) 

£ =~(1·10- 3 -4·10- 3 )J3 -2·10- 3 -~=-23·10- 3 . 
nl 2 2 2 ' 

~ ? 
Dakle, ugao od 90'' izmedu pravaca n i I se povecao za vrijednost 4,6·10- 3 rad. 

c) Glavne dilatacije dobijamo iz izraza (2.11 : 7): 

£1.2 = 10- 3 '[~ (1 +4)±l ~(1-4)2 +4· 22 ]= (2,5 ±2,5)·10- 3 

£1=5·10-3, £2=0. 

Korespondentni glavni pravci su definisani uglom a odredenim sa (2.11 :6): 

2·2·10- 3 

tg2a 
0

_
4

)_
10

_3 =-1,333, a=-26,SO. 

~ 

Kako jc £X\'= 2' 10- 3 > 0, Ill prolazi kroz prvi i treCi kvadrant (sl. p 2.10(b )). 

d) Maksimalno klizanje slijedi iz izraza (2.11 :S) 

1 
Cmax=-(5-0)·10- 3 =2 5·10- 3 

kl 2 ' ' 

----}> ~ ---+ ·--> 
i javlja se izmedu upravnih pravaca k is na sl P 2.10(c). Dakle, ugao izmedu k is se 
smanjio za 5 · 10- 3 rad. 

c) Mohrov krug deformacije prikazan je na sl. P 2.10(d). 



Primjer 2.11. 

U tacki A tijela u kojoj je stanje deformacije ravno, pomocu mjernih traka -> ---} --> 
izmjerene su dilatacije e1 = 2 ·10- 5 , em=- 3 ·10- 5

, en =4 ·10- 5 za tri pravca I, m i n, 
koji medusobno grade uglove od 60°, kao na sl. P 2.11 (a). Odrediti velicinu i pravac 
glavnih dilatacija u tacki A.'Nacrtati Mohrov krug deformacije. 

Rje8enje: 

Da bismo definisali tenzor deformacije, koristimo se uslovima koji slijede iz 
izraza (2.11 :4): 

em= exx cos2 60° + eyy sin2 60° + exy sin 2. 60° 

- 2 120° . 2 120° . 2 · I JO'' En- exx COS + eyy Sin + £xr Sin - , 

odakle rjesavanjem po e=' eyy j exy dobijamo: 

exx=2·10- 5 , eyy=O, Exy= -4·10- 5
. 

Glavne dilatacije sada mozemo odrediti iz izraza (2.11: 7): 

Er,2 =G (2+0)±~J(2- 0)2 +4 (- 4)2}Jo-s =(I ±4,12)·10-
5 

Glavni pravci su definisani sa (2.11: 6): 

tg 2cz = 2 . (-
4

) =- 4 cz =- 38°. 
2-0 ' 

--> 
Kako je exr = -4 · 10- 5 < 0, glavni pravac n1 prolazi kroz drugi i cet vrti kvadrant { sl. 
p 2.11 (b)). 

Mohrov krug deformacije prikazan je na sl. P 2.11 (c). 
,,. 

'.12 f2 . .J.I 
y y 

&n 

r:.,.s,tz 
)t 

A A 

(a/ fbi (c/ 

Sl. P2.11. 
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3. KONSTITUTIVNE JEDNAC:INE 

3.1. Uvodne napomene 

U prcthodnim dvjema glavama upoznali smo se sa pojmom napona i pojmom 
deformacije. Analiza koju smo sprovcli vazi za sva tUela (matcrijale) koja se mogu 
smatrati kontinualnim tijelima. Medutim. razlieiti materijali se raziicito ponasaju pod 
djejstvom spoljasnjeg opterecenja. tj. jed nom naprezanju odgovaraju razlicite de for
macije za razliCite materijalc. Nas je sada zadatak da za svaki materijal formulisemo 
jednacine koje opisuju njegovo ponasanje pod djejstvom spoljasnjeg opterecenja. tj. 
koje vezuju napon sa korespondentnom dcformacijom. Ove jednaeine nazivaju se 
konstitutivne jcdnacine materijala. Nazivaju sc tako jcr makroskopsko ponasanje 
(dcformacija) materijala pod djejstvom spoljasnjcg optereccnja zavisi od unutrasnje 
konstitucije matcrijala. No, n:alni materijaii imaju najcesce toliko slozenuunutrasnju 
konstituciju (st,uk turu) da jc tacno opisivanjc njihovog ponasanja. pogotovo u 
slozenim uslovima (promjenljivom optcreccnju, povisenim temperaturama it d.), 
toliko slozen zadatak da je nemoguce formuiisati jednu jcdnaCinu iii skup jednaCina 
koje ce u potpunosti t)pisati ponasanjc tog materijala u svim uslovima. Zato se 
posebno formiraju jednaCine koje opisuju ponasanje materijala u jednim uslovima, a 
posehno tt drugim. Na primjcr, za optereccnje ispod odredene granice. komad 
matcttjaia. rccimo od aluminijuma. deformise se eiasticno (povratno ). pa se za taj 
opseg ddormacija i opterecenja formulisu jedne jednacine koje povezuju napon i 
dcformactju. Kada. medutim. optereccnje prede odredcnu granicu. matcrijal poCinje 
da sci plasticno (nepovratno) deformise. pa u tom opsegu napona i deformacije vazi 
dru~i skup jednacina koje povezuju napon sa deformacijom. Osim toga. bitnc razlike 
'c pojavljuju zavisno od toga da Ii jc matcrijai zagrijan iii ne, zavisno od brzine 
optt:rccenja. itd. 

Da bi sc formirale jcdnacinc koje opisuju siozeno ponasanje matcrijala. potrebno 
.1c r•vnavati i razumjeti unutrasnju strukturu materijala. Cvrsta tijeia uglavnom 
pnsjcduju iii kristainu iii amorfnu strukturu. Kod materijaia sa kristalnom strukturom 

(a} (b) 
S!. 3:1. 
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atomi (molekuli) su rasporedeni u regularnom, ponovljenom, trodimenzionalnom 
rasporedu, kao sto je skicirano na sl. 3: I (a), dok su kod materijala sa amorfnom 
strukturom molekuli rasporedeni u duge lance koji se ispreplicu i nadovezuju, kao sto 
je skicirano na sl. 3: I (b). Kristalne su strukture svi met ali i njihove legure. dok su 
amorfne strukture polimeri kao sto su staklo, plasticnc masc. guma (clastomcri), 
celuloza itd. Posebno mjcsto zauzimaju materijali organskog porijckla koji sc koristc u 
industriji, kao sto su drvo i koza. Ponasanje matcrijala. naravno, ~ustinski zavisi od 
unutrasnjc strukturc matcrijala. Ncki fcnomeni su karaktcristicni za amnrfnc 
materijalc a manje za kristalnc. Na primjcr, viskozni efekti i uticaj vrcmcna na 
ponasanjc materijala veorna su izrazcni kod amorfnih supstanci. a malo kod kristalnih 
na obicnim tcmpcraturama. Mcdutim, na povisenim tcmpcraturama i kristalna tiJcla 
pokazuju viskoznc (rcoloske) cfekte (viskoelasticnost. viskoplasticnosL itd.). · 

Matcrijal po svojoj gradi mozc biti homogcn i nchomogcn. H omogcni materijal 
ima istu strukturu i ista fizicka svojstva na svakom mjcstu. tj. u svakom dijclu. 
Pojedinacni kristal se maze smatrati homogenim tijelom. dok jc. rccimo. ncki metal (iii 
legura) nehomogen jer se sastoji od mnogo razlicitih kristala. Beton jc takodc. 
ociglcdno, nehomogen jer se sastoji od pijeska. sljunka i ccmcntnc masc. Mcdutim. u 
tehnickoj praksi sc mnogi rnaterijali, iako u sustini nchomogcni, trctiraju kao 
homogcni bez vece greske. To jc zato sto, na primjcr, u I cm 3 celika ima na milionc 
kristala tako da, iako su oni medusohno razliCiti, postoji ncka prosjccna mjcra fiziCkih 
svojstava celika koja je konstantna u svim malim dijelovima matcrijala. Drug a\ azna 
osobina materijalaje da u jednoj istoj tacki on mozc imati razlicitc osobinc u razlicitim 
pravcima. Ovo se zove anizotropija (anizotropnost) matcrijala. Na primjcr. pojedinac
ni kristal ima izrazenu anizotropiju, drvo takode. Guma i staklo su, rccinw. izotropni. 
Meuutim, dok god su dimenzije tijela vclike u porcdenju sa dimenzijama kristala. i 
mnoge kristalne materije (celik i ostali met ali) mogu sc smatrati i?otropnim pod 
uslovom da su kristali proizvoljno orijentisani u tijclu. Ovo jc slicno situaciji sa 
gomilom proizvoljno orijentisanih drva: svako pojedinacno dn ojc ani?otrnpno. ali se 
cjelina moze smatrati izotropnom. 

Ao 
A 

Sl. 3:2. 
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u :sva.~tum smcaJu, promem tznruazenJa {tormuJJsanJa) Jednatma k:OJe tacno 
opisuju i predvidaju pona5anje materijala je izuzetno slofen problem. Teorijska 
analiza izlazi "kn okvira klasicne mehanike i ukljucuje molekularnu fiziku, fiziku 
cvrstih stanja i metalurgiju. Uprkos tome, pona5anje materijala teorijski nije dovoljno 
obja5njeno. Su~tinski su zato informacije i zakljucci koji se dobijaju obilnim 
eksperimentisanjem sa razlicitim materijalima i u razlicitim uslovima. 

3.2. Eksperimentalni podaci 

3.2.1. Test istezanja 

Pri formulisanju konstitutivnih jednacina obimno se k.oriste rezultati, iskustva i 
saznanja stecena nizom eksperimenata razlicite vrste. Klasican eksperiment, koji 
otkriva dosta o pona~anju materijala, je test istezanja. Epruveta pocetne duzine 10 i 
povrsine poprecnog presjeka A0 (sl. 3: 2) od materijala koji se ispityje, isteze se u ma~ini 
za istezanje (kidalici). Pri porastu sile F raste i izduzenje' epruvete !11. Masina za 
ispitivanje obicno ima napravu koja u toku sprovodenja eksperimenta crta dijagram 
(F, !l.l). Na primjer, u eksperimentu sa celikom dobija se kriva prikazana na sl. 3:3. U 
tacki 6 dogodio se lorn epruvete i eksperiment je zavrsen. Obicno se, medutim,·rezultati 
dobijeni eksperimentom obrazla.Zu i interpretiraju crtajuci umjesto dijagrama (sila, 
izduzenje ), dijagram (napon, deformacija). Pri tome se za mjeru deformacije uzima tzv. 

!l.l F 
inzinjerska deformacija Eo =-

1 
, a za napon inzinjerski napon cr0 =~,, pa se crta 

o Ao 
I 

dijagram (cr0 , E0), iii se pak kori~te prirodna (Jogaritamska) mjera deformacije E =In- . 
lo 

F 
i stvarni napon cr =-, p·a se crta dijagram ( cr, E). Razlika je ovdje, naravno, sustinska 

A 
jer se epruveta maze znatno isteCi prije lorna, tj. deformacije nisu male, pa se I znatno 
raziikuje od 10 , i A od A0 , te nije svejedno da lise napon definise kao sila po pocetnoj iii 

F 

5 

6 

~----------------------~{ 
0 

SL 3:3. 
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trenutnOJ povr~tm poprecnog presJeka, a <lelormaciJa .1cao prornJena au21ne u uunusu 
na poeetnu ili trenutnu duzinu epruvete. Na sl. 3:4 prikazani su dijagrami (cr0 , Eo) i 
(cr, e). Od ta~ke 0-1 na sl. 3:4 imamo linearnu vezu izmedu napona i deformacije 
cr = E · £, tj. napon i deformacija su proporcionalni sa koeficijentom proporcionalnosti 
E koji se naziva Youngov modul elasticnosti. Napon koji odgovara tacki 1 naziva se 
napon na granici proporcionalnosti (cr P). Ocigledno je E = tg cr, gdje je ex ugao prikazan 
na sl. 3: 4. Deformacija od 0- 1 je elasticna, tj. povratna. Elasticna deformacija se 
nastavlja jos neznatno iza tacke proporcionalnosti 1, po nelinearnom dijelu krive, do 

(J 

5 

6 

a a 
0 

Sl. 3:4. 

tacke 2. Dakle, od tacke 0 do tacke 2 imamo elasticne deformacije koje su 
okarakterisane time da su povratne, tj. ako rasteretimo epruvetu, ona se vraca u svoj 
prvobitni oblik. S obzirom da su tacke 1 i 2 vrlo bliske, obicno se uzima da se one 
poklapaju, tj. da je granica elasticnosti tacka proporcionalnosti 1, gdje se zavrsava 
linearni dio krive. Za metale je deformacija na granici elasticnosti reda veliCine 10-·3 . 

Napon koji odgovara tacki 2 naziva se napon na granici elasticnosti (crd. Iza granice 
elasticnosti poCinju takode i plasticne deformacije. Nagli pad napona poslije tacke 3 i 
horizontalni do krive 3'- 4 karakteristican je samo za celik i neke legure, ali ne za sve 
metale (recimo, ne za aluminijum iii bakar): Tack a 3 se zove gornja granica plasticnog 
tecenja, a tacka 3' donja granica plasticnog tecenja. Napon koji odgovara tacki 3' 
obicno se oznacava sa cry (napon tecenja). Od tacke 4 pa nadalje ka tacki 5, 
deformacija se nastavlja sa porastom napona. Tu se dogada tzv. ocvrscavanje 
materijala koje je posljedica unutrasnjih promjena u strukturi materijala, tj. disloka
cionog mehanizma koji se odvija u materijalu u toku plasticne deformacije. U 
proizvoljnom trenutku deformacije, negdje izmedu tacaka 4 i 5, ukupna deformacija £ 

sastavljenaje iz elasticne komponente deformacije i plasticne komponente deformaci
je, kao sto je prikazano na sl. 3: 5, tako da je £ = ce + Cp· N aime, ako bismo iz tacke a 
izvrsili rasterecenje, tj. uklanjanje sile; tada bi napon i deformacija opali linearno, 
saglasno elasticnom zakonu cr=E·t, do tacke a0 , gdje imamo da je sila (i napon) 
jednaka nuli, a zaostala (trajna) plasticna deformacija tP. Dakle, od ukupne 
deformacije t u tacki a rasterecenjem se povratio elasticni dio deformacije te, a ostao je 
plasticni dio deformacije tP. Ovdje tteba istaCi da pretpostavljamo da plasticna 
deformacija koja se dogodila od tacke 4 do tacke _a ne mijenja znatno elasticna svojstva 
materijala, tako da smatramo da je rastereeenje sa istim nagibom tg r:x = E, kao sto je i 
na pocetku eksperimenta. Ako bi sada iz tacke a0 ponovo opteretili epruvetu, vratili bi 
se do tacke a po pravoj a0 - a, a zatim nastavili po krivoj a- 5. Pri tome zanemarujemo 
malu petlju koja se javlja pri rastereCivanju i ponovnom optereCivanju (sl. 3: 6), a koja 
se moze registrovati pri pazljivo vrsenom eksperimentu. Ova petlja naziva se elasticni 

6 Otpornost materijala 
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histerezis, a povrsina njome omedena predstavlja rad koji se u ciklusu rasterecenja i 
opterecenja izgubio na toplotu. Ovo postaje od znacaja i mora se ukljuCiti u analizu 
kada su u pitanju ciklicna, vise puta ponovljena, opterecenja. 

5 
(J 

0 E 

Sl. 3:5. Sl. 3:6. 

Sa daljim porastom sile dolazimo do tacke 5 u kojoj se javlja fenomen 
nestabilnosti, tj. epruveta se naglo suzava na nekom mjestu (kontrakcija epruvete), sl. 
3: 7. Deformacija koja odgovara tacki 5 je za celik oko E = 0,2. Dalja deformacija se 
lokalizujc u predjelu suzenja i moze se odvijati pri smanjenju sile (dio 5-6 na 
dijagramu). Uskoro, u tacki 6 dolazi do lorna epruvete i zavrsetka eksperimenta. 
Dakle. maksimalna sila koju epruveta moze izdrzati odgovara tacki 5, pa se 

F 
korespondentni napon crM =~ naziva jacina materijala na kidanje. 

Ao 
Za razliCitc materijale dijagram ( cr, E) je razliCit. Na primjer, aluminijum nema 

izra:lenu gornju i donju tacku te8enja i, naravno, znatno je manje otporan na 
deformaciju od celika (sl. 3: 8). (Za materijale koji nemaju izrazenu gornju i donju 
tacku teccnja, napon tecenja aT se definise kao napon kome odgovara trajna 
(plasticna) deformacija u iznosu od 0,2%). Osim toga, jedan isti materijal se ponasa 
razliCito zavisno od sastava. Na primjer, zavisno od sadrzaja ugljenika u celiku, 
dijagram ( cr, E) za cclik izgleda kao na sl. 3:9. 

Sl. 3:7. 
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a 

0 E 

Sl. 3:9. Sl. 3: !0. 

Aluminijum i celik, kao i mnogi drugi metali, imaju u normalnim uslovima 
izrazenu sposobnost ka plasticnoj deformaciji. To su tzv. zilavi materijali. Postoje, 
medutim, i materijali (kao sto su kamen, beton, staklo) koji imaju malu sposobnost za 
plasticnu deformaciju, tj. poslije granice elasticnosti, sa porastom sile deformacija 
malo poraste i ubrzo nastaje lorn. Ovo su tzv. krti materijali. Dijagram (a, t:) za krti 
materijal prikazan je na sl. 3: 10. I izgled lorna se razlikuje kod krtog i zilavog 
materijala (sl. 3: 11 ). Osim toga, dok 
zilavi materijali pokazuju pribli~no 
iste osobine na pritisak kao i na 
istezanje, krti materijali pokazu
ju slabu izdriljivost na istezanje a 
dobru izdrzljivost na pritisak (sl. 
3: 12). To je zatp sto usljed prisustva 
malih pukotina kod krtih materijala, 
sila istezanja nastoji da otvori i pro
siri ove pukotine, pa time i da ubrza KRTI LOM 
lorn, dok sila pritiska nema takvu 
tendenciju. Zato se krti materijali 
uglavnom i koriste za elemente kon-

ZILAVI LOM 

Sl. 3: II. 

strukcija koji treba da budu optereceni samo na pritisak (na primjer, bctonski stubovi ). 
Medutim, kod metala (dakle, u normalnim uslovima, Zilavih materijala)javlja scjedan 
poseban fen omen. Nairne, ako metalnu epruvetu opteretimo na istezanjc ili na pritisak 

-I!: t 

ZlLAVI MATER/JALI 
KRTI MATERUALI 

Sl. 3:12. 

6* 
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Sl. 3: 13. 

iz ncnaprcgnutog stanja, onda su joj osobine na istezanje i pritisak iste, tj. plasticna 
deformacija pri istczanju pocinje pri napouu cr0 , a kod pritiska pri naponu - cr0 , a 
kriva (rr. ~:)jc simctricna u odnosu na koordinatni pocetak 0. Ali, ako smo epruvetu 
prvo optcrctili do napona cr 

1
, zatim je rasteretili pa opteretili na pritisak, plasticna 

Jeformacija poCinjc 11C pri nap011U - 0' I, VCC pri znat110 manjem nap011U - G 1 (sJ. 
3: 13 ). Ovo smanjenje gran ice elasticnosti na pritisak nastalo na!.<on prethodne 
plasticne deformacije na istezanje naziva se Bauschingerov efekat. On je posljedica 
slozenog mehanizma koji se javlja u materijalu pri odvijanju plasticne deforinacije i 
koji mijenja unutrasnju strukturu materijala i Cini fenomen plasticne deformacije 
izuzctno slozenim. 

a 

-£ 
2 

Sl. 3:14. 
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Dok metali i mnogi drugi materijali pruzaju otpor deformisanju (tj. za vecu 
deformaciju potrebanje veCi napon), dotle postoje neki materijali koji gotovo ne daju 
otpor deformisanju. Takvi su glina, asfalt, razne plasticne mase itd. Najzad, postoje i 
materijali koji se mogu veoma mnogo povratno (elasticno) deformisati. Takva je, na 
primjer. gum a. Mekani gumeni stap se moze isteCi na duzinu 7- 8 puta vecu od 
pocetnc duzine prijc nego dode do prekida (sl. 3: 14). Pri tome je najveCi dio 
deformacijc elastican. 

3.2 .2. Uticuj rem perature i uremena na ponasanje materijala 

lzgled krive (a,~:) dobijene u testu istezanja zavisi od temperature pri kojoj je 
test izveden. tj. od zagrijanosti epruvete koja se isteze. Za razlicite temperature 
dobijaju se razlicitc krive. kao sto je prikazano na sl..3: 15. Dakle, temperatura bitno 
utice na ponasanje materijala. Sa dijagrama je oCigledno da se pri povisenju 
temperature smanjujc granica clasticnosti. tj. pocetak plasticne deformacije, te 
smanjujc otpor ka dcforma-
ciji, tj. povccava Zilavost mate
rijala. Modul elasticnosti sc 
takode smanjuje (sl. 3: 16). 

Brzina deformacije (tj. 
brzina s kojom se optcrecuje 
i isteze epruveta) ima slican 
uticaj na krivu (cr, £), pri 
cemu smanjenje brzine defor
macije (€ = d£/dt) ima isti uti
caj kao povisenje temperatu
re, tj. pri malim brzinama 
deformacije (sporim deforma
cijama) raste zilavost mate
rijala, a pri brzim opada (sl. 
3: 17). 

a 

-4l'--------------------

Sl. J: !5. 

Pose ban fen omen koji se javlja u ponasanju matcrijala su tzv. viskozni efekti. 
Viskoznost je osobina da se deformacija nastavlja (raste) sa vremenom i pri 
konstantnoj sili (naponu ). To je, dakle, raz!icito od svojstva elasticnosti gdje za jed an 
napon imamo jednu (konstantnu) deformaciju bcz obzira koliko dugo vremena drzali 
taj napon. Viskozni su, na primjer, tluidi, a kod cvrstih tijela viskoznost se uglavnom 
javlja zajedno sa e!asticnim i plasticnim svojstvima materijala, pa govorimo o tzv. 
viskoelasticnim i viskoplasticnim materijalima (iii materijalima u uslovima viskoela
sticnih, odnosno viskoplasticnih deformacija). Dijagramski, uticaj viskoznosti (tj. 

a 
E 

T 

Sl. 3:16. Sl. 3: !7. 
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uticaj vremena) na ponasanje materijala prikazanje na sl. 3: 18. Slika 3:18 odgovara 
tzv. testu puzanja, gdje drzimo konstantan napon, a pratimo korespondentnu 
deformaciju. Postoji takode i test relaksacije kada naglo isteglimo epruvetu do 
deformacije £ i drzimo tu deformaciju konstantnom, a pratimo koliki je napon 
potreban za tu deformaciju. Za elastican materijal naponje, naravno, konstantan, a za 
viskoelastican on opada (relaksacija napona) (sl. 3: 19). 

Ooi------. 

~0.._ ___ _.._ ____ t 
t, 

Viskozno telenje 
( puzanje} Visi«HHlastiian 

mafttrijal 

Zaostala 
deformacija 

t1 
Sl. 3: 18. 

0 

RELAKSACIJA 
NAPONA 

-;;It-----------~ t 
0 

Sl. 3:19. 

~a obicnim (so.bnim) temperaturama metaline pokazuju viskozne (viskoelastic
nc) elektc. Pokazuju ih u vecoj ili manjoj mjeri samo na povisenim temperaturama ili 
pri velikim brzinama deformisanja. Polimeri, medutim, pokazuju izrazene viskozne 
dcktc i na obicnim temperaturama. Beton takode. 

3.2.3. Testiranje materijala u uslovima kombinovanog naprezanja 

Iako test istezanja pru:Z:a dosta informacija koje se koriste pri formulaciji teorije 
koja treba da objasni i predvidi ponasanje materijala u slozenim uslovima, neophodno 
jc vrsiti i slozenije testove (u uslovima kombinovanog naprezanja) da bi se provjerila 
tcorija koju razvijamo i predlazemo, kao i da bi se stekla nova saznanja i iskustva o 
ponasanju i prirodi materijala. Jedan od klasicnih testova ovakve vrste je test sa 
tankozidnom cijevi koja je opterecena na kombinovano (slozeno) naprezanje aksijal
nom silom, unutrasnjim pritiskom i momentom torzije (sL 3: 20). Stanje napona u 
tackama cijevi je priblizno ravno, kao sto je prikazano na sl. 3: 21. Mnogo korisnih 
informacija o ponasanju materijalaje dobijeno iz rezultata ovog testa. Na primjer, on 
ukazuje da je smicuca komponenta napona najuticajnija na izazivanje plasticne 
deformacije. 
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Sl. 3:20. 

Pored ovog, znacajni su testovi u kojima se materijal ispituje pod jednolikim 
hidrostatickim pritiskom. Ovi testovi pokazuju da pod hidrostatickim pritiskom 
homogeni materijali mogu da izdde ogromne pritiske a da pri tom ostanu elasticni. 
Dakle, sam hidrostaticki pritisak ne izaziva plasticnu deformaciju, ali ako djejstvuje 
zajedno sa drugim opterecenjem koje izaziva plasticnu deformaciju, hidrostaticki 
pritisak povecava sposobnost materijala da se plasticno deformise, tj. odlaie lorn 
materijala. 

N 

Sl. 3:21. 

Napominjemo, na kraju, da se vrse i mnogi drugi testovi razliCite prirode, na 
primjer, testovi ispitivanja materijala udarom, promjenljivim opterecenjem itd. 

3 .3. Konstitutivne jednacine za materijal u uslovima 
malih elasticnih deformacija 

U prethodnom poglavlju vidjeli smo da je pocetni dio krive (cr, E) linearan, a 
deformacija povratna, tj. elasticna. Nakon prelaska odredene granice, kriva postaje 
nelinearna a deformacije nepovratne - plasticne (za slucaj metal a), iii i dalje povratne 
- elasticne (za slucaj gume). Mi cemo se, medutim, ograniCiti u ovom poglavlju samo 
na slucaj kada su deformacije elasticne i male (reda veliCine do 10- 3

), sto je i najcesCi 
slucaj u gradevinskim i masinskim konstrukcijama. Nas je sada zadatak da uspostavi
mo vezu izmedu napona i deformacije, tj. formulisemo~konstitutivne jednacine u 
uslovima malih elasticnih deformacija. 

3.3.l.Konstitutivne jednaCine za izotropan materijal 
(Hookeov zakon) 

Vidjeli smo da je pocetni dio krive ( cr, £) u ~estu istezanja linear an (sl. 3: 22), tj. 
ako je osa z uzduzna osa epruvete, tada je dilatacija u pravcu z ose Ezz proporcionalna 
sa naponom, tj. 

Ezz = E O'zz' ( 1) 
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gdje je E =con st. karakteristika materijala koja se zove Youngov modul elasticnosti. 
Eksperimenti pokazuju da je za izotropan materijal poprecna deformacija, tj. 
dilatacija u bilo kom pravcu upravnom na uzduznu z osu, proporcionalna longitudial
noj deformaciji 

(2) 

gdje je v = const. takode karakteristika materijala koja se zove Poissonov koeficijent iii 
koeficijent bocne kontrakcije. Prema tome je 

v 
£xx=E,y=- E (Jzz' (3) 

tj. u jednodimenzionom testu istezanja sve tri dilatacije (£=, £>'Y' £zz) su proporcionalne 
(linearno povezane) sa naponom cr zz. Y oungov modul ima d1menziju napona i obicno 
je oko 1000 puta veCi od napona na granici elasticnosti (na primjer, za celik je 
E ~ 200 GPa, cr E ~ 200 MPa ), dok je Poissonov koeficijent bezdimenzionalan broj i za 
veCinu metalaje v~l/3. Inaceje uvijek E>O, O<v<l/2. 

Ozzt / 

~--Ezz 
tga=E 

Sl. 3 22. 

Nas je sada zadatak da isko
ristimo ove eksperimentalne cinjeni
ce i da pr:osirimo vezu izmedu napo
na i deformacije na trodimenziona
lan slucaj, tj. na opste prostorno 
stanje napona i deformacije. Pri to
me, kao sto smo rekli, smatracemo 
da je materijal izotropan (ima iste 
osobine u svim pravcima). Tada se 
glavni pravci deformacije poklapa
ju sa glavnim pravcima napona, tj. 
maksimalne dilatacije su u pravcima 
maksimalnih (glavnih) napona i n~
ma klizanja izmedu pravaca glavnih 
napona. Dakle, uoCimo u proizvolj

noj tacki napregnutog tijela mali kvadar sa ivicama paralelnim pravcima glavnih 
napona u toj tacki (sl. 3: 23). Izdvojimo taj kvadar. Na stranama kvadra djeluju glavni 
naponi (Jl· cr2, (j3• kao sto je prikazano na sl. 3:24. 

Sl. 3:23. Sl. 3:24. 
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Eksperimenti su pokazali da za male elasticne deformacije vazi princip 
superpozicije, tj. daje deformacija od ukupnog opterecenjajednaka zbiru deformacija 
od pojedinih opterecenja. Zato je, na primjer, 

odnosno 

Analogno je: 

v v 
E =-CJ --CJ --CJ 

1 E 1 E z E 3• 

1 
Ez =-[a 2- V (a 3 +a 1 )] 

E 

1 
£3 =-[ CJ3- v (a1 + Gz)J. 

E 

(4) 

(5) 

(6) 

Klizanja izmedu pravaca 1, 2 i 3 nema jer su pravci 1, 2 i 3 istovremeno i glavni pravci 
deformacije, s obzirom da je m,aterijal izotropan. Dakle, sa jednaCinama (4)- (6) 
uspostavili smo vezu izmedu glavriih.napona i glavnih dilatacija. Lako je sad a naCi veze 
izmedu komponentalnih napona i deformacija za proizvoljno orijentisan trijedar 
(x, y, z). Zaista, koristeCi se izrazima iz poglavlja 1.3 i 2.3, nalazimo da je: 

(Jxx =nix a 1 + n~x(J 2 + n~x (J3 

i 2 2 
Exx = n1xE1 + nzxEz + n3x£3' 

(7) 

-+ 
gdje su ni = { nix• niY' niz}, i = 1, 2, 3, ortovi glavnih pravaca. Ako sada pomnozimo 
jednacine (4), (5) i (6) redom sa nfx, nt, n~x i saberemo, dobijamo 

_1 . 2 2 2 J Exx --[ axx- V (al + Gz + CJ3- nlxa1- n2xCJ2- n3xa3) , 
E 

s obzirom da je nfx + nt + n~x = 1, tj. 

(8) 

Analogno se dobija: 

(9) 

1 
Ezz =-[ (Jzz- V ( (Jxx + (J vy)]. E . (10) 
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Vezu izmedu smicuCih napona i klizanja za pravce x, y, z dobijamo polazeCi od 
izraza: 

crxy = nlxnlycr 1 + nzxnzyO"z + n3xn3ycr3 

Exy = nlxnlyE! + n2xn2yE2 + n3xn3yf;3. 

MnozeCi jednacine (4 ), (5) i (6) sa n1xnlY' n2xnzy i n3xn3Y red om, i sabiranjem dobijamo 

1 
Exy=E {crxy-v[crl (nzxnzy+n3xn3y)+cr2 (n3xn3y+ntxnly)+ 

+ 0"3 (nlxnty + nzxnzy)]' .. .. 
ili, s obzirom daje i'j=n1xn1y+nzxn2y+n3xn3y=0, 

tj. konacno 

Analogno se dobija: 

1+v 
Eyz=E O"yz 

l+v 
E~x=E O"zx' 

( 11) 

(12) 

(13) 

JednaCinc (8)- ( 13) daju vezu izmedu komponenti napona i deformacije za 
proizvoljan trijedar osa (x, y, z). Ove veze su uopstenje Hookeovog zakona za 
jcdnodimenzioni slucaj cr = E · E, pa se zovu generalisani Hookeov zakon. To su, dakle, 
konstitutivnc jednaCine za izotropan materijal u uslovima malih elasticnih deformaci
ja. Evidentno je da su to lincarne veze izmedu napona i deformacije (linearna 
elasticnost ). Dvijc konstantc E i v koje se pri tomejavljaju su koeficijenti proporcional
nosti. Cesto se, medutim, pogodnosti radi, uvode i druge konstante koje su, u stvari, 
kombinacija od E i v. Na primjer, modul smicanja (ili klizanja) je 

E 
G=----, 

2(l+v) 
(14) 

tako da sc jednaCine (11)- (13) krace zapisuju u obliku: 

(15) 

(16) 

(17) 
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Geometrijsko-fizicka interpretacija konstitutivnih jednaCina (8)- ( 13) je sljede
ca: pod djejstvom normalnih napona crxx, cr YY i cr zz javice se dilatacije E=' Ev i Ezz date sa 
(8)- (10), a pod djejstvom smicuCih napona crxY' cryz i crzxjavice se klizanj~ EXY' Evz i Ezx 
data sa (11)- (13 ). · 

SabiranjemjednaCina (8)- (10) dobijamo daje kubna dilatacija e =E= +EYY + Ezz 
1 

proporcionalna sa srednjim normalnim naponom cr
5
=- (cr •.. +cr. +cr •. ), tj·. 

3 ·-· JY --

iii uvodeci modul kompresije 

3 (l-2v) 
e= as, 

E 

E 
K=---

3 (1- 2v)' 

1 
e=Kcr"'.· 

(18) 

(19) 

(20) 

S obzirom da se materijali ponasaju tako da se pri pritisku zapremina smanjuje i 
obrnuto, tj. ako je crs <0, onda je i e <0, to mora biti K >0, tj. E >0 i v < 1/2. 

JednaCine (8)- (13) daju deformacije izrazene preko napona. Lako je naCi njima 
inverzne jednaCine koje daju napone izrazene preko deformacija: 

<Jxx = 2f.l.Exx + Ae <Jxy = 2J1Exy 

cryy=2J.l.Eyy+A.e crv==2J1E.v= (21) 

cr zz = 2J.J.Ezz + Ae cr zx = 2J1Ezx' 

gdje je e = E= + 2YY + czz kubna dilatacija, a A. i Jl su tzv. Lameove konstante koje su, 
izrazene preko E i v, jednake: E 

v 
A.=-----

(1 +v)(l- 2v) 

E 
(22) 

OCigledno je, dakle, da za izotropan materijal u uslovima malih elasticnih deformacija 
imamo samo dvije nezavisne konstante (karakteristike materijala), jer se ostale mogu 
izraziti preko te dvije. Najcesce se za te dvije konstante koriste iii E i v, iii K i G, iliA. i Jl. 
Vrijednosti konstanti E i v za nekoliko karakteristicnih materijala su date u tabeli 3: 1. 

Tabela 3: I. Fizicka svojstva nekih materijala' 

Materijal Modul elast. Poissonov k. Granica plast. JaCina na kidanje Koef. term. eksp. 
E(GPa) v crT (MPa) crM (MPa) cx·l05 CC- 1

) 

Aluminijum 70 0,32 140 200 2,34 

Bakar 110 0,33 180 300 1,65 

Celik 200 0,30 240 450 1,17 

Liveno gvoz. 100 0,25 
800 (pritisak) 

1,04 -
200 (zatezanje) 

Beton 20 0,15 
40 (pritisak) 

1,08 -

4 (zatezanje) 

1 Vrijednosti date u ovoj tabeli variraju u velikoj mjeri zavisno od sastava m:lterijala i procesa izrade. 
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Hookeov zakon poprima posebno jednostavan oblik ako se razdvoje napon i 
deformacija na sferni i devijatorski dio: 

cr' =2G£', (23) 

gdje cr' i £' stojc za dcvijatorske komponente napona i deformacije, a CJ
5 

i £
5 

su sferne 
komponente. 

Primjer 3.1. 

Konstitutivnc jednacine linearne elasticnosti su: 

I 
£.u =E[ G<x- V (crrr + crzz)J 

1 
;:yy = £~[ (jyy- V (CJzz + CJxx)J 

NaCi invcrznc jednaCine koje izrazavaju napon preko deformacije. 

Rjesenjc: 

Sabirajuci prvc tri jednaCinc (a) imamo 

tj. 

lz prve jcdnaCine (a) je 

pa zamjenom relacije (b) u ovu jednaCinu dobijamo 

E vE 
crxx = 1 + V £xx + ( 1 + V) (1 - 2v) e · 

E 
Konstante J.l=-··-. i A 

2 (1 + v) 

Analogno se dobija: 
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v£ 
su Lameove konstante. Dakle, 

(1 +v) (1 -- 2v) 

0" r.r = 2J.lEn. + Ae 

CJ zz = 2J.1Ezz +.Ae. 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 



Iz zadnje tri jednaeine (a) direktno slijedi: 

axy = 2j..L£xy 

(Jyz = 2j..L£}'Z 

E 
1-l-G---- -2(l+v)· 

(f) 

(g) 

(h) 

Jednaeine (c)- (h) su inverzne jednacine jednacinama (a) i daju komponentalne 
napone preko komponentalnih deformacija. 

Primjer 3.2. 

Stanje deformacije u nekoj tacki tijela definisano je sa: 

-J·I0- 4 
£YJ'-._ ' 

Koliki su korespondentni komponentalni naponi za materijal sa modulom elasticnosti 
E = 210 GPa i Poissonovim koeficijeniom v=0,3? Odrcditi modul kompresijc i srcdnji 
normalni napon. 

Rjesenje: 

Kubna dilatacija je 

e =£xx + Cyy +czz = (1 + 2 +0,5)·10- 4 = 3,5 ·10- 4
, 

a Lameove konstante: 

paje 

E 210 
j.l= 2 (1 +vJ =2(1 +0,3) =80,8 GPa, 

vE 0,3·210 
'A=-----= --- -l21.2GPa, 

(l+v)(l--2v) (1+0,3)(1-2·0,3) 

axx =2j.l£xx + 'Ae =2. 80,8 ·] ·10- 4 + 121,2. 3,5. 10- 4 = 

= 585,7 · 10- 4 GPa ~ 58,6 MPa. 

Analogno se dobija: 

aYY=2j.l£yy+'Ae= ... =74,7MPa 

azz=2j.l£zz+'Ae= ... =50,5 MPa 

axy=2j.lCxy= ... = 4 MPa 

ayz=2~t£yz= ... =-8,1 MPa 

crzx=2j.l£zx= ... =14,5 MPa. 
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Srcdnji normalni napon je 

1 1 
cr.=) (crxx + crYY +crzz) =3 (58,6 + 74,7 + 50,5) = 61,3 MPa, 

ra jl! modul kompresije 

cr. 61,3 A4 
K=_:_= 17,5·lv MPa=l75GPa. 

e 3,5·10-4 

M odul kompresije moze se dobiti i iz relacija: 

2 2 
K=A.+-"=1212+-·808=175GPa 3 r ' 3 ' ' 

iii 
E 210 

K= =175GPa. 
3 (1- 2v) 3 (1- 2 · 0,3) 

Primjer 3.3. 

Dokazati da je pretpostavka o nekompresibilnosti izotropnog elasticnog tijela 
ekvivalentna pretpostavci da je Poissonov koeficijent jednak 1/2. 

Rjesenje: 

Kubna dilatacija definisana je sa 

~(dV) 
e = dV = Exx + Eyy + Ezz' 

a izrazena preko napona je cr. 
e=-, 

K 

(a) 

(b) 

gdjc je cr. srednji normalni napon, a K modul kompresije. Ako je materijal 
nekompresibilan (ne mijenja zapreminu prilikom deformacije ), tad a mora biti e = 0, a 
to znaCi iz (b) da modul kompresije mora biti beskonacno veliki. Kako je 

E 
K=. , 

3 (1-2v) 

to za K = oo mora biti v = 1/2, sto znaCi da je Poissonov koeficijent za nekompresibilan 
materijal jednak l/2. 

Primjer 3.4. 

Posmatraj pravougli paralelepiped od izotropnog materijala na sl. P 3.4(a) 
koji je u stanju cistog smicanja, tj. opterecen sa crxx, crY¥= -cr= i crx~=O. Izdvojiti 
pravougli element abed na cijim stranama djeluje ma.Ksimalni smicuCi napon T. 

1 . . 
KoristeCi se jednacinom E= =- (cr=- vcryy) dokazati da je smicuci napon na strani 

E 
be proporcionalan smicucoj deformaciji (klizanju) izmedu pravaca be i ed sa 

E 
koeficijentom proporcionalnosti 2G=--. 

l+v 

94 



Rjcsenje: 

SmicuCi napon na stranama elementa abed je 

Sa sl. P 3.4(b) je oCigledno: 

Oc +L1- Oc L1 Ob -,1- Oh ,1 

Oc Oc 
£yy=----===--~ -== -Eu. 

Oh Oh 

Klizanje izmedu pravaca he i cd je po definiciji 

1 1 I I ( r:t. r:t.) 
£ =-(90°-r:t.)~-tg(90c'-r:t.)=-ctgr:t.=-· ctg--tg-. 
k/2 2 2 2 2 2 

No, sa sl. P 3.4(b) je 

sto zamjenom u (b) daje 

Sada iz 

(a) 

,1 
1-= 

ct. Ob -,1 Oh 1-£\X 
tg-==-=--=--. 

2 Oc+Li I+ L1 I +<:u 

Oc 

I I+v 
£xx =E (<Jxx- V<JJ')") =E 0 ,x · 

Oxx 

fbi 
Sl. P 3.4. 

y 

d 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

X 
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nakon zamjene (a) i (d), imamo 

l+v 
Ekl=--"C, 

E 
(e) 

tj. smicuCi napon po strani be je proporcionalan smicucoj deformaciji sa koeficijen
E 

tom proporcionalnosti --
l+v 

Primjer 3.5. 

Formulisati Hookeov zakon linearne elasticnosti koristeCi se sfernim i devija
torskim dijelom tenzora napona i deformacije. 

Rjesenje: 

Srednji normalni napon povezan je sa srednjom dilatacijom preko izraza 

E 
CJ

5
=--E

5
=3KE

5
• 

1-2v 

Nadimo jos vezu izmedu komponenti devijatorskih dijelova tenzora napona 
deformacije. Kako je: 

1mamo 
CY~ = (Jxx- CJ 5 = 2J1Exx + Ae- 3K E5 = 

= 2J1 (E~x +E.}+ 3AE5 - 3K E5 = 2J1E~,. 

Aualogno se dobija: 

dok su smicuce komponente devijatorskih dijelova tenzora napona i deformacije 
iste kao i smicuce komponente ukupnog tenzora napona i deformacije, pa je: 

Primjer 3.6. 

Blok materijala se sabija kompresivnim naponom crzz =-50 MPa. Pri tome 
b\ok je slobodan da se siri U X pravcu, a sprijecen U y pravcu, kao StO je prikazano 
na sl. P 3.6. Odrediti napon cryy· Kolika je relativna promjena zapremine bloka? 
Datoje: E=210GPa, v=l/3. 

Rjesenje: 

Posto je blok slobodan da se siri u X pravcu, to je (Jxx = 0, a E= =I= 0. Posto je blok 
sprijecen da se siri u y pravcu, to je cr YY =I= 0, a EYY = 0. Prema tome iz us! ova 

1 
Eyy =E[ (JYY- v (crzz + crxx)] =0, 
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dobijamo 

Relativna promjena zapremine bloka je 

Kako je: 

1/3 -4 
=--~-(-1667-50)=111·10 

210·103 ' ' 

= 
1 (-50+~·1667)=-212·10-4 

210·103 3' ' ' 

dobijamo 

Znak , -" znaCi da se zapremina bloka smanjuje. 

z 

Sl. P 3.6. 

7 Otpornost materija!a 
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3.3.2. Konstitutivne jednaCine za anizotropan materijal 

U prethodnom odjeljku formulisali smo konstitutivne jednaeine za izotropan 
materijal u uslovima malih elasticnih deformacija. Vidjeli smo da su to bile linearne 
jednaeine izmedu komponenti napona i deformacije sa dvije nezavisne konstante kao 
koeficijentima proporcionalnosti. Matricno se konstitutivne jednacine za izotropan 
elastican materijal mogu zapisati u obliku 

1 

E 
v 

E 
v 

E 

·0 

v 

E 
1 

E 
v 

E 

0 

0 

0 

v 

E 
v 

E 
1 

E 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1+v 
E 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1+v 
E 

0 

0 

0 

.o 

0 

0 

1+v 
E 

(1) 

Ovo je generalisani Hookeov zakon za izotropan materijal. On se pro~iruje na 
proizvoljan anizotropan materijal polazeCi od toga da veza izmedu 11apona i 
deformacije i dalje mora biti linearna (za slucaj malih deformacija), bez obzira na 
anizotropiju. Prema tome, za najopstiju anizotropiju konstitutivni zakon za male 
elasticne deformacije glasi 

Exx ell c12 cl3 c14 c1s c16 O"xx 

Eyy c21 Czz Cz3 c24 Czs c26 O"yy 

Ezz = c31 c32 c33 c34 c3s c36 O"zz 

Exy c41 c42 c43 c44 C4s c46 O"xy 

Eyz cs1 Csz cs3 cs4 Css Cs6 O"yz 

Ezx c61 c62 c63 c64 c6s c66 O"zx 

(2) 

iii kratko 

{ E} =( C]" { cr} , (3) 

gdje je [ CJ matrica koeficijenata elasticnosti. Moze se pokazati da je [ C] simetricna 
matrica, pa su od njenih 36 elemenata samo 21 medusobno nezavisni. Dakle, za 
anizotropan materijal u uslovima malih elasticnih deformacija veza izmedu napona 
i deformacija je linearna uz 21 razliCitu konstantu (karakteristike materijala) kao 
koeficijentima proporcionalnosti. Ako je materijal nehomogen, ove konstante su 
funkcije tacke u tijelu, a ako je homogen, one ne zavise od polozaja tacke u tijelu. 
Cesto, medutim, materijal posjeduje odredenu simetriju u elasticnim svojstvima u 
odnosu na izvjesne ravni ili pravce u datoj tacki. Ka:le se da je ravan kroz datu 
tacku u materijalu ravan elasticne simetrije za materijal u toj tacki, ako su elasticne 
osobine materijala u toj tacki iste za svaka dva pravca koja su jedan drugom lik 
kroz datu ravan kao ogledalo. Moze se pokazati ako materijal ima jednu ravan 
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elasticne simetrije u datoj tacki, tada postoji 13 nezavisnih koeficijenata elasticnosti 
u konstitutivnim jednacinama. Na primjer, ako je ravan (x, y) ravan elasticne 
simetrije, tada je 

Exx c11 c12 c13 c14 0 0 crn} Eyy cz1 c22 c23 c24 0 0 (jyy 

Ezz c31 c3z c33 c34 0 0 crzz (4) 
Exy c41 c42 c43 c44 0 0 (J'xy ' 

Eyz 0 0 0 0 Css cs6 (jyz J 
Ezx 0 0 0 0 c6s c66 (jzx 

gdje, zbog simetricnosti matrice[C], u (4) ima samo 13 nezavisnih konstanti. Treba 
primijetiti da i u ovom, kao i u opstem anizotropnom slucaju, normalni naponi cr.u' 
(JYY' (jzzmogu izazvati klizanje ex) ako nema smicuCih napona (JXY' (JYZ' crzx. Zaista, 
Exy=C41 crxx+C42 cryy+C43 crzz· Takode treba primijetiti da se pravci glavnih na
pona i glavnih dilatacija ne poklapaju, jer je, na primjer: 

£xy = c41 (J:u + c42 (Jyy + C43 (jzz + C44 (JXY' 

pa Exy moze biti razliCito od nule i kad su svi smicuci naponi crxy' crY=' crzx _iednaki 
nuli. 

Posebno je vazan i u praksi cest slucaj tzv. ortogonalne anizotropije iii 
ortotropije, kada materijal u datoj tacki ima tri ortogonalne ravni elasticne simetri
je. Moze se pokazati da u slucaju ortotropije postoji devet nezavisnih konstanti 
elasticnosti. Ako su ravni simetrije koordinatne ravni (x, y). (y, :) i (z, x), tada je 

Exx Cu ci2 c13 0 0 0 (}XX 

£yy cz1 Czz Cz3 0 0 0 crYY 

£zz c31 c32 c33 0 0 0 cr zz 

Exy 0 0 0 c44 0 0 crxy 
(5) 

£yz 0 0 0 0 Css 0 (j yz 

£zx 0 0 0 0 0 c66 (jzx 

tf: 
£xx =C11 Un + C12(Jyy + Cl3 (Jzz £xy = c44 (jxy 

£yy = c21 (}XX+ Czz (jyy + c23 (jzz £yz = c55 cryz (6) 

£zz = c 31 (J xx + c 32 (j yy + c 33 (J zz £zx = c66crzx. 

U tehnickoj praksi uobicajeno je prepisati gornje jednaCirre u obliku: 

(7) 

7* 
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gdje su Ex, EY, Ez moduli elasticnosti u pravcima x, y, z; vxy• vY=' vzx su Poissonovi 
koeficijenti koji karakterisu poprecne kontrakcije (na primjer, vxy definise poprecnu 
kontrakciju u pravcu x ose od napona u pravcu y ose), a Gxy• Gyz' Gzx su moduli 
smicanja koji karakterisu promjenu uglova izmedu x i y, y i z, z i x pravaca. Zbog 
simetricnosti matrice elasticnih koeficijenata, ovdje mora biti: 

(8) 

Treba napol,llenuti da jedino ako se glavni pravci deformacije poklapaju sa 
osama elasticne simetrije, tada se glavni pravci napona i deformacije ortotropnog 
materijala poklapaju. Medutim, u opstem slucaju opterecenje je takvo da se glavni 
pravci deformacije ortotropnog materijala ne poklapaju sa osama elasticne simetri
je, pa se ni glavni pravci napona ne poklapaju sa glavnim pravcima deformacije. 

Najzad, ako su elasticna svojstva materijala ista u svim pravcima kroz datu 
tacku, imamo izotropan materijal. Tada postoje samo dvije nezavisne konstante 
elasticnosti, kao sto smo ranije vidjeli, a glavni pravci napona i deformacije se 
uvijek poklapaju. Posto smo ranije napisali za ovaj slucaj matricnu jednaCinu 
{ r.} =[ C]" { cr}, ovdje dajemo samo njen inverzni oblik { cr} =[ E]" { r.}, tj. 

A+2J1 A A 0 0 0 
A A+2J1 A 0 0 0 
A A A+2J1 0 0 0 
0 0 0 J100 

(9) 

0 0 0 0 Jl 0 
0 0 0 0 0 Jl 

Naravno, za homogen materijal Larreove konstante A i 11 ne zavise od polozaja 
tacke u tijelu, tj. konstantne su, a za nehomogen materijal je A=A (x, y, z) i 
Jl=Jl (x, y, z). 

3.3 .3. Line arne termoelasticne jednaCine 

Eksperimenti su pokazali, ako se stap (epruveta) duzine l zagrije za tempera
turu /'t..T, on ce se izduziti za iznos f... I= al /'t..T, tj. javice se dilatacija r.zz =a /'t..T, gdje 
je a karakteristika materijala, tzv. koeficijent linearne termicke ekspanzije. Ako je u 
pitanju termicki izotropan materijal, tj. materijal cijaje termicka ekspanzija izotrop
na (najcesCi slucaj sa metalinia), tada je poprecna deformacija (relativna ekspanzija) 
usljed porasta temperature /'t..T jednaka r.xx ='r.yy =a/'t..T. Koeficijent linearne ekspan
zije a je funkcija temperature, a= a ( T). U linearnoj teoriji uzimamo da se deforma
cija usljed porasta temperature moze prosto superponirati, tj. sabrati sa deformaci
jom usljed napona, tako da za mehanicko-termicki izotropan elastican materijal 
imamo: 

1 
Exx = E[ CYxx- V ( CYYY + CY zz)J + a/'t..T 

1 
£YY = E[ crYY- v ( cr zz + crxx)J + a/'t..T (1) 

Ezx = 
2

G (}zx · 
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Dakle, porast temperature izaziva samo normalnu deformaciju, tj. dilatacije, a ne 
izaziva smicucu deformaciju, tj. promjene uglova (klizanja). JednaCine (1) su 
linearne termoelasticne jednacine. One se mogu prepisati i u inverznom obliku kao: 

crxx = 2J!e.= + Ae- 3r:t.K AT crxy = 2J!exy 

O'YY = 2J.!eyy + Ae- 3r:t.K AT cryz = 2J!eyz (2) 

,cr zz = 2J!ezz + Ae- 3r:t.K AT O'zx = 2J!ezx. 

Ovo su tzv. Neumann-Duhamelove jednaCine linearne termoelasticnosti. Ocigledno 
je takode da va.Zi: 

crs=K e- 3r:t.K AT 

1 
(3) 

e=K cr5 +3r:t.AT, 

pri cemu se 3r:t. cesto naziva koeficijent kubne ekspanzije. Za met ale je r:t. > 0. 
Najzad, treba istaCi da se ovdje ATuzima kao dato, poznato. Ako se, medutim, 

dio porasta temperature tijela AT javio usljed samog deformisanja, problem postaje 
spregnut i znatno slozeniji. Srecoin, u mnogim problemima ovo sprezanje moze biti 
zanemareno, te vaze navedene jednaCine dobijene prostim superponiranjem, smatra
juCi AT unaprijed poznatim. 

Primjer 3.7. 

Bloku matcrijala je omoguceno slobodno sirenje u pravcima y i z, tako da je 
O'yy=O'zz=O, dok je sirenje (izduzcnje) u pravcu X onemoguceno. Izracunati napon 
cr= koji se javlja u bloku ako se blok zagrije za LlT=50oC. Matct'ijal bloka je 
celik, E=200GPa, v=l/3, r:t.=1,25·10- 5 oC- 1

. Napisati tenzor napona i tenzor 
deformacije. 

Rj esenj e: 

Iz prve od jednaCina (3 .3 .3 : 1) je 

1 
£== E [cr=-v (cryy+crzz)J +r:t.AT=O, 

odakleje, s obzirom daje cryy=crzz=O, 

uo: =- Er:t.AT=- 200· 103 ·1 ,25 · 10- 5 ·50= -125 MPa. 

Dilatacije u pravcima y i z su sada: 

1 v 
Eyy =-[ O'yy- v (o:zz + oxx)J + r:t.AT =-- (jxx +a AT= ... =0,83. 10- 3 

E E 

£zz=£yy=0,83·10- 3
. 

Dakle, tenzori napona i deformacije su: 

[
-125 0 OJ 

[cr]= 0 0 0 .(MPa), 
0 0 0 

0 
0,83 
0 

~ ] ·10-3. 
0,83 
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Primjer 3.8. 

Za ploeu koja je uklijclltena izmedu dva kruta idealno glatka zida i koja je 
opterecena pritiskom od 10 MPa kao na sl. P 3 .8, odrediti napone i deformaciju u ploei 
ako se ona zagrije za .&T=50°C. Dato je: E=210GPa, v=0,3, ex= 1,25 ·10-5 oc-t 

Rjesenje: 

Stanje napona i deformacije u plocije homogeno. Posto se ploca moze slobodno siriti u 
z pravcu, imamo cr zz = 0. Takode je 0' Y:V = - 10 MPa. Kako nema sirenja u pravcu X 

ose, mora biti 1 
10 MPa txx= E[cr.xx- v (cr:v:v+crzz)] +cx.&T=O, 

Sl. P3.il. 

odakle je 
crxx=vcr:v:v- Ecx.&T= 

=0,3 · ( -10)- 210·103 ·1,25·10- 5 ·50= -134 MPa. 

Kako nema klizanja izmedu pravaca x, y, z nema ni 
smicuCih napona crx:v• cr:vz• crzx. Prema tome tenzor 
naponaje: 

[cr]=[-
136- lg g] (MPa) 

0 0 0 

Komponentalne deformacije en i tzzodredujemo iz: 

1 1 . -3 
l::yy =E[ cr:v:v- v (crzz + crxx)] + cx.&T= E (cr)'J'- vcrx.J + cxAT= ... =0,77 ·10 

1 . v 
£===£[crzz-v (crxx+cr:v:v)J+cxAT=- E (axx+cryy)+cxAT= . .. =0,83 • 10- 3

, 

tako da je tenzor deformacije 

[eJ=fgo 8.n8 J·w-3. L o o,s3 

3 .4. Konstitutivne jednaCine za materijal u uslovima 
plasticnih defm:macija 

3 .4.1. Uslov plasticnog tecenja 

Ako se epruveta u testu istezanja optcreti dovoljno velikom silom da napon u 
njoj postane vcci od napona na granici elasticnosti, epruveta pocinJe da se plasticno 
deformisc. No, dok je u jcdnodimenzionom testu istezanja (linearno stanje napona) 
jasno kad poCinje plasticna deformacija u tacki tijela (poCinje pros to za cr =crT, gdje se 
wpon koji odgovara pocetku plasticne deformacije - tecenja crT eksperimentalno 
odreduje). u slucaju trodimenzionog (prostornog) stanja napona to postaje veliki 
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problem. Nairne, pitanje je koja kombinacija komponenti napona izaziva plasticnu 
deformaciju u tacki, a. koja ne. Do sada razvijena teorija plasticnosti koristi 
pretpostavku da u svakom trenutku deformisanja postoji skalarna funkcija f koja 
zavisi od komponenti tenzora 
napona u tacki i parametara 
koji definisu istoriju deformi
sanja posmatrane okoline tac
ke, tako da kad god je f < 0 u 
tacki, deformacija je elasticna, 
dok se plasticna deformacija 
moze javiti jedino ako je f = 0. 
Slucaj f> 0 se ne moze do
goditi. Funkcija f sa ovakvim 
osobinama naziva se funkcija 
(iii povrsina) tecenja, a f=O teeenja 
uslov plasticnog tecenja (sl. 
3: 25). Funkciju j treba oda-
brati rukovodeCi se eksperi- SL 3:25. 
mentalnim podacima i isku-
stvom. U klasicnoj teoriji plasticnosti dva najcesce koriscena uslova plasticnog tece
nja su Misesov i Treskin uslov tecenja. Mises je predlozio da se za funkciju f uzme 

(1) 
gdje je 

-1 2 ' '2 2 2 2 2 12 -(j[(cr=- O"yy) + (cryy- O"zz) + (crzz- crxx) +6 (crxy+cryz+crz:.J] (2) 

druga invarijanta devijatorskog dijela tenzora napona, a kM je konstanta koja zavisi 
od materijala. Dakle, ako je stanje napona u tacki takvo da je J 2 < k~, deformacija je 
elasticna, a ako je J 2 = k~, deformacija je elastoplasticna. Da bismo fizicki definisali 
konstaritu kM, koristimo test istezanja kod kog je samo jedna komponenta napona 

1 
razliCita od nule, pa je J 2 =~ cr;z. U testu istezanja plasticna deformacija poCinje za 

3 
1 

crzz=cry, pa iz 3 cr~=k~ dobijamo daje konstanta kM u (1) definisana sa 

Tresca je predlozio za funkciju f izraz 

f=cr 1 -cr3 -2kr, 

(3) 

(4) 

gdje su cr 1 = crmax i cr3 = crmin maksimalni i minimalni glavni napon u tacki, a kr je 
konstanta koja zavisi od materijala. Treskin kriterijum plasticnog tecenja, dakle, 
sugerise da plasticna deformacija u tacki poCinje kada maksimalni smicuCi napon u toj 
tacki dostigne kriticnu vrijednost, tj. kada je 

'tmax (5) 
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Kako je u jednodimenzionom testu istezanja cr 1 = crzz> cr3 = 0, to je konstanta kr u (4 ), 
odnosno (5 ), definisana sa 

(6) 

Obadva kriterijuma, Misesov i Treskin, slaiu se sa eksperimentalnim podacima 
da umjereni hidrostaticki pritisak ne utice na izazivanje plasticne deformacije. 
Medutim, nijedan ni drugi nisu ni priblizno potpuno zadovoljavajuCi kriterijumi, iako 
se Misesov kriterijum bolje slaze sa eksperimentalnim rezultatima. Nedostatak 
Treskinog kriterijuma je, na primjer, da predvida da srednji glavni napon cr2 nema 
uticaj na izazivanje- plasticne deformacije, ~to eksperimenti ne potvrduju. 

Jedan od najvaznijih otvorenih problema u teoriji plasticnosti danas je izbor 
funkcije tecenja koja se dobro slaze sa eksperimentalnim podacima. 

Primjer 3.9. 

Tri elementa su u naponskom stanju kao na sl. P 3.9. Pri porastu cr koji od ova tri 
elementa ce prvi poceti da se plasticno deformise, po: 

a) Treskinom, 

b) Misesovom, 

kriterijumu o plasticnom tecenju? Napon na granici plasticnog tecenja materijalaje crr. 

Rjesenje: 

a) Po Treskinom kriterijumu o plasticnom tecenju plasticna deformacija ce poceti 
kadaje 

Za element A ovo daje 

28,5cr-(-7,5cr) cry 
2 2 , 

pa ce se element A poceti plasticno deformi~ati pri vrijednosti cr = _!_ crr = 0,0278crr. 
36 

Analogno se dobija da ce element B poceti plasticno da se deformise pri 
1 . 1 . 

cr=-crr=0,033cry, a element C pn cr=-crr=0,0238cry. Dakle, po Treskmom 
30 42 . 

kriterijumu prvi ce dostiCi plasticnu deformaciju element c. 
b)Po Misesovom kriterijumu plasticna deformacija poCinje ako je 

1 [ 2 2 2 2 2 2 ] cr~ lz=6 (crxx-cryy) +(cryy-crzz) +(crzz-crxx) +6(crxy+cryz+crzx) :=3· 

Za element A ovo daje 

1 2 2 2 cr~ 
3(28,5 +7,5 +28,5·7,5)cr = 3 , 
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pace se element A poceti plasticno deformisati pri cr = 0,03 crr. Analogno se dobija 
za element B cr=0,033crr, a za element C cr=0,0275crr. Prema tome, po Mise
sovom kriterijumu prvi ce dostiCi plasticnost takode element C. 

28,50 28,50 210 

Sl. P3.9. 

3 .4 .2. F ormulacija konstitutivnih jednaCina 

Proces plasticne deformacije je izuzetno komplikovan. U termodinamickom 
smislu on predstavlja nepovratan proces jer se najveCi dio utrosenog rada na 
deformaciji gubi u toplotu. Osim toga, proces je nellnearne pnrode 1 zakon 
superpozicije ne va2i. Postaje bitna cijela prethodna istorija deformisanja materijala. 
Zato napon ne moze biti prosto izra2en kao jednoznacna funkcija deformacije (ili 
obrnuto), kao kod elasticnih deformacija (Hookeov zakon),jer jednom naponu moze 
odgovarati vise deformacija i obrnuto, kao sto vidimo sa sl. 3:26. Prema tome, 

a 

Sl. 3:26. 

konstitutivne jednaCine za materijal u uslovima plasticnih deformacija ne rnogu biti 
,1- 1" relacija oblika: 

{ £} =[ C]- { cr} ili { cr} ~[ CJ -1 . { £} ' 

kao za elasticne deformacije (vidi 3.3.2: 3), vee moraju biti u diferencijabilnom 
(inkrementalnom) obliku kao veza izmedu izvoda napona. i izyoda deformacije 
. dcr . . de: d' . . k . d r .. cr=- 1 £=-, g Je cr 1 £ stoje za omponente tenzora napona 1 e.ormactje, pa se 

dt dt 
ukupan napon i deformacija odreduju integracijom uz pracenje istorije 
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deformisanja i opterecenja. Bez upustanja u detaljniju analizu, navodimo da se pri 
formulaciji konstitutivnih jednaCina za materijal u uslovima elasto-plasticnih defor
macija polazi od pretpostavke 

(1) 

pa se posebno formulise konstitutivni zakon za { Ee}, a posebno za { El(}. Konstitutivni 
zakon za {Ee} se prosto dobija diferencirajuCi Hookeov zakon (5.3.2: 1), dok se 
konstituvni zakon za {EP} dobija slozenijom analizom, u koju se necemo upustati. U 
svakom slucaju, ispostavlja se da su {EeJ i {EP} proporcionalni sa{&}, tj.: 

{ Ee} =[ C J { cr} 

{ E p} =[ C p] { & } , 
(2) 

sto zamjenom u ( 1) daje konstitutivni zakon za materijal u uslovima elasto-plasticnih 
deformacija 

{ E } =[ C e- p] { cr} , (3) 

gdje je [Ce-p]=[CJ+[CP] tzv. elasto-plasticna matrica krutosti. Koeficijenti ove 
matrice zavise od elasticnih karakteristika materijala, trenutne vrijednosti kompo
nenti napona i parametara koji de(inisu istoriju deformisanja. 

Inverzijom se iz (3) moze dobiti i ekvivalentni oblik konstitutivnog zakona za 
elasto-plasticne deformacije 

(4) 

Na kraju isticemo da se zbog izuzetne slozenosti fenomena plasticne deformacije 
cesto vrse uproscenja u modelu ponasanja materijala. Na primjer, na sl. 3:27 (a) 
uveJcna je idealizacija linearnog ocvrscavanja, na sl. 3: 27 (b) zan em arena je elasticna 
komponenta deformacije (model kruto-linearno ocvrscavajuceg ponasanja), na sl. 
3: 27 (c) jc- zanemareno ocvrscavanje materijala (tzv. elasticno-idealno plasticno 
ponascillje), dok je na sl. 3:27 (d) zanemareno i ocvrscavanje i elasticna komponenfa 
deformacije (kruto-idealno plasticno pon&sanje ). 

a a a a 

(a) (b) (c) (d) 

Sl. 3:27. 

3.5. Konstitutivne jednacine za materijal 
u uslovima viskoelasticnih deformacija 

Kod viskoelasticnih cleformacija bitnu ulogu igra vrijeme koje je proteklo u toku 
dcformisanja. oclnosno optereccnja. Pri tome, cia bismo odredili napon koji oclgovara 
trcnutnoj deformaciji, neophodno je da znamo citavu istoriju cleformisanja. Za 
r.azlicitc istorije. i za iste trenutne deformacije, napon je razliCit. Kaze se zato cia 
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viskoelastican materijal ima memoriju, tj. pamti sve sto se s njim zbilo u proslosti,jer se 
ta proslost odraiava na njegovo trenutno ponasanje, tj. vezu izmedu napona i 
deformacije. (To, recimo, nije slucaj sa elasti~nim materijalom kod koga napon zavisi 
samo od trenutne deformacije, bez obzira kako se doslo do te deformacije). 
Formulacija konstitutivnihjednaCina za viskoelastican materijal u uslovima proizvolj
nog prostornog stanja napona i deformacije je slozen problem u koji se mi ovdje ne 
mozemo upustati. Mi cemo samo prodiskutovati jednodimenzionalan slucaj i vidjeti 
kako se za njega formira konstitutivna jednaCina. Pretpostavimo da se ponasanje 
nekog viskoelasticnog tijela (materijala) moze predstaviti modelom koji se sastoji iz 
opruge krutosti E i klipa u viskoznoj sredini viskoznosti 11 (sl. 3: 28). Ovabv model 
viskoelasticnog tijela zove se Maxwellov model ili Maxwellov materijal. Poznato je da 

Sl. ]..;,28. 

se ponasanje elasticne opruge mozc predstaviti zakonom cr =E E, a viskoznog fluida 
zakonom cr = 11£. Zato, ako je Maxwellovo tijelo pod djejstvom napona cr, deforma
cija ce se sastojati iz deformacije E1 opruge i deformacije E2 usljed viskoznosti, tj. 

( 1 ) 

DiferencirajuCi {1) imamo 
(2) 

. 1 . 1 
E=~cr +---cr. 

E 11 
(3) 

Ovo je diferencijalna jednaCina koja daje vezu izt11edu napona i deformacije i 
predstavlja konstitutivnu jednaCinu za Maxwellov \tiskoclastican materijal. 

Zamislimo da smo naglo primijenili napon cr0 . Opruga ce istovremeno reagovati 
1 

sa izduzenjem Eo =E cr0 . Klip jos nije stigao da sc pomj.:ri. Pot om, ako drziruo napon 

konstantan cr = cr0 = const., opruga se vise ne izduL:uje, ali klip poCinje da se pomjera 
1 

sve vise i vise, i deformacija raste (sl. 3:29). Zaista, 6-=D, i:=~cr0 , tj. 
11 

1 1 
E=~crot+Ecro. (4) 

Ovo je tzv. test puzanja. M ozcmo izvrsiti i test relaksacije, tj. naglo istegliti ~tap do 
deformacije Eo, pa zatim drzati tu dcf<1rmaciju konstantnom (E =1:0 , i: =0), a pratiti 
kako se mijenja napon. Imamo: 

1 l 
~ 6-+-- cr=O 
E 11 ' 

(5) 
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odakle je integracijom 
_E._t 

cr=Ce 11. 

Integracionu konstantu C odredujemo .iz poeetnog uslova da je za t = 0, cr = E e0 , 

odakle je C = E £0 , tj. 

(6) 

sto je prikazano na sl. 3: 30. 

C1o ~-------

t t 

Sl. 3:29. Sl. 3:30. 

Drugi jed an elementarni model viskoelasticnog tijela je Kelvinov (ili V oigtov) 
model, gdjc su elastican i viskozan element povezani paralelno (sl. 3: 31). Ovdje je 
oCigledno da napon cr prihvataju jednim dijelom opruga, a drugim viskozan element, 
tj. 

E 

~·-0---o~----~~~------~o--a __ • 

Tt 
Sl. 3:31. 

(7) 

dok je deformacija i jednog i drugog elementa ista, pa je cr1 = Ee i cr2 =T)E. Dakle, 

cr=Ee+T)E. (8) 

Ovo je konstitutivna jednaCina za Kelvinov model viskoelasticnog matcrijala. 
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Ako naglo primijenimo napon cr = cr0 i odrzavamo ga konstantnim, deformacija 
lagano raste. Zaista, · 

O"o=££+11£, (9) 

sto integracijom daje 

O"o ( -&c) f.=E 1-e 11 • (10) 

OCigledno, kada t->OO, £->cr0/ E, tj. deformacija tezi granicnoj vrijednosti cro .. Ovo se 
E 

zove zaostala (naknadna) elasticnost (sl. 3: 32). 

a 
£ 

ao ~ 
E 

t t 

Sl. 3:32. 

Viskoelasticni materijali su, medutim, daleko slozeniji po svom ponasanju nego 
sto se moze predstaviti MaxwelloviJ.ll iii Kelvinovim model om. Zato se cesto vrse 
kombinacije ova dva modela. Na prirnjer, na sl. 3:33 je prikazan Maxwell-Kelvinov 
model. 

11.2 
t----«:·:··:·r 0 a .. 

llr 
Sl. 3:33. 

U tri dimenzije problem formulacije konstitutivnih jednaCina viskoelasticnog 
materijala je znatno slozeniji i izucava se u posebnoj disciplini - teoriji visko
elasticn osti. 

Sa ovim zavrsavamo analizu konstitutivnih jednaCina razliCitih materijala u 
razliCitim uslovima deformisanja. 
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4. FORMULACIJA I RJESAVANJE PROBLEMA 
TEORIJE ELASTICNOSTI 

4.1. Rekapitulacija osnovnih jednacina 

U glavi I (Analiza napona) pokazali smo da je naponsko stanje, tj. mjera 
naprezanja u tacki, definisana tenzorom napona 

Zbog stava o konjugovanosti smicucih napona, samo sest od devet komponenti 
tenzora napona je medusobno nezavisno: tri normalna napona cr=, cr.vr' crzz i tri 
smicuca napona crxv' cr,.=, cr=x· Naponsko stanje u napregnutom tijelu u opstem slucaju 
varira od tacke do tacke u tijelu, tj. 

[ cr J =[(cr (x, y, z)], 

odnosno cr"' = crxx (x. y, ::), cr/Y = crr.v (x, y, z ), ... , cr zx = cr zx (x, y, ::). Iz us! ova ravnoteze 
dalje slijedi da sest funkcija komponentalnih napona u svakoj unutrasnjoj tacki tijela 
mora zadovoljiti tri Cauchyeve jednaCine ravnoteze: 

(1) 

-> -> 
gdje su h,, b,, b= komponente specificne zaprcminske sile b=b (x, y, ::). JednaCine (1) 
prate granicni uslovi da je na povrsini tijela: 

(2) 

-> -> 
gdje su Pnx· Pny• Pnz komponente specificne p->ov~inske sile p11 = Pn (x, y, ::), koja djeluje 
po spoljnoj povrsini tijela cijaje normala n=n (x, y, ::). 

No, sest komponenti tenzora napona se ne moze odrediti iz tri parcijalne 
diferencijalne jednaCine (1 ), pa je problem staticki neodreden. Zato smo pristupili 
analizi deformacije tijela koja se javlja pod djejstvom spoljasnjeg opterecenja. U glavi 2 
(Analiza dcformacije) vidjeli smo da se pri deformaciji tijela sve tacke tijela pomjeraju 
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-+ 
i da su ta pomjeranja okarakterisana vektorima pomjen;nja-+u = { ux, uy, uz}, pri cemu 
razlicite tacke tijela mogu imati razliCita pomjeranja, tj. u = u (x, y, z). Definisali smo, 
takode, u svakoj tacki tijela i mjeru relativnog pomjeranja (deformisanosti), tj. 
dilatacije i klizanja u tacki. Kazemo da znamo stanje deformacije u tacki ako znamo 
tenzor deformacije 

U toj tacki, tj. ako znamo dilatacije Exx, EYY' Ezzj kJizanja Exi'=EYX' Eyz=Ezy i Ezx=Exz· 

Stanje deformacije u deformisanom tijelu je razlicito u razJiCitim tackama tijela, tj. 

[E] =[E (x, y, z)], 

odnosno E==E= (x, y, z), ... , Ezx=Ezx (x, y, z). Komponentalne deformaCije (dilata
cije i klizanja) povezane su sa komponentalnim pomjeranjima preko izraza: 

oux 
E =

xx ox' 
(3) 

Naravno, ako bismo znali ili imali odredena komponentalna pomjeranja ux, uY i uz, 
tada komponentalne deformacije odredujemo prostim diferenciranjem koristeCi izraze 
(3). No, cesto u rjesavanju konkretnih problema prvo trazimo komponentalne 
deformacije, pa onda komponentalna pomjeranja. U tom slucaju, komponentalne 
deformacije moraju zadovoljiti Saint-Venantove jednaCine kompatibilnosti: 

(4) 

iJ glavi 3 (Konstitutivne jednaCine) vidjeli smo da su za male elasticne 
deformacije materijala veze izmedu komponentalnih napona i kompon~ntalnih 
deformacija linearne ida su za izotropan materijal date Hookeovim zakonom: 

crxx = 2!1Exx + '), (Exx + Eyy + Ezz) 

cr yy = 2!1Eyy +A (cxx + Eyy + Ezz) 

cr zz = 211Ezz +A (E= + ~>yy + Ezz) 

crxy = 2!1Exy 

cr yz = 211 Eyz 

crzx = 2!lczx · 

(5) 
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Za anizottopan materijal, te za plasticne i viskoelasticne deformacije, umjesto 
jednaCina (5), treba koristiti odgovarajuce konstitutivne jednaCine date u glavi 3. Mi 
cemo se, medutim, sada ograniciti samo na male elasticne deformacije izotropnog 
materijala. 

4.2. Formulacija problema teorije elasticnosti 

Osnovni problem teorije elasticnosti (i mehanike deformabilnog tijela) moze se 
formulisati na sljedeCi naCin: za datu geometriju (dimenzije i oblik), dati materijal i 
dato spoljasnje opterecenje tijela, odrediti napone, deformacije i pomjeranja koja se 
javljaju u tijelu. Pri rjesavanju problema teorije elasticnosti na raspolaganju nam stoje 
izvedene jednacine (4.1: 1)- (4.1: 5). Ukoliko kao nepoznate veliCine izaberemo sest 
komponentalnih napona i sest komponentalnih deformacija, tada imamo dvanaest 
nepoznatih a petnaestjednaCina (4.1: I), (4. I :4) i (4.1 : 5). Ovo izgleda kao preodreden 
problem, ali u stvari nije,jer od sest jednacina kompatibilnosti, moze se pokazati da su 
samo tri nezavisne. (No, da bi se iz kompont>ntalnih deformacija dobila jednoznacna 
pomjeranja, neophodno je zadovoljiti svih sest uslova kompatibilnosti). Ako se, 
medutim, pri rjesavanju problema ukljuce komponentalna pomjeranja kao nepoznate, 
tada jednacine kompatibilnosti nisu potrebne (jer se unaprijed pretpostavlja da su 
pomjeranja .jednoznacna), pa imamo petnaest nepoznatih (sest kornponentalnih 
napona, sest komponentalnih deformacija i tri komponentalna pornjeranja) i petnacst 
jednacina (4.1: 1), (4.1: 3) i (4.1: 5). 

Za pravilnu i kornpletnu formulaciju problema neophodno jc propisati i 
granicne uslove. Zavisno od konkretnog problema, granicni uslovi mogu biti granicni 
uslovi po pomjeranjima, granicni uslovi po naponima i mjesoviti granicni uslovi. 
Granicne uslove po pomjeranjima imarno ako znamo sve tri komponente pomjeranja 
po spoljnoj povrsini tijela, granicne uslove po naponima ako znamo speci ficne 
povrsinske sile po spoljnoj povrsini tijela, a mjesovite granicne uslove irnamo ako su na 
jednom dijelu spoljne povrsine tijela granicni uslovi po pomjeranjima ana drugom po 
naponima. Mjesovite granicne uslove imamo i kadaje u tacki spoljnc povrsine poznata 
neka komponenta pomjeranja i neka komponenta specificne povrsinskc sile, tj. ux iii 
Pnx' ali ne oboje, uY iii Pny' ali ne oboje, i uz iii Pnz' ali ne obojc. 

Pitanje se sada postavlja da li ovako formulisan problem ima rjescnjc i da li jc 
rjesenje jedinstveno. M oze se pokazati (u sto mi necemo ulaziti) da dobijeni sistcm od 
petnacst jednaCina sa petnaest nepoznatih ima rjesenje i da je ono jedinstveno. 

Napominjemo da zbog linearnosti dobijenih jednaCina, u problemima lincarnc 
teorije elasticnosti vazi princip superpozicije, tj. naponi, deformacije i pomjcranja u 
tijelu na koje istovremeno djeluju dva sistema sila mogu se odrediti ako ih odredimo za 
svaki od ovih sistema posebno i tako dobijene vrijednosti· saberemo. 

4.3. Rje8avanje problema teorije elasticnosti 

U konkretnim rjesavanjima problema teorije elasticnosti obicno se nastoji da se 
definisani sistem od petnaest jednacina sa petnaest nepoznatih svede na sistern sa 
manje jednacina i manje nepoznatih. Osim toga, ·za probleme u kojima su granicni 
uslovi dati po pomjeranjima, pozeljno je imati diferencijalne jednaCine izrazenc preko 
pomjeranja, a za probleme u kojima su granicni uslovi dati po naponima, pozeljno je 
imati diferencijalne jednacine izrazene preko napona. Zato se pri rjesavanju problema 
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teorije elasticnosti on najcesce formulise iii kompletno preko pomjeranja iii komplctno 
preko napona. Formulisimo ga prvo kompletno preko pomjeranja. Uvrstimo izraze 
( 4.1:3) u jednaCine ( 4.1:5), pa zatim ove u jednacine ravnoteze ( 4.1:1). Dobijamo: 

(
iPux iPux i32ux) a (oux GUY ou.) 

f.1 -+-+- +(A.+J.t)- --. +--+-· +h =0 
QX2 oy2 0Z2 OX OX oy OZ X 

(
iiuy o2uy o2uy) . iJ (oux ouy ou=) 

J.l ox2 + oy2 + i3z2 + (A.+J.t) oy ox+ oy + iJz +h)'=O (I) 

(
o2

uz o2uz (JZuz) 0 (iJux 011}, 011=) 
f.1 -, +-+- +(A.+J.t) --- -+--;.;-. +--- +h.=O. 

ox- oy2 oz2 oz ex cy o:: -
Ovo su Navierove jednacine ravnoteze. Kao sto se vidi to su tri parcijalne 
diferencijalne jednaCine drugog reda sa tri ncpoznate funkcije komponcntalnih 
pomjeranja. Ove tri jednacine, naravno, prate i odgovarajuCi granicni uslovi po 
pomjeranjima. Rjesavanjem ovako dobijenog sistemajcdnaCina nalazimo komponcn
talna pomjeranja kao funkcije koordinata. Komponentalnc dcformacije onda dohija
mo diferenciranjem saglasno jednacinama (4.1:3), a komponentalne naponc zamjc
nom dobijenih komponentalnih deformacija u konstitutivne jednaCine ( 4.1:5). 

Formulisimo sada problem kompletno preko komponentalnih napona kao 
nepoznatih funkcija. Ranije smo rekli da svako resenje [a] Cuuchycvih jcdnaeina 
ravnoteze (4.1:1) ne odgovara mogucem stanju deformacije, jer komponcntalnc 
deformacije: 

E =-- cr xy 2G X)' 

(2) 

moraju zadovoljiti jednaCine kompatibilnosti (4.1:4). Dakle, iz skupa rjescnja [ c;J 
jednacina ravnoteze (4.1:1) pravo rjesenje problema bice ono koje zadovoljava i 
jednacine kompatibilnosti (4.1:4). Izrazimo ovejednaCine preko napona. Zamjcnom 
izraza (2) u Saint-Venantove jednacine kompatibilnosti ( 4.1:4), nakon odgovarajuCih 
operacija, dobijamo: 

iJ2crxx iJ2crxx iJ2crxx l iJ2 
-a 2 +~+---;---2+---a z (crxx+cryy+cr,z)= 

X uy uz 1 +v X 

= - _v_ (obx + oby + obz)- 2 obx 
1- v ax ay az ax 

o2cr o2cr o2cr 1 i32 

---.2Z. .J... ---.2Z. + ---.2Z. + ---- ("" + + ) axz 'or iJz2 1+viJy2 "xx cryy O":z= 

=-_v_ (obx + oby + ?b=)- 2 oby 
1 - v ax ay az ay 

8 Otpornost materijala 

IU 



(3) 

Ovo su jednaCine kompatibilnosti izrazene preko napona. Nazivaju se Beltrami
Michellove jednacine kompatibilnosti. Prema tome, da bismo o~redili komponentalne 
napone svuda u tijelu, neophodno je rijesiti sistem jednacina koji se sastoji iz 
Cauchyevih jednaCina ravnoteze (4.2: I) i Beltrami-Michellovihjednacina kompatibil
nosti (3 ), uz zadovoljcnje granicnih uslova (4.2: 2). Ovo moze izgledati preodreden 
sistcm (devet jcdnacina sa sest nepoznatih), ali ne zaboravimo da su samo tri od sest 
jednaCina kompatibilnosti (3) mcdusobno nezavisne. (Medutim, neophodno je 
zadovoljiti svih sest jednacina kompatibilnosti za tacno rjesenje problema). 

Ma koji od navcdcna dva metoda za rjesavanje problema sa matematicke tacke 
gledista prcdstavlja ozbiljan problem. Njegovo egzaktno rjesenje skopcano je sa 
veiikim tcskocama, kao sto cemo se uvjeriti u susretu sa konkretnim primjerima. 
Medutim, od vel ike jc koristi tzv. poluobratni (semi-inverzni) metod, po kome uvijek 
nastojimo prvo da prctpostavimo dio rjesenja (na primjer neke komponente napona iii 
dcformacijc). pa sa tim prctpostavkama udemo u jednaCine elasticnosti, koje onda 
postaju jcdnostavnije, i iz njih nademo preostali dio rjesenja. Zbog jedinstvenosti 
rjescnja tako nadcno rjcsenjc jc pravo (jedino) rjesenje problema. 

Osim toga. od velikc jc koristi i tzv. Saint-Venantov princip. Nairne, cesto je 
mogucc dohiti cgzaktno rjcscnje problema elasticnosti ako su granicni uslovi nesto 
malo promijcnjcni u odnosu na one koje imamo u na8em problemu. To rjesenjeje onda 
mogucc koristiti i za nas problem. ali uz ogranicenje koje daje Saint-Venantov princip: 
ako jc sistcm sila koji djclujc na dijclu spoljne povrsine tijela zainijenjen sa drugim, 
njcmu staticki ckvivalcntnim sistcmom sila koji djeluje na istom dijelu spoljne 
povrsinc. uticaj ova dva razlicita sistema sila na dovoljno velikom udaljenju od mjesta 
njihovog djcjstva jc zancmarljivo razlicit. 

Uprkos svcmu. u slucajcvima slozcnc gcometrije tijela, komplikovanog optere
ccnja i granicnih uslm a. rjcscnjc sc ccsto nc moze naCi analitickim putem, pa se 
pristupa numerickom rjcSa\ anju jcdnaCina clasticnosti iii, pak, eksperimentalnim 
mctodama. Od numcrickih metoda navodimo metode konacnih razlika i konacnih 
clcmcnata kojc danas. narocito o.-a druga. nalaze ogromnu primjenu zahvaljujuCi 
ra;rv1tku· modcrnih kompjutcra. Od ekspcrimcntalnih metoda pominjemo metodu 
fotoclasticnnsti. ckstcnzomctrijsku mctodu (pomocu mjernih traka), metode pomocu 
krtih lakma, MoirL· mctodu. mctodc analogijc itd .. sto prcdstavlja predmet eksperi
mcntalnc mchanikc. 
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4.4. Primjeri rjeSavanja problema teorije elasticnosti 

4.4.1. Deformacija stapa us/jed sopstvene te2ine 

Posmatrajmo cilindrican stap duzinc I koji visi objesen o gornjern kraju u polju 
zemljine teZe (sl. 4: I). Neka je stap L)d izotropnog homogenog materijala gustine p, 
modula elasticnosti E i Poissonovog koeficijenta v. lza berimo komdinatni sistem tako 
da se (x, y) ravan poklapa sa donjom 
osnovom cilindricnog stapa, dok je :: osa 
usmjerena navise. Posto je stap u polju 
zemljine teze, na njega djeluje specificna 
zapreminska sila h= =- pg. To je jedina 
aktivna spoljasnja sila koja djeluje na stap. 
Pod njenim djejstvom doci ce do napreza-
nja i deformacije 11 stapu. Nasje zadatak da 
odredimo napone i deforrnaciju svuda 11 

stapu. Primijeniccmo semi-inverzni metod. 
S obzirom da je svaki poprecni prcsjek 
§tapa upravan na osu :: opterecen tdinom 
dijela §tapa koji se nalazi ispod tog poprec
nog presjeka, logicno je pretpostaviti da je: 

()XX=()_\')'=()_')'= ())'Z = (JZX = 0' 
(I) 

)( ./ 
/ 

z~ 
I 

_..._ __ 
/" ' 

~ ----~Y 

Sl. 4 I. 

Ove pretpostavke-bicc prihvacene ako pokazcmo da one zadovoljavaju sve jednacine 
teorije elasticnosti. Da vidimo prvo Cauchyeve jednaCine ravnoteze ( 4.1 : I). Prve dvije 
od jednaCina (4.1: I) su iJenticki zadovoljenc pretpostavkama (I), dok iz trece slijedi 

da __ 
----py=O 
d:: . ' 

tj. 

Integracionu konstantu C 1 odredujemo iz granicnog us! ova da je za z = 0. 0 == = 0. sto 
daje C 1 = 0. Dakle, 

(2) 

Da vidimo dalje Beltrami-Michellove jednacinc kompatibilnosti (4.3: 3 ). Zamje
nom pretpostavki (1) vidimo da je svih sest jednacina (4.3: 3) identicki zadovoljeno. 

Posmatrajmo na kraju i granicne uslove. Bocna povrsina stapa jc slobodna 
(neopterecena), tj. specificne povrsinske sile po njoj su jednake nuli. Za cilindricnu 

7 

povrsinu (omotac) stapa je n= {nx. nv, 0}. Zarnjenom ovog, te komponentalnih 
napona (1), u granicne uslove (4.1 :2), vidirno daJe O=pnx, O=pn·• O=pnz' kao sto i 
mora biti jer je cilindricna povrsina slobodna. Dakle, granicni usfovi po cilindricnoj 
povrsini su zadovoljeni pretpostavkarna ( 1 ). 

8* 
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DonJi bazis stapa je takode slobodan od ~optereeenja, pa i tamo mora biti 
Pnx=Pny=Pnz=O. No, na donjem bazisu stapaje n= {0, 0, -1}, cr==cryy= ... =0 i 
crzz = 0, pa je oCigledno da su granicni uslovi (4.1 : 2) na donjem bazisu zadovoljeni. Sto ..,. 
se tice preostalog granicnog us! ova, na gornjem bazisu, imamo da je n = { 0, 0, 1} i 
crzz=pgl, pa iz (4.1 :2) slijedi: 

O=pnx 

O=pny 

pgf = Pnz · 

(3) 

Dakle, ako je gornji kraj stapa objesen tako da ima ravnomjernu specificnu silu 
P,z = py/ po bazisu, dobili smo tacno rjesenje problema. 

Odrcdimo sad a komponentalne deformacije i pomjeranja. Zamjenom (1) i (2) u 
Hookcov zakon (4.1 :5) slijedi da su komponentalne deformacije: 

v 
£xx =£yy = -E pgz 

(4) 

c.,y =£.rz =£zx =0. 

Komponcntalna plH11jcranja dobijamo integracijom iz (4), saglasno proceduri datoj u 
poglavlju 2.10: 

v 
u = --·· pyxz-cz+by+a 
·' E 

v 
u.= --- pc;vz+ez-bx+d 

J E .. (5) 

z 

A ,___o-.-o+--- y 
..... 0 .) ....... -.. __ ,...,. 

SL 4:2. SL 4:3. 
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gdje sua, b, 0 0 0 ,fintegracione konstante, od kojih a, d if odgovaraju translatornom 
kretanju tijela kao cjeline, dok b, c, e predstavljaju tri male rotacije cijelog tijela oko 
tri koordinatne oseo Ako smo sprijeCili rotaciju, tadaje b =c =e=Oo Ako smo sprijecili 
translaciju u xi y pravcu, tada je a=d=Oo Najzad, ako se tacka (0, 0, /) ne moze 

1 J2 
pomjerati, tada je i uz (0, 0, I)= 0. odakle je f = - 2 p~ 0 Dakle, konacno: 

v 
Ux=- E pgzx 

v 
u =- -pgzy 

Y E (6) 

Ako bismo skicirali deformisani oblik stapa, on bi izgledao kao na sl. 4: 20 Ukoliko 
bismo, medutim, imali ukljestenj~ na gornjem kraju stapa, onda je zbog Saint-· 
Venantovog principa izvedeno rjesenje prihvatljivo dovoljno daleko od ukljestenjao 
Jedino u dijelu B oko ukljestenja (sl.4: 3) izvedeno rjesenje nije zadovoljavajuce, dok 
je u dijelu A sasvim zadovoljavajuceo 

4.4020 Lameov problem 

Odredimo napon i deformaciju okrugle debele cijevi opterecene jednoliko 
podijeljenim unutrasnjim i spoljasnjim pritiskomo Cijev je postavljena izmedu dva 
kruta idealno glatka zida koji onemogucuju aksijalnu deformaciju cijevi (sl. 4:4 )0 

Sl. 4:40 

Upitanju je dvodimenzioni problem r:wne deformacije,jer je Ezz = 0, i ni jedna veliCina 
a 

ne zavisi od uzduzne z koordinate, tj 0 az ( ) = 00 Problem je takode aksijalno 

a 
simetrican, - ( ) = 0, pa ga je najpogodnije rjesavati u polarnim koordinatama (r, e) ae 
polazeCi od jednacina elasticnosti u polarno-cilindricnim koordinatamao Posto smo, 
medutim, izveli jednacine elasticnosti samo u Descartesovim pravolinijskim koordi
natama, ovdje cemo formulisati potrebne jednaCine ll polarnim koordinatamao u tom 
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cilju izdvojimo iz cijevi (cilindra) element jedinicne debljine definisan radijusima r i 
r+dr, i uglom dO (sl. 4:5). Zbog simetricnosti problema, na stranama elementa ne 
postoje smicuci vee samo normalni naponi, radijalni crrr i obrucni cr00 napon. kao sto je 
prikazano na sl. 4: 5. Ovi naponi zavise samo od koordinate r, a ne i 0. Zato na strani 

dcr 
elementa r+dr djeluje napon cr,, +--'' dr, dok na bocnim stranama elementa djeluje 

dr 
isti napon cr00 . Takode na stranama elementa upravno na uzduznu: osu djeluju, istog 
intenziteta a suprotnog smjera, normalni naponi ~z· Iz uslova ravnoteze izdvojenog 
elementa da je suma svih sila u radijalnom pravcu jednaka nuli slijedi 

Orr 
/ 

~. 
//\fT r 

0~ . --

dO ( dcrrr ) cr,,rd8+2croodr ~- crrr+---dr (r+dr)d0=0, 
2 dr 

Sl. -1 5. Sl. 4:6. 

odakle je, zanemarujuci male velicine viseg reda. 

( 1 ) 

(2) 

Jednacina (2) je jcdnaCina ravnotel:e u polarnim koordinatama za posmatrani 
aksisimetricni problem debele cijevi. Ona sadrzi dvije nepoznate, cr,, i cr00 , paje za dalje 
rjesavanjc problema ncophodno posmatrati i dcformaciju cijevi. Od tri komponente 
n:ktora pomjeranja proizvoljne tackc cijevi u polarno-cilindricnim koordinatama, 
samo je radijalna komponenta pomjeranja razliCita od nule, tj. 

_,. 
ll= [u,, lio, uz}"" {u, 0, 0}. (3) 

Pri tome je u, = u, (r ), a uoceni element cijevi nakon deformacije ima oblik prikazan 
isprekidanom linijom na sl. 4: 6. Pomjeranje tacaka cijevi na radijusu r je u,, a na 

du 
radtjusu r+dr je u,+ -'dr. Relativne deformacije (dilatacije) u pravcima r i e Sll 

dr 
prcma tome: 

( 
du, ) u + --·- dr - u 

r dr r du, 
£ = ~-~------- = ---

rr dr dr 
(4) 

(r+u,)dO-rdO u, 
Sao = ----··---·- -- ·--= ·--- · 

n/0 r 
(5) 
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Jednacinc (4) i (5) su vezc izmcdu dilatacija £,, i ~:00 i pomjeranja u,. Na raspolaganju jos 
stoji i Hookeov zakon, tj. veza izmedu deformacije i napona. S obzirom da sur, e, z 
glavni pravci napona, odnosno deformacije u uocenoj tacki cijevi, Hookov zakon 

glasi: 

(6) 

(7) 

l 
£== =E[ cr •• - v (cr,, + cr00 )]. 

(8) 

Kako je £== = 0, iz (8) imamo 
(9) 

sto zamjenom u (6) i (7), nakon rjesavanja po <T,, i O'oo• dajc: 

(10) 

(II) 

iii, koristeci (4) i (5): 

E du, 11,] 
cr = --- -[(1-v) --+v --

rr (l +v)(l- 2v) dr ,. 
(12) 

( 13) 

Zamjenom jcdnacina (12) i (13) u (2) dobijamo diferencijalnu jcdnacinu za pom_jc

ranje u, 

(Pu, I du, u, 
-,-+-----=0. 
dr- r dr r2 

( !4) 

JednaCina (14) je, u stvari, NavierovajednaCina ravnotc2c u polarnim konrdinatama 
za posmatrani problem. Rjesenje ove jednaCine je 

B 
u =Ar+ 

r /' 

( 15) 

pri cemu integracione konstantc A i B odrcdujcmo iz granicnih uslova: 

(Hi) 

I !l) 



odakle dobijamo, nakon koriscenja (15), (12) i (13): 

(1 +v)~l- 2v) [A- (1- 2v) :f]=- PI 

(l+v)~1-2v) [A-(l-2v) :~J=-pz. 
(17) 

Rjesavanjem sistema jednaCina (17) po A i B dobijamo: 

(1 +v) (l-2v) Rfp1 -R~p2 A=---~-·-----
£ R~- Rf 

(18) 

Prema tome, konacno imamo: 

(! +v) (I- 2v) Rfp 1 -R~p2 1 +v RfR~ (p
1

- p
2

) 1 
u = --- -------~-. r + -- ---~----- (19) 

r E R~- Rf E R~- Rf r 

Rfp1 - R~p2 RfR~ (p 1 - P2 ) 1 
a =---- ---- (20) 

rr R~- Rf R~- Rf rz 

Normaln1 napon 0== slijedi zamjenom (20; i (21) u (9) 

(22) 

Kao sto vidimo, napon a== je jednak u svim tackama cijevi. 
U spccijalnom slucaju, kada je cijev opterecena samo unutrasnjim pritiskom 

(p2 =0). dobijamo iz (20) i (21 ): 

Sf. 4:7. 
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(23) 

Rfp1 ( R~) O"aa=-z-2 1 +z- · R2 - R 1 r 
(24) 

Raspodjela napona (23) i (24) skicirana je na 
sl. 4: 7. 



Ako je u pitanju tankozidna cijev (ti= R2 - R1 <f,R 1, R2 ), napon 
priblizno konstantan po debljini cijevi, a napon cr,, se moze zanemariti. 
stavljajuCi u (23) i (24) R 1 ~ R2 = R i R~- Rf :;-;::; 2R8 (sl. 4: 8), dobijamo: 

cr,,= Rpl (1- R:):;;::;o 
28 ,.-

() = Rp~ (1 +~. ~):;-;::; Rpt. 
00 28 ,.z 8 

<reo je 
Zaista, 

(25) 

Vrijednost napona cr
00 

datu u (25) mozemo i direktno dobiti iz uslova ravnote:Ze 
polovine cijevi prikazane takode na sl. 4: 8 

odakle je 

2Rp1 =2cr99 8.. (26) 

Rpt 
<roo=--. 

8 
(27) 

Jasno je da je napon cr
88 

znatno '!leci od napona cr,,. koji zato mozemo zanernariti. 

Zaista, cr;';3
' = cr rr (r = R-D = - Pt, sto je, kao sto vidimo iz (27 ), za ( ~) put a 

manje od napona <r 00 . 

SL 4: R. 
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5. DEFORMACIONI RAD 

5 .l . Po jam deformacionog rada 

Posmatraj~o materijalnu tacku koja iz polozaja M prelazi u obliz_!;.ii polozaj 
Af'. tako da je du vektor njenog infinitezimalno._& pomjeranja. Nek-+a je F sila koja 
djclujc na tacku u polozaju M. Tada se rad sile F na pomjeranju du definise sa 

--+ -+ 
d.sd=F·du. (1) 

-+ -+ --+ 
Rad sile F na pomjeranju u, od tackc M do M 1, pri cemu se sila F mijenja u toku 
tog porn jeranja, je 

(2) 

M 

Pod djejstvom spoljasnjih sila tijelo se deformise, pa se i .napadne tacke 
spoljasnjih sila pomjeraju, te spoljasnje sile vrse rad na tim pomjeranjima. Rad 
spoljasnjih sila prilikom deformacije tijela nazivamo deformacioni rad. Saglasno 
zakonu o odrzanju energije (I zakon termodinamike), dio ovog rada se akumulira u 
ti_jelu J..;ao elasticna - povratna energija (koju mozemo dobiti nazad ako rastereti
mo tijelo), dio rada se trosi na promjenu kineticke energije tijela, a preostali dio se 
pret vara u toplotnu energiju, tj. predstavlja tzv. ,izgubljeni" rad. U nasim raz
matranjima ograniclcemo se na slucaj statickog opterecenja, tj. opterecenja koje 
raste veoma polako od nule do svoje ukupne vrijednosti. U tom slucaju su brzine i 
uhrzanja svih djelica tijela zanemarljivo male, pa se i kineticka energija tijela moze 
zanemariti. Osim toga, ako je tijelo u ravnoteZi nakon primjene ukupnog opterece
np. hrzine su identicki jednake nuli, pa je i kineticka energija tijela tada jednaka 

F 

F 

fll d(fll) 
Sl. 5: 1. 
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nuli. Daklc. rad spoljasnjih sila (deformacioni rad) pretvara se onda u elasticnu 
povratnu i toplotnu energiju. Da bismo ovo ilustrovali, posmatrajmo dijagram (sila, 
izduzcnjc) dobijen u testu istezanja (sl. 5: 1 ). U nekom trenutku deformisanja 
izduzcnje epruvcte je 1'11, a korespondentna sila F. Povecajmo silu za malu veliCinu 
elF. lzduzcnje cc se povecati za d (!'11). Rad utrosen na izduzenju d (1'11) je d sf= 
= F d (1'11). tj. jcdnak je povrsini srafiranog pravougaonika na sl. 5: I. Ukupan rad 
utroscn da hi sc epruveta izduzila za (1'11) 1 je 

(!11), 

d= f F d (1'11), (3) 

0 

tj. jcdnak jc povrsini ispod krivc F = F (!'11) na sl. 5: I. Dio ovog rada sc akumulira u 
cpruvcti kao clasticna - povratna energija, koja sc moze dobiti nazad rastcrecc
njem cpruvcte (dio ahc na sl. 5: 2). a drugi diose prctvara u toplotnu cnergiju (dio 
Oah na sl. 5: 2). tj. trosi sc na zagrijavanje cpruvcte i prcdstavlja ,.izgubljcni" rad. 

F 

a 

-orr-'-L......L.-'--'---"-b'-'-'-..J...!....c ____ ~- 61 
-·---~6l 

Sl. 5:2. Sl. 5: J. 

Naravno. ako je optcrcccnje takvo da imamo samo elasticnc dcformacijc. rad 
spoljasnjih sila se sav akumulira u tijclu u vidu clasticnc cncrgijc. lJ slucaju istczanja 
epruvete sila je proporcinalna izduzcnju. F = k !11 (sl. 5:3 ). pa jc rad na izduzcnju 
(,1/ )1 jednak 

(4) 

0 () 

tj. jcdnak je povrsini srafiranog trougla na sl. 5: 3. 
lzraz za deformacioni rad elasticno istegnute cpruvcte mozemo dobiti i na 

sljedeci naCin. Izdvojimo elemenat cpruvete duzine d::.. Na njcga djeluju naponi a== 
I 

(sl. 5:4 ), pod Cijim djejstvom se javlja deformacija czz = E a==. Ukupna sila kojom 

se iste:Ze uoceni element je a== A, gdje je A povrsina poprecnog prc~>jcka epruvete, a 
izduzenje elementa je £==d::. Prema tome, rad utrosen na deformaciji elementa je 

(5) 
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gdje je dV=Adz zapremina elementa. Velicina 

dd 1 
d* = dV =2 crzz~>zz (6) 

naziva se specificni deformacioni rad, iii rad po jedinici zapremine. Ukupan rad na 
deformaciji epruvete je onda 

F v v 

F 

Sl. 5:4. 

Ako je epruveta pod djejstvom sile F 1 izduzena za 
a . F1 (ill)1 . 
~ (ill)1, tada JC crzz=A l'!~z=-~-, pa IZ (7) 

dobijamo ponovo (4) 

1 F (ill) 1 
d=-_!_-1 Al=-F (ill) . (8) 

2A l 2 1 1 

Dakle, i (4) i (7) daju deformacioni rad utrosen na 
istezanje epruvete, s tim sto je u (4) on izrazen 
preko spoljasnje sile F i pomjeranja napadne tacke 
te sile, a u (7) preko unutrasnjih sila, tj. napona i 
korespondentnih deformacija. U narednom po
glavlju uopsticemo izraze (4) i (7) na slucaj proiz
voljne geometrije i opterecenja tijela. 

5.2. Izraz za deformacioni rad elasticno 
deformisanog tijela 

-+ 
Posrnatrajmo tijelo optereceno spoljasnjim povrsinskim silama Pn i zapremin-

. -+ 
skim silama b. Pod djejstvom ovog opterecenja tijelo prelazi u napregnutu, deformi-
sanu konfiguraciju. Izdvojirno na proizvoljnom mjestu mali paralelepiped iz tijela 
(dovoljno mali da se stanje napona u njernu moze smatrati homogenim), kao sto je 

Sl. 5:5. 
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prikazano na sl. 5:5. Ovaj element je pod djejstvom normalnih napona cr=, cr Y' crzz 
dobio dilataciju £=, En, "== (saglasno Hookeovom zakonu), a pod djej~tvom 
smicucih napona cr."', crv=' cr:x klizanja £xv• £""' £=x· Kako su u pitanju elasticne 
dcformacijc. utroscni rad na deformisanju ovog clementa je 

1 
d .s1 = 2 ( 0' xx£xx + 0' yy£yy + 0' ::Ezz + 2cr x/;xy + 2cr vz£yz + 2cr zx£zx) d r •. ( 1) 

gdje je dV=dxdyd: zapremina elemcnta. U (1) je oCigledno primijenjen pnnc1p 
superpozicije, tj. ukupan rad je dobijen sabirajuCi radove na komponentalnim 
deformacijama. Pri tome je, rccimo, rad na dilataciji £·'-' (ne zaboravimo da 
<=u zavisi od (jxx• c:r,')' i (j :z) 

a na klizanju, na primjer Ezy• 

VeliCina 

d.s1 1 
.91* = d V = 2 ( O'xx£xx + 0' yy£yy + 0' zz£zz + 2crxv;;xy + 2cr.r=<:.r= + 2cr :.,<::x) ( 2) 

naziva se specificni deformacioni rad elasticnog tijela (iii rad po jcdinici zapremine). 
Ukupan deformacioni rad citavog tijela je 

.s1 = J .91* d v = 
v 

= l J ( O'xxEu + O'.v/';yy + 0' zz£zz + 2cr xy£xy + 2crr=£.vz + 2cr zx£zx) d V · 

v 

(3) 

Naravn~, ovaj rad je ostvaren djsjstvom spoljasnjeg opterecenja, tj. povrsinskim 
silama Pn i zapreminskim silama b, pa (3) mora biti is to sto i rad ovih sila na 
pomjeranjima njihovih napadnih tacaka, tj. 

(4) 

s v 
-)- ..., 

gdje je u=u (x, y, z) vektor pomjeranja tacaka tijela. Da je (3) i (4) identicno 
jednako, moze se i formalno pokazati transformacijom povrsinskog integrala ll (4) 
u zapreminski, i koricenjem Cauchyevih jednaCina ravnoteze, u sto se mi necemo 
upustati. Bilo (3) ili (4), dakle, predstavlja ukupan utroseni rad na elasticnoj 
deformaciji tijela. Ovaj rad se akumulira u tijelu kao elasticna - povratna 
(deformaciona) energija, koja se moze dobiti nazad u vidu rada ako se tijelo 
postepeno rastereti od spoljasnjeg opterecenja. 
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Koristeei hvvkeov zakon mozemo deformacioni rad izraziti kompletno Hi 
preko napona iii preko deformacije, tako da dobijamo.: 

1 v 1 
Jzl*(cr) = 2E (cr!, + cr;Y + cr;z)- E (crxxcryy + O'yyO"zz + crzzcrx.,.) + 2G (cr:Y + cr;z + cr;,) (5) 

(6) 

sto predstavlja kvadratne forme po komponentalnim naponima, odnosno deforma
cijama. 

Lako je sada pokazati da iz (5) i (6) slijedi: 

od*(cr) a Jzl*(cr) 
2Exy• 

OO"xx 
Exx, 

ocrxy 
it d. (7) 

od*(E) od*(E) 
2crxy> 

OEXX 
(}'XX' 

OExy 
itd.' (8) 

tj. izvod spccificnog d~formacionog rada po komponentalnom naponu jednak je 
korcspondentnoj deformaciji, i obrnuto, sto predstavlja vaznu osobinu deformacio
nog rada elasticno deformisanog tijela. 

Od intcrcsa je. na kraju, izracunati dio rada koji se trosj na promjenu 
zaprcmine i dio koji se trosi na promjenu oblika tijela, jer se u opstem slucaju 
prilikom deformacije mijenjaju i oblik i zapremina. Dio rada koji se trosi na 
promjenu zapremine (koju definise kubna dilatacija e=Exx+E

11
+Ezz> je 

(9) 

Ovaj dio deformacionog rada naziva se sferni dio. Preostali dio se naziva devija
torski dio. i trosi se na promjenu oblika 

(10) 

Razdvajanje deformacionog rada na sferni i devijatorski dio ima parocito znacenje u 
teoriji plasticnosti, gdje se pocetak plasticnog deformisanja definise preko devijator
skog dijela deformacionog rada, tj. smatra se da ce materijal poceti da se plasticno 
deformise u nekoj tacki ako devijatorski dio deformacionog rada dostigne odredenu 
kriticnu vrijednost (Misesov kriterijum o pocetku plasticnog tecenja, odjeljak 3'.4.1). 
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5.3. Teorema o minimumu potencijalne energije 

Neka je tijelo u ravnotezi pod djejstvom spoljasnjih i zapreminskih sila. 
Povrsinske sile su zadate na dijelu S P omotaca tijela. dok su na preostalom dijelu s. 
ooznata pomjeranja. Neka su pomjeranja koja odgovaraju ravnoteznom stanju tijela 
.... -? -+ 
u = u (x, y, =4 Posmatrajmo dodatno polje pomjeranja 811 koje je di ferencijabilno i 
takvo daje ou =0 na dijelu s .. a proizvoljno infinitezimalno u ostalim tackama tijela. 

-+ 
Pomjeranja 811 zovemo virtualnim pomjeranjima. To nisu stvarna, fizicka pomjeranja 
koja se javljaju pod djejstvom datog opterecenja, vee zamisljcna, kincmaticki moguca 
pomjeranja. 

-+ -+ 
Virtualni rad 8.91 spoljasnjih povrsinskih sila fl, i zaprcminskih sila h na 

-+ 
virtualnim pomjeranjima 011, pri cemu se prctpostavlja da sile ostaju konstantne pri 

-+ 
nanosenju pomjeranja ou, jcdnak je 

I
-· ... I... .. 8 .91 = !J, · 8u d S + h · i5u d I .. (I) 

s ,. 
-+ 

No, virtualnim pomjeranjima &11 odgovaraju virtualnc dcformacije i5c-"'' ... , i5c=x· 
Virtua!ni rad izvrsen na elementarno malom dijclu tijcla jc oCiglcdno 

d (8 d)= (cr_u8E'-' + CJ rrbEr)' + CJ z:OC:: + 2CJx/)~:_,r + 2<JyzbEyz + 

+ 2cr =)5£:.-l d r·. 

pa je ukupan virtualni rad 

8 .91 = I ( crxxl:i£.0: + cr YYI:ityy + cr ==6';== + 2<JX)'i5t.,)' + 2n,)ir\'Z + 

v 

Naravno, (I) i (3) moraju biti idcnticki jcdnaki. pa imamo 

-)>-} -}-)>. 

J Pn. bll d s + J h ·l:iu d v = J ((}XX bE'-'+ cr.\')'i)r.\'.1' + (}::6<::: + 2n,ri5<:_,.,. + 
s v v 

+ 2a)'Zo<:,.= + 2a :x6<::., l d r ·. 

S druge strane je 

(2) 

(3) 

(4) 

(I ) I I((l .91* a .91* ild* ) 
8 .9/*(r.)dV = 8.91* (E)dV= -,-_-OEu+-

1
-_-6<:11 + ... +;;-:-o<::x dV= 

.l!:xx (.i;.\'Y '-:x 

v v I' 

v 
(5) 
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Prema tome, umjesto (4) sad a mo:Zemo pisati 
---7 ---7 ·-} --} 

J Pn · oudS + J h · oud V =.o (J .91* (c) dV). (6) 
s v v 

~ ~ ~ 

Kako se sile Pn i h nt mijenjaju u toku varijacije ou, i s obzirom da je S i V fiksno, 
mozemo znak varijacije izvuci ispred integrala na lijevoj strani u (6), tj. 

---) -;. -+ -;. 
0 (J Pn ·udS + J h · udVl = 0 (J .91* (c) dV), (7) 

s v v 

pa konacno imamo 

o/=0, (8) 

gdje je 
~ ·> ~ ~ 

I= J .91* ( £) d I'- J p11 • 11 d S- f h · u d V (9) 
v s v 

tzv. potencijalna energija elasticno deformisanog tijela. 
Dakle, od svih kinematicki dopustcnih polja pomjeranja stvarno polje pomje

ranja kojc odgovara ravnoteznoj konfiguracijijc ono za koje potencijalna energija ima 
ckstremum 0cr je OJ =0). Moze se pokazati cta jc taj ekstremum, u stvari, minimum. 
(Teorema o minimumu potcncijalne energije). 

Obrnuto, ako je OJ= 0 za pretpostavljeno kinematicki dopusteno polje pomje
ranja, tadaje to polje stvarno rjesenje koje octgovara ravnotezi,jer se ispostavlja cta su 
zadovoljenc Cauchycve jectnaCine ravnoteze i granicni uslovi po naponima. Ova 
teorema se cesto koristi pri (pribliznom) rjesavanju konkretnih problema teorije 
clasticnosti kada se rjesenje trazi preko pomjeranja. 

5.4. Teorema o minimumu komplementarne energije 

U prcthoctnom poglavlju pokazali smo da oct svih kinematicki mogucih 
pomjcranja stvarna pomjeranja koja octgovaraju ravnotezi su ona koja Cine potenci
jalnu cnergiju minimalnom. Posmatrajmo sacta, umjesto pomjeranja, napone koji 
octgovaraju ravnotezi. Kao sto znamo, postoji mnogo razlicitih raspoctjela napona 
koje zactovoljavaju uslove ravnoteze (jer sistem oct tri Cauchyeve ctiferencijalne 
jednaCine ravnotezc nije dovoljan za odredivanje sest nepoznatih komponenti 
napona) pa se postavlja pitanje kojc je polje napona. od svih staticki mogucih. 
stvarno rjesenje probiema. 

Pr.etpostavimo da je cr=, crYY' cr==' crxr' cr.v=' crzx stvarno rjesenje koje, ctakle, 
zadovolJava jectnacine ravnoteze, granicne uslove po naponima i Beltrami
Michellove jednacine kompatibilnosti. Neka su ouu, ocrrv, .... ocr=x male varijacije 
napona takve cta naponi G'-' + OGn, crrv +ocr\'\', .... crzx + ocrzx takode zadovoljavaju 
jednacine ravnoteze i granicnc uslove po naponima. Virtualnim prirastajima napona 
ou<.<' ... ' ocrzx odgovarace virtualne povrsinske sile na dijelu su omotaca gdje su 
zadata pomjeranja: 
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nxocr XX+ ll}'Ocr xy + nzocrxz = 0Pnx 

nx ocr yx + nyocr YY + nzocr yz = OPny 

n, Ocr zx + ny ocr zy + nz ocr zz = 0Pnz. 

( 1) 



Virtua.lni rad ovih sila na stvarnim pomjeranjima ~ je 
--> --> o .stl= f op~·udS. 

s. 

Ovo mora biti jednako sa 

o .stl = f (5cr=c.= + DO"y/C:yy + 5cr zzEzz + 2ocrxy£xy + 2ocr yzEyz + 
v 

S druge strane je 

s(J .stJ*(cr)dV)= Jo.stl*(cr)dV= J(~:~ ocr=+ 

pa je 

v v 

= J ( E=DCJ xx + EyyOO"yy + E=zScr zz + 2£xy0_()' xy + 
v 

--> 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Kako su u zadata (fiksna) pomjeranja na 5
11 

i nezavisna od Dp
11

, znak varija-
cijc mozcmo izvuci isprcd intcgrala na lijevoj strani u (5), tj. 

_, -> 
o (J p

11
·zuiS)=5 (J .stl* (cr) dV), (6) 

v 

pa konacno imamo 

(7) 

gdje jc 
--> --> 

(=J .stl*(cr)dV- f p
11
·udS (8) 

v 

tzv _ komplemcntarna energija elasticno deformisanog tijela. 

Daklc, od svih staticki moguCih napona, stvarno rjesenje cini komplementarnu 
cnergiju ckstremnom (minimalnom), sto je teorema 0 minimumu komplementarne 
energije. 

Obrnuto. ako je 6/c = 0 za pretpostavljcno staticki dopusteno polje napona, 
tada je to poljc napona stvarno rjcsenje probkma, jer se pokazuje da ono 
zadovoljava Beltrami-Michellove jcdnaCine kompatibilnost.i. Ovo se cesto koristi u 
(pribliznom) rjesavanju konkretnih problema teorije elasticnosti, kada se rjesenje 
traii prcko napona. 
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;:, .;:, . .uemev stav o rec1procoosti 

Neka na elasticno tijelo djejstvuje sistem spolja.Snjih sila CD. tj. povrsinske sile 
~ ~ ~ 

p~ i zapreminske sile bt!>, i neka su rezultujuca pomjeranja uri>. Pri tome izvrseni rad 
je 

(1) 

s v 

Neka je sada na tako deformisano tijelo (koje je pod <!jejstvom sistema sila ~CD), 
primijenjen sistem spoljasnjih sila @, tj. povrsinske sile p~ zapreminske sile b~, i 
neka su korespondentna pomjeranja usljed sistema sila @, u~. Dodatni izvrseni rad 

~ . 
na pomjeranjim:I uq; sastoji se iz dva dijela, rada sistema sila @ na pomjeranjima 
~ . uq;, koji je jednak 

$'
2

• 
2 =~ f~p~ · ~Gl dS +~ fbq; · ~q; dV 

2 n 2 ' 
(2) 

s v 
~ 

i rada sistema sila CD na pomjeranjima uGl, koji je jednak 

(3) 

s v 

Primijeti da u (3) nema koeficijenta 1/2 u izrazu za rad jer su 1>ile CD vee bile 
~ 

primijenjene u punom iznosu i tako djelovale na pomjeranju u~ Ukupan rad 
izvrsen nanosenjem oba sistema je, dakle, 

dl,l + $'2,2 + $'1,2. (4) 

Da smo prvo primijenili sistem sila @ pa CD. ukupan rad bi bio 

(5) 

No, zavrsno deformisano stanje tijela je nezavisno od redosljeda optereeenja, pa 
prema tome mora biti jsti izvrseni deformacioni rad 

(6) 

odakle je 

(7) 

odnosno 

(8) 

s v s v 

JednaCina (7), odnosno (8), predstavlja Bettiev stav o reciprocnosti: ako na 
elasticno tijelo djejstvuju dva sistema sila CD i @, tada je rad :>istema sila CD na 
pomjeranjima usljed sistema sila ® jednak radu sistema sil& ® na pomjeranjima 
usljed sistema sila CD. 
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Bettiev stav mofemo zapisati i u obliku izrafenom preko napona i deformacija 

J (cr~e~+cr~e~+ ... +2cr~e~)dV= 
v 

= J (cr~e~+cr~e~+ ... +2cr~ e~)dV. (9) 

v 

Napominjemo da smo Bettiev stav izveli pod pretpostavkom da vazi princip 
superpozicije, sto je uvijek slucaj u infinitezimalnoj elasticnosti. Bettiev stav, 
medutim, ne bi vafio ako princip superpozicije ne vaii, na primjer, ako bi ..,. 
pomjeranja u~ zavisila ne samo od sila 0 vee i od prethodno nanijetih sila CD. U 
plasticnosti, recimo, Bettiev stav ne vaii. 

5.5.1. Maxwellov stav o uzajamnosti pomjeranja 

Posmatrajmo elasticno tijelo optereeeno sa dvije koncentrisane sile Fi i Fj. 
Ravnotefa tijela obezbijedena je osloncima kao sto je prikazano na sl. 5 : 6. Pod 
djejstvom sile Fi napadna tacka <D sile Fi imace izvjesno pomjeranje. Ako sa liij 
omaeimo projekciju pomjeranja tacke <D na pravac sile Fi usljed djejstva jedinicne sile 
F1= l, tada je projekcija pomjeranja tacke CD na pravac site Fi usljed djejstva sile 
F1=/= l jednaka F/'ii• a rad sile F; na ovom pomjeranju je Fi (Fjoij). Analogno je rad 
sile F1 na pomjeranju napadne tacke <D usljed djejstva sile F; jednak Fj (Fioji). Ako 
silu F4 sa odgovarajucim oslonackim reakcijama shvatimo kao sistem sila CD, a silu 
Fi sa odgovarajucim oslonackim reakcijama kao sistem sila 0, tada je saglasno 
Bettievom stavu 

(1) 

tj. 

(2) 

Ovo je Maxwellov stav o uzajamnosti po
mjeranja: ako na tijelo djejstvuju dvije jedi
niene sile, onda je pomjeranje napadne tacke 
prve sile u pravcu te sile usljed djejstva druge 
sile jednako pomjeranju napadne tacke dru
ge sile u pravcu te sile usljed djejstva prve 
sile. 

Sl. 5:6. 

VeliCine liu nazivaju se Maxwellovi uticajni koeficijenti (brojevi) i cesto se 
koriste u analizi konstrukcija. Ako na tijelo djejstvuje vise sila F1 , F'2 , ••. , Fn, tada 
se pomjeranje napadne tacke sile F; u ·pravcu te sile moze izraziti koristeCi 
Maxwellove koeficijente u obliku 

(3) 
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5.5.2. Castiglianovi stavovi 

Vidjeli smo ranije da je rad spolja.Snjih (povrsinskih i zapreminskih) sila na 
odgovarajucim pomjeranjima jednak 

(1) 

s v 
.....,. 

U specijalnom slu~aju, ako na tijelo djeluje samo sistem koncentrisanih sifa F; (i = 1. 
2 .... , n ), izvrseni r<>ci je 

(2) 

7 .....,. 

gdje su U; aomjeranja napa~nih tacaka sila F;. Ako sa J; oznaCimo projekciju 
pomjeranja u; na pravac sile F;, (2) mo:Zemo zapisati kao 

1 n 

.91 = - L F ;!;. 
2i=l 

No, koristeci Maxwellove koeficijente pomjeranje J; mo:Zemo izraziti u obliku 

tako da (3) postaje 

n 

J;=Fl8il+F2biz+ ··· +Fn()in= L F/\j• 
j=l 

cs: 

odakle vidimo da je deformacioni rad kvadratna forma po silama F; (i = 1, 2, .. , n) 

Nadimo sada izvod deformacionog rada po sili Fj. DiferencirajuCi (3), do· 
bijamo 

od =~ ~+~ IF; of;. 
oFj 2 2i=l oFj 

(6 

No, iz (4) je of; =b;j• pa (6) postaje 
oFj 

o.r;l 1 1 n 1 1 
oF; =2~+2 ;f

1 
F;bij=2~+2_f;=~. (7 

Dakle, ako deformacioni rad izrazimo u funkciji sila koje djejstvuju na tijelo 
tada je izvod deformacionog rada po jednoj od sila jednak projekciji pomjeranj~ 
napadne tacke te sile u pravcu te sile, 1j. 

od 
~=oF. U=1, 2, ... , n). 

J 

(8 

Ovo je prvi Castiglianov stav. Aka se za pomjeranje sracunato po (8) dobij<: 
pozitivna vrijednost, smjer pomjeranja se poklapa sa smjerom site, i obrnuto. 



AaKo srn,o prv1 Lasuguanuv SLav IL.vt:u L<t :.1u1..aJ ua ua LIJ<Olv UJ'-lUJ'- "'"''-11' 

koncentrisanih spoljas~ih sila, on vazi i ak<;_imamo proizvoljno spotjasnje opterece-
nje, tj. povrsinske sile Pn' zapreminske site b i koncentrisane site F; (i= 1, 2, ... , n). 
Zaista, tada se deformacioni rad moze izraziti kao funkcija tog opterecenja, tj. 

~ ~ 

.91= .91 (Pn, b, F 1 , F 2 , ••. , Fn), i ako pretpostavimo da smo povecati samo situ Fi za 
a.r.~ 

dFi, .91 je poraslo za dd=~ dFi. No, d .91 je takode jednako d .sd= dFi-jj, pa slijedi 
aFj 

a.sd 
ponovo fi=~. 

· aFj 
Ako zelimo odrediti pomjeranje u nekoj tacki gdje ne djetuje koncentrisana 

sila, mozemo zamisliti fiktivnu silu u toj tacki u pravcu u kome zelimo da odredimo 
komponentu pomjeranja, pa primijeniti prvi Castiglianov stav i u zavrsni rezultat 
staviti da je fiktivna sila jednaka nuli. 

Formulisimo sada i drugi Castiglianov stav. Ako sa ~ii (tzv. reciprocni 
Maxwellovi koeficijenti) oznacimo siln koja treba da djeluje u tacki CD u pravcu 
pomjeranja Jj, pa da bi u tacki CD nastupilo jedinicno pomjeranje u pravcu f., a da u 
svim ostalim tackama budu pomjeranja jednaka nuli, tada se deformacioni rad 
moze izraziti, analogno sa (5), u obliku 

1 n n 

.sd =- I I ~ijf:ij · 
2 i=l j= I 

DiferencirajuCi ovo po fj dobijamo, slicno kao i prije, da je 

a.o~ 
-=F. ar ,, 

• J 

(9) 

(I 0) 

sto predstavlja drugi Castiglianov stav: ako deformacioni rad izrazimo u funkciji 
pomjeranja napadnih tacaka sila u pravcu tih sila, onda je izvod dcformacionog 
rada po jednom od ovih pomjeranja jednak odgovarajucoj sili. 

133 



6. HIPOTEZE 0 SLOMU 

6.1. Uvodne napomene 

U inzinjerskim konstrukcijama ne smije se dopustiti pojava intenzivne plastic
nc deformacije niti pojava pukotine jer to moze voditi lomu konstruktivnog 
elcmenta iii Citave konstrukcije. Zato se proracun konstruktivnih elemenata mora 
izvrsiti tako da pod djejstvom spoljasnjeg opterecenja ne dode do pojave plasticne 
dcformacije iii pukotine. Kod zilavih materijala, kao sto su celik, aluminijum i sl., 
lomu prethodi znatna plasticna deformacija, dok kod krtih materijala kao sto su 
livcno gvoZdc, beton iii kamen, Iomu prethodi pojava pukotine bez pojave znatnije 
plasticne dcformacije. Jednim imen·om pojavu plasticne deformacije iii pukotine 
nazivamo slomom. Zadatak je inzinjera da obezbijedi da nc dode do sloma u 
konstruktivnom elementu, odnosno konstrukciji, u slozenim uslovima opterecenja. 
Na l:alost, ni do danas ne postoji razvijena teorija koja pouzdano moze predvidjeti 
kada cc u uslovima proizvoljnog, slozenog (trodimenzionalnog) naponskog stanja 
doci do sloma. Eksperimenti su pokazali da u slucaju aksijalnog naprezanja do 
sloma dolazi kada normalni napon cr dostigne granicu tecenja cry u testu istezanja 
(za zilave materijale), odnosno granicu lorna crL u testu pritiska (za krte materijale) 
(sl. 6: l ). Postoji takode izvjestan broj eksperimentalnih podataka o nastanku sloma 

-a 

ZILAV MATERUAL KRT MATERIJAL 
Sl. 6: I. 

u slucaju cistog smicanJa i dvodimenzionalnog naponskog stanja, ali je vrlo malo 
cksperimentalnih podataka o nastanku i prirodi sloma u slucaju trodimenzionalnog 
naponskog stanja zbog komplikovanosti eksperimenta i nemogucnosti da se ispituju 
sve moguce kombinacije slozenog trodimenzionalnog naponskog stanja. Zato su 
predlozenc, sa manje iii vise uspjeha, razlicite hipoteze o slomu Ciji je zadatak da se, 
na osnovu poznatog ponasanja materijala u testu istezanja iii pritiska, predvidi 
ponasanje, tj. slom materijala u uslovima proizvoljnog slozenog opterecenja. Ni 
jedna od ovih hipoteza ne slaze se u potpunosti sa raspolozivim eksperimentalnim 
podacima; no u nedostatku prave teorije o slomu, ove hipoteze i danas predstav
ljaiu osnovu u slozenim inzinjerskim proracunima. 
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o . .::. n1pmeze o momu 

U slucaju proizvoljnog optereeenja stanje napona u tacki definisano je sa sest 
komponenti tenzora napona, tri normalna cr cr cr i tri smicuca cr cr cr • XX' Yf' zz XY' Y%' ZX 
na?<?na. Ako se za koordmatne pravce izaberu glavni pravci napona u uocenoj 
tack1, tada JC stanJe napona u toj tacki u potpunosti odredeno sa tri glavna napona 
<J 1, <J2 , CY3 (sl. 6:2). Hipoteze o slomu materijala formulisacemo preko glavnih 
napona. Pri tome cemo smatrati da su glavni pravci izabrani tako da je po 
algebarskoj vrijednosti <J 1 >cr2 >cr3 . 

(a) (b) 

Sl. 6:2. 

6.2.1. Jlipoteza na;z-eeey normalnoy napona 

Prema ovoj hipotezi do sloma dolazi kada najveCi normalni napon dostigne 
granicu stoma <J

0 
(tecenja <JT za zilave materijale iii lorna cr L za krte materijale) pci 

aksijalnom naprezanju. tj. kada je 

(1) 

cr
0 

sc ekspcrimcntalno odreduje za dati materijal testom istezanja, odnosno pritiska. 

Akl) materijal ima razliCite osobine na istezanje i pritisak, tj. akoje granica 
sloma pri istczanju <J;. a pri pritisku cr; (po apsolutnoj vrijednosti), neophodno je 
izvrsiti provjeru otpornosti i na istezanje i na pritisak. Na primjer, ako je cr 1 > 0, a 
<J3 <0. do sloma dolazi ako je 

iii (2) 

Hipotezu o najvecem normalnom naponu (koja se jos zove i I hipoteza) 
ne potvrduju eksperimentalni podaci, naroCito ako su u pitanju zilavi materijali. 
Na primjer. metali mogu da izdrze izvanredno veliki hidrostaticki pritisak 
(I<J,I =I<J 21 =lcr3 l ~cr0 ) ada ne dode do plasticnog teeenja, odnosno sloma. Prema 
tome, samo velicina najveceg normalnog napona ne moze biti pouzdan kriterijum o 
nastanku sloma. Za krte materijale ova hipoteza se bolje slaze sa eksperimentalnim 
rezultatima nego za zilave materijale. 
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D.L.L. Hlpoteza nap·ece aztataclje 

Po ovoj hipotezi do sloma dolazi kada riajveca dilatacija dostigne vrijednost 
dilatacije pri slomu u testu aksijalnog naprezanja, tj. kada je (pretpostavljajuCi 
izotropnost materijala) 

(1) 

odnosno kada je 

(2) 

Ako su osobine materijala na istezanje i pritisak razliCite, tada do .sloma mofe doCi 
akl) najvece relativno izduzenje dostigne granicnu vrijednost, tj. ako je 

(3) 

iii ako najvece relativno skracenje dostigne granicnu vrijednost, tj. ako je 

(4) 

I ova hipotcza. kao i prethodna, bolje se slaze sa eksperimentalnim podacima za 
krte nego zilave materijale. Hipoteza najvece dilatacije se jos naziva i II hipoteza. 

6.2 .3. If ipote:a najre{eg smic'·u{eg napona 

Ova hipoteza se dobro sla?e sa nizom eksperimentalnih podataka za Zilave 
materijale. Po njoj do sloma. odnosno tecenja, dolazi kada najveei napon smicanja u 
materijalu (rmaxl dostigne vriJednost najveceg napona smicanja na granici tecenja pri 
aksijalnom istezanju (r0 ). Kako je 

1 
T max = l ( G 1 - G 3 ) (I) 

(2) 

po ovoj hipotezi do sloma dolazi ako je 

(3) 

U gornjim izrazima G 0 je, u stvari, GT jer se hipoteza dobra slaze sa eksperimental
nim podacima za zilave materijale (za koje je Go= GT ), pa se samo za njih i koristi. 
Za krte materijale ova hipoteza ne daje zadovoljavajuce rezultate. Hipoteza najve
ceg smicuceg napona (iii III hipoteza) je zapravo Treskin uslov plasticnog teeenja, 
koji smo vee upoznali u odjeljku 3.4.1. Mana ovog uslova je, medutim, da 
pretpostavlja da srednji glavni napon G 2 ne utice na pocetak plasticnog tecenja, sto 
eksperimenti ne potvrduju. Ipak, hipoteza najveeeg smicuceg napona se veoma 
cesto koristi za zilave materijale i cesto daje zadovoljavajuce rezultate. 
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6.2.4. Hipoteza najveceg dejormacionog rada na promjeni oblzka 

Po ovoj hipotezi do sloma dolazi kada (specificni) deformacioni rad na 
promjeni oblika ( d~.J dostigne vrijednost deformacionog rada na promjeni oblika 
na granici sloma pri aksijalnom naprezanju ( dd'ev,ol· Kako je (vidi 5.2: 10): 

* _ 1 +v [ 2 2 2] ddev-
6
£ (cr1 -cr2) +(cr2-cr3 ) +(cr3-cr1 ) 

do sloma dolazi ako je 

* _l+v 2 
ddev,O-~ cro' 

~ [(cr,- cr2)2 + (crz- cr3)2 + (cr3- cr, fJ'12 = cro. 

(1) 

(2) 

(3) 

Ova hipoteza se najbolje slaze sa eksperimentalnim podacima za zilave 
materijale, pa se za njih smatr(.l najtacnijom hipotezom. Ona je, u stvari, ranije 
pominjani Misesov uslov plasticrwg tecenja (odjeljak 3.4.1 ). U mnogim slucajevima 
su, medutim, rezultati dobijeni koriscenjem ove i hipoteze o najvecem smicucem 
naponu priblizno jednaki, pa se u proracunima, zbog veee jednostavnosti primjene, 
ce$ce koristi hipoteza o najvecem smicucem naponu. Hipoteza najveceg deforma
cionog rada na promjeni oblika zove se cesto i IV hipoteza. 

Primjer 6.1. 

U porediti navedene cetiri hipoteze o slomu (zilavog materijala, cr0 =crT) u 
slucajevima: 

a) aksijalnog naprezanja, 
b) Cistog smicanja, 
c) ravnog stanja napona, 

i dati graficku interpretaciju rezultata. 

Rjdenje: 

a) U slucaju aksijalnog naprezanp (sl. P 6.1 (a)) glavni napom su cr 1 = cr, 
cr2 =cr3=0, paje: 

I: cr=cr7 

II: cr=c:rT 

I II: cr = crr 

IV: c:r=cr7 , 

tj. sve cetiri hipoteze daju isti rezultat da do sloma dolazi ako je napon cr =crT. 

b) U slucaju Cistog smicanja (sl. P6.1(h))je c:r 1 =1. cr2=0, cr3 = -1, paje: 

III: 1=·-CYT 
2 

1 
IV: 1= r; crT. 

v3· 
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c) U slucaju ravnog stanja napona na sl. P 6.1 (c) je: 

I: 0"1 =crr III: 0"1 =crr 

II: cr1-vcr2=crr IV: (cri+cr~-cr1 cr2 )1 i2 =crr. 

Akoje, medutim, cr2 <0, tadaje: 

I: crt =crr III: cr1-cr2=crr 

II: cr1 -vcr2=crr IV: (cr;+cr~-cr1 cr2 )112 =crr. 

Graficka interpretacija dobijenih rezultata je data na sl. P 6.1 (d). 

tOt 
't-

/a) /b} 

(c;J (d) 
Sl. P 6.1. 

Kao sto se sa slike vidi, ako su cr 1 i cr 2 is tog znaka, I i III hipoteza se poklapaju, ·a 
ako su suprotnog zn~ka, onda se znatno razlikuju. III i IV hipoteza se dobro slaiu 
(najvece odstupanje izmedu njih javlja se u slucaju cistog smicanja). 

6.2.5. Mohroua hipoteza o slomu 

Za krte materijale najvise se koristi Mohrova hipoteza o slomu materijala. Pri 
formulisanju ove hipoteze Mohr se posluzio grafickim prikazom stanja napona 
pomocu krugova. Normalni i smicuCi napon u nekoj ravni kroz uoeenu tacku 
materijala dati su sa koordinatama neke tacke unutar srafirane povrsine na sl. 6: 3. 
Tacke koje se nalaze na istoj vertikali (kao sto je MN) odgovaraju ravnima sa istim 
normalnim naponom i sa razlicitim smicuCim naponom. Prirodno je pretpostaviti 
da je najkriticnije stanje, od svih ovih ravni, u onoj u kojoj je smicuCi napon najveei, 
tj. u ravni kojoj odgovara tacka M. Ako posmatramo sve moguce ravni kroz 
uocenu tacku, onda je jasno da ce kriticno stanje biti u jednoj od ravni kojoj 
odgovara tacka na spoljasnjem krugu AMC. Dakle, spoljaSnji krug (odreden sa cr1 i 
cr3 ) je sam dovoljan za odredivanje kriticnog stanja napona. Ovo je iskoristio Mohr 
i predlozio sljedeei postupa.k kao kriterijum o nastanku sloma. Eksperimentalno se 
odrede kriticna stanja pri kojima nastaje slom u slucajevima vise prostih napreza-
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nja, kao sto su aksijalno zatezanje, pritisak i Cisto smicanje, pa se nacrtaju 
odgovarajuci krugovi napona. Zatim se konstruise obvojnica tih krugova (sl. 6:4 ). 
Da bi sc ispitalo da li je neko stanje napona (cr 1 , o- 2 , cr3 ) kriticno u smislu nastanka 

Sl. 6:3 

sloma, konstruise se krug odreden sa cr 1 i cr 3 , pa ako ovaj krug tangira iii sijece 
obvojnicu, stanje napona izaziva slom, a ako je unutar obvojnice, stanje napona ne 
izaziva slom. 

Sl. 6:4-. 

Kao sto smo rekli, Mohrova hipoteza se koristi za krte materijale, iako 
pretpostavka da srednji glavni napon ne utice na slom, nije uvijek potvrdena 
eksperimentima. Mohrova hipoteza takode nalazi veliku primjenu i u mehanici tla. 
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rrimJer tl.L ,. 
Neka je za neki krti materijal crz ;;,4<1{. Odrediti pomoeu Mohrove hipoteze 

tL z~ slucaj Cistog smicanja, smatrajuCi da je obvojnica aproksimirana prayom koja 
tang1ra krugove napona koji odgovaraju zatezanju i pritisku. 

Rjesenje: 

Sa sl. P6.2 je oeigledno: 

Prema tome je 

-a£ 
\ 
\ 

"' 
Primjer 6.3. 

1 - 1 + 
HL=-cr --cr 2 L 2 L' 

OK:HL=GO:GH. 

0,8cr{ 

Sl. P6.2. 

- 1 
GH =- (cr{ + crz) 

2 

Dati graficku interpretaciju Mohrove hipoteze za slucaj ravnog stanja napo
na. Pretpostaviti da je obvojnica definisana tangentom na krugove napona koji 
odgovaraju zatezanju i pritisku. 

Rjesenje: 

JednaCina tangente na krugove napona na sl. P 6.3 (a) je 
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Do sloma nece doCi ako stanje napona lezi unutar sestougaonika na sl. P 6.3 (b). 

(b) 

Sl. P6.3. 

6.3. Dozvoljeni napon i koeficijent sigurnosti 

U prcthodnom poglavlju vidjeli smo dado sloma dolazi kada naponsko stanje 
postanc kriticno u smislu odabranc hipoteze o slomu, tj. kada je 

gdjc jc 0.,r"' tzv. uporcdni napon koji je jcdnak: 

(j'llptl! =01 

(}llJWI = (J 1 ~ \' ( () 2 + (} J) 

(I) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

rcspcktivno, poI. II. Ill i IV hipotezi. 
Prcma tome. ako zclimo da u konstrukciji ne dode do sloma, opterecenje i 

dimenzije moraju biti takvi da je u kriticnoj tacki konstrukcije 

(6) 

M cdutim, u praksi sc zahtijcva da uporedni napon bude znatno manji, tj. 

zahtijcva sc da jc 

CJ upor ::s; cr d ' 
(7) 

gdjc jc 0<1 tzv. dozvoljeni napon koji se dobija kada se cr0 podijeli sa tzv. 
koeficijcntom sigurnosti n0 ( > 1 ), tj. 

(8) 

Za 7ilavc matcrijale je crd=crT/nT, a za krte crd=crJnL (sl. 6:5), gdje su nT 1 IlL 

kocficijenti sigurnosti prema tecenju, odnosno lomu. Koeficijent sigurnosti koji 

141 



definise dozvoljeni napon uvodi se zbog cinjenice da se u konkretnim problemima u 
inzinjerskoj praksi cesto ne moze tacno predvidjeti i poznavati priroda i veliCina 
opterecenja konstrukcije, niti se tacno poznaju mehanicke i druge osobine materija
la sa kojim se radi, pa se, prema tome, ne moze biti siguran ni u preciznost 
dobijenih rezultata o stvarnom naponskom stanju. Osim toga, cesto se konstrukcija 
modelira tako da se zanemaruju odredeni efekti koji su inace prisutni u stvarnosti, 
pa se i ta tacnost nadoknaduje uvodenjem (i povecavanjem) koeficijenta sigurnosti. 

Sl. 6:5. 

(j 

aL -----

a -
'd 

Izbor koeficijenta sigurnosti je od izuzetne vaznosti. Ne postoje neke odrede
nc preporuke o izboru ovog koeficijenta, pa izbor cesto poCiva na iskustvu i 
procjeni projcktanta. Ako je izabrani koeficijent sigurnosti suvise mali, tj. dozvolje
ni napon suvisc veliki, konstrukcija se mbze pokazati slabom u eksploataciji, a ako 
jc koeficijent sigurnosti suvise veliki, konstrukcija moze bez potrebe postati suvise 
tcska i ncckonomicna. VeliCina koeficijenta sigurnosti se obicno krece od 1-10, 
zavisno od tacnosti poznavanja i vrste materijala, te poznavanja opterecenja. Za 
k rtc matcrijale je koeficijent sigurnosti veCi nego za zilave materijale. 
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DIO II 

TEORIJA GREDE 





7. AKSIJALNO NAPREZANJE CREOE 

7 .1. Uvodne napomene o gredi 

Greda (gredni nosac) iii stap je tijclo kume je jedna dimenzija znatno veta od 
preostale dvije. Greda je ogranicena sa cilindricnom povrsinom (tzv. haena povrsi
na grede) i sa dvije ravni koje su upravne na bocnu povrsinu grede (tzv. osnove iii 
bazisi grede) (sl. 7: 1 ). Kao takva greda predstavlja jed an od osnovnih konstruktiv
nih elemenata u veeini gradevinskih i masinskih konstrukcija. Ona maze biti 
optereeena na razne nacine, na primjer, na istezanje iii pritisak, torziju, savijanje iii 
kombinaciju ovih optereeenja. Nas je zadatak da za svaku od ovih vrsta optereeenja 
(naprezanja) odredimo izraze za napon, deformaciju i pomjeranja u gredi, i time· sve 
pripremimo za njeno dimenzionisanje i provjeru izdrzljivosti, fleksibilnosti i 
stabilnosti. 

' \ 
0 \ 

,.-9 I 
I I 
I I 
t/ 

y 
Sl. 7: 1. 

u analizi koju cemo sprovesti posmatracemo prave grede, cija je uzduzna osa 
prava linija paralelna izvodnici cilindricnog omotaca grede. Pri tome cemo pretpo
stavljati da je greda od homogenog i izotropnog materijala Cija mehanicka svojstva 
poznajemo. Izuzev u posljednjem poglavlju, analiziracemo problem elasticnog 
deformisanja, dok je posljednje poglavlje posveceno plasticnom deformisanju gred
nog nosaca. 

U nizu primjera koji prate teorijsko izlaganje posmatracemo kako gredne 
nesace, tako i nosace sastav!jene iz vise greda, tj. stapova (na primjer, ramove, 
resetkaste nosace i sl.), i pokazati nacin njihovog rjdavanja. 

7 .2. Izrazi za napon i deformaciju 

Posmatrajmo gredu opterecenu na bazisima ravnomjernim optereeenjem u 
aksijalnom pravcu intenziteta Pz koje se maze redukovati u tezistima bazisa na 
aksijalnu silu Tz = Pz A, gdje je A povrsina poprecnog presjeka (bazisa) (sl. 7: 2). 

10 Otpornost materijala 
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Ovako optereeena greda je, ka.Zemo, u stanju aksijalnog naprezanja. Odredimo 
napone, deformaciju i pomjeranja ovako optereeene grede. KoristeCi se semi-

17------ mt:::t:.-----... z 

~ A ~ z z 
Sl. 7:2. 

inverznim metodom teorije elasticnosti, pretpostavimo da je naponsko stanje u 
gredi dato sa: 

crzz =const., ( 1) 

Ocigledno je da pretpostavke (1) zadovoljavaju i Cauchyeve jednaeine ravnoteze 
(4.1: 1) i Beltrami-Michellove jednacine kompatibilnosti (4.3: 3). Takode je ocigled
no da su granicni uslovi (4.1 : 2) na bocnoj povrsini grede zadovoljeni, jer su sve 
komponente napona, izuzev crzz• jednake nuli. Granicni uslovi na bazisima svode se 
na 

(2) 

tj. nap on cr == jednak je ravnomjernoj speci ficnoj povrsinskoj sili p = na bazisima. Ovo 
je tacno rjesenje problema aksijalnog naprezanja grede kod koga je aksijalno 
opterecenje na bazisima rasporedeno na ravnomjeran nacin. Ako je, niedutim. 
aksijalno opterecenje na krajevima rasporedeno na neki drugi naein (neravnomjer
no ). ali se i dalje mo:Ze svesti u tezistu bazisa na aksijalnu silu Tz ( = p=A ), tada 
zbog Saint-Venantovog principa izvedeno rjesenje je tacno rjesenje dovoljno daleko 

~ T_ 
od krajeva grede. U sredisnjem dijelu VY grede (sl. 7:3) stanje naponaje: cr===-j· 
crxx=crn.= ... =crzx=O, au okolini krajeva grede, tj. u dijelovima CD grede, stanjc 
napona je komplikovanije. 

~ ......., ........ 0--+-l __ ®_....~r--f ®__.1 ~c:;;;;:~~~~ Jp(x y)dA=Tz 

p{;y) J ~ p{ x,y) 
Sl. 7:3. 

Odredimo sada deformacije koje sc javljaju kod aksijalnog naprezanja. Iz 
Hookeovog zakona (4.3: 2) direktno slijedi: 

Ezz =E P: 

(3) 

gdje su x i y bilo koje dvije upravne ose kroz teziste bazisa z = 0 (sl. 7:4 ). Iz (3) je 
oeigledno da je £= =EYY =- VEzz· 
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Korespondentna pomjeranja dobijamo integracijom iz (3): 

(4) 

u =!_p (z-~). 
z E z 2 

Iz (4) je oeigledno da sve tacke jednog poprecnog presjeka imaju ista pomjeranja u 
pravcu z ose, tj. ravni popreeni presjeci ostaju i nakon deformacije ravni i pomjeraju 

l 

X 

y 
Sl. 7:4 

se translatorno u pravcu z ose. Ocigledno je, takode, da se zbog simetrije poprecni 
presjek z = 1/2 "ne pomjera u pravcu z ose, tj. uz {l/2) = 0. Tacke na z osi (x = y = 0) 
pomjeraju se samo u pravcu z ose (ux=uy=O), dok tacke na osi paralelnoj z osi 
imaju i poprecna pomjeranja ux i uy, pri cemu oeigledno prave paralelne z osi ostaju 
paralelne z osi i nakon deformacije, samo se priblizuju iii udaljuju od nje zavisno da 
li je u pitanju istezanje iii pritisak. Izduzenje grede L1l jednako je 

(5) 

Ako p= izrazimo prcko ukupne sile istezanja F==- Tz, izduzenje (5) mozemo izraziti i 
u obliku 

Fl 
L11=--. 

EA 
(6) 

Dakle, izduzcnje grcdc (stapa) jc direktno proporcionalno sa silom F i duzinom 
grede /, a obrnuto proporcionalno sa EA. VeliCina EA naziva se krutost na 
istezanje. 

Iz (6) takode vidimo da je 

(7) 

tj. dilatacija £== je zaista relativna promjena duzine stapa /)./jl. 

to• 
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Sl. 7:5. 

S obzirom da je kod aksi
jalnog naprezanja grede stanje 
napona isto u svim tackama 
(komponente tenzora napona (1) 
su nezavisne od x, y i z koordi
nate), stanje napona je homage
no. U proizvoljnoj tacki grede 
Mohrov krug napona je prika
zan na sl. 7:5. Odavde je Iako 
naCi napone u kosoj ravni grede 
pod nekim uglom u odnosu na z 
osu (vidjeti primjer 7.1 ). 

7.3. Deformacioni rad kod aksijalnog naprezanja 

Specificni deformacioni rad aksijalno opterecene grede dobicemo ako u opsti 
izraz za speci ficni deformacioni rad elasticno deformisanog tijela (5 .2: 2) uvedemo 
izraze za napon i deformaciju iz prethodnog poglavlja. Dohijamo 

r 
d* =2 0 ==£==' 

odnosno, izrazavajuci d* samo preko napona iii samo preko deformacije: 

I p 
d*(cr)=-a:_=--

2£ -- 2EA 2 

I , I (!1.1)
2 

d* (<;) =- EE- =- E -. -2 zz 2 I 

Ukupan deformacioni rad u gredi je 

d= J d*dV, 
v 

tako da, koristeci (2) i (3 ). dobijamo nakon integracije: 

F2 1 
d(F)=-

2EA 

1 (!1.1)2 

d(!li)=-EA -. 
2 I 

Iz (5) i (6), koristeci Castiglianove stavove (5.5.2:8) i (5.5.2: lO),je oCigledno: 

(1$ (F) Fl 
!1.1 

()F EA 

8 d (!1.1) !1.1 
F =EA-. 

a (!1./J I 
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7.4. Dimenzionisanje pri aksijalnom naprezanju 

Da ne bi doslo do sloma u gredi izlozenoj aksijalnom naprezanju, mora biti 
(po sve cetiri hipoteze, poglavlje 6.2) 

(1) 

gdje je dozvoljeni napon 

(2) 

za zilave materijale, a 

(3) 

za krte materijale. VeliCina crT, odnosno cr L se eksperimentalno odreduje u testu 
istezanja, odnosno pritiska, a koeficijent sigurnosti zavisi od vrste materijala {za 
celik je nT~ 1,7, a za sivi liv nL ±3-4). Kako je 

F 
(4) 

to za zadatu silu F povrsina poprecnog presjeka mora biti 

(5) 

a ako je poznata povrsina, onda je sila koju greda moze izdrzati da ne dode do 
sloma 

(6) 

Na mjestima koncentracije napona (vidjeti poglavlje 7.5) koja se javlja u 
okolini naglih promjena oblika, kao sto su zarezi, rupe i sl., pojavljuju se znatno visi 
naponi nego sto daje (4 ), pa se pri dimenzionisanju ovo uzima u obzir tako sto se 
propisuje veCi koeficijent sigurnosti. Ovo je naroCito bitno kod krtih materijala, jer 
se prslina javlja bas na tim mjestima, sto vodi lomu, dok se kod zilavih materijala 
javlja samo lokalna plasticna deformacija u okolini mjesta koncentracije napona, 
sto ne rezultira stvarnim lomom konstruktivnog elementa. 

7.5. Dodatne napomene o aksijalnom naprezanju 

Ako je greda opterecena aksijalno konceptrisanim silama na bazisima, tada se 
u tacki djejstva koncentrisane sile javlja. beskonacno veliki napon. Ovo se zove 
koncentracija napona u tacki djejstva koncentrisane sile. Medutim, zbog Saint
Venantovog principa dalje od krajeva grede, na udaljenju reda velicine debljine 
grede (sl. 7: 6), naponi postaju ravnomjerno rasporedeni po poprecnom presjeku, 
isto kao da je aksijalno naprezanje izazvano ravnomjerno rasporedenim silama na 
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bazisima. Tacno rjesenje problema na sl 7: 6 je veoma tesko. naci. Fizicka intuicija je 
dovoljna da se shvate rezultati skicirani o raspodjeli napona na sl. 7: 6. U praksi se 
uvodi tzv. faktor koncentracije napona, koji zavisi od geometrije tijela, tako da je 

F 
(Jmax=K A. 

F 
Na primjer, na dubini b/4jeK=2,575, paje crmax=2,575- (sl. 7:6). 

A 

F 

b 

F Sl. 7:6. 

b 

F 

E:'lai..._~-<~e::rasr"-f 
0max•1P17asr 

Nagle promjene presjeka izazivaju vclike nepravilnosti u raspodjeli napona na 
tim mjestima. Nepravi-lnost raspodjele napona znaei da je napon u nekim tackama 
daleko veci "od prosjecnog napona, sto opet predstavlja koncentraciju 11<\I)OUa (sl. 
7: 7). Ovo zahtijeva posebnu analizu i najcesce predstavlja vrlo slozen problem. No, 

F F F F 

Sl. 7:7. 

0~ je. izuzetno vazan jer na mjestu koncentracije napona poeinje plasticna deforma
Clja l popva pukotme, StO moze dovesti j do lorna konstruktivnog elementa. 
Koncentraciju napona takode imamo u slucaju da u gredi postoji otvor (sl. 7: 8 ). 

Faktor koncentracije napona u ovom slucaju je K = crmax =K (~). i dat je u 
(Jsr b 

tehnickim prirucnicima. 
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asr=a 

a. bl 

~ Ia Om ax 

Sl. 7:8. 

Pri proucavanju aksijalnog naprezanja pretpostavljali smo da je greda prizma
ticnog oblika. Kada je takva greda napregnuta aksijalno, naponi su jednoliko 
podijeljeni po povrsini poprecnog 
presjeka. Jednolika podjda napona 
moze se aproksimativno pretposta
viti i u slucaju grede promjenljivog 
popreenog presjeka ako se presjek F 
mijenja postepeno (sl. 7: 9). Na pri- ..,. .. _ ___. 
mjer, ako je ugao ex= 20°, greska 
u sracunavanju normalnog napona 

F Sl. 7:9. 
po formuli cr =- je samo tri pro-

A 
cent a. 

Pri sracunavanju izduzenja grede promjenljivog popreenog presjeka A= A (z) 
moze se priblizno koristiti formula 

(1) 

0 0 

sto slijedi integracijom iz izraza za izduzenje elementarno malog dijela grede dz. 
Ako se takode mijenja i aksijalna sila uzduz ose grede (na primjer, u slucaju 
kontinualnog aksijalnog opterecenja kao na sl. 7: 10), tada je pribli:lno 

0 

... 
~r-el.!L - F 

!"" --, 

/ z ..sJ...z 
l 

l-z 
F(z)=F • J p(z)dz 

0 
Sl. 7:10. 

l 

I
F (z) dz 

~l= . 
EA (z) 

0 

Deformacioni rad ovakvih greda je 
l 

d=IF2
(z)dz 

2EA (z)' 
0 

pa Castiglianov stav daje 
l 

~I= o.s;l =IF (z) dz. 
oF EA (z) 

0 

(2) 

(3) 

(4) 
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U primjerima koji slijede primijenicemo teoriju aksijalno optereeene grede 
(~tapa) na problemima naprezanja konstrukcija (nosa~a) sastavljenih od vi!e ab.i
jalno optereeenih ~tapova. Posmatracemo kako stati~ki odredene, tako i stati~k.i 
neodredene nosa<:e. Dok se kod stati<:ki odredenih nosa~a sile u svim §tapovima 
mogu odrediti samo iz uslova ravnotefe, dotle se kod stati~ki neodreden.ih n:os~a 
moraju koristiti i uslovi kompatibilnosti deformacija, koji obezbjeduju da prilikom 
deformacije ne dode do raskidanja veza izmedu pojedinih dijelova nosaca. 

Primjeri 

Primjer 7.1. 

Stap (greda) AB duzine I= 25 em i povr~ine popreenog pr.esjeka A = 10 cm2 

optereeen je silom F=250 kN, kao na sl. P 7.1 (a). Odrediti: 

a) napon i deformaciju u stapu i ukupno izduzenje ~tapa, 

b) izduzenje dijela vlakna izmedu tacaka C i D koje su prvobitno bile na 
rastojanju od 2,5 em, 

c) promjenu zapremine ~tapa, 

d) promjenu povrsine popreenog presjeka stapa, 

e) napone u ravni nagnutoj pod uglom od 30c u odnosu na uzduznu z osu, 

f) maksimalni smicuci napon i ravni u kojima djeluje, 

g) Mohrov krug napona. 

Datoje: E=20MNjcm 2
• v=0,3. 

Rjesenje: 

a) KoristeCi izvedene izraze u poglavlju 7.2, imamo: 

F 250 kN 
(J" =-·=-=25-

zz A 10 cm2 ' 

€XX =€yy =- V€zz =- 0,375 ·10- 3 

F I 250· 25 
Ill= EA = 

20
. lQ3 ·lO 0,03125 em, iii Ill =Ezz I== 1,25 ·10-3 

· 25 =0,03125 err. 

b) 11 (CD)=Ezz CD= 1,25 ·10- 3 
• 2,5 =0,003125 em. 

c) Promjenu zapremine stapa dobicemo iz izraza za kubnu dilataciju: 

llV 
e=-

V' 

llV=e V= (~::xx +~::yy+Ezz) A l= ( ~ 0,375-0,375 + 1,25)·10- 3 ·10· 25 =0,125 cm3
. 

d) Sa sl. P 7 .l(b) promjena povr8ine elementarnog dijela popreenog presjeka ~tapa 
je 
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a ukupna promjena povrsine je 

.1.4 = J (s= +syy) dA = (s= +syy) A= (- 0,375- 0,375)·10- 3 ·10= 
A 

=-7,5·10- 3 cm2
. 

Znak , - " znaCi da se povrsina poprecnog presjeka stapa smanjuje pri istezanju 
stapa. 
e) S obzirom da je od svih komponenti tenzora napona jedino crzzfO, stanje 

napona pri aksijalnom naprezanju stapaje linearno. Prema tome, koristeci izraze 
iz odjeljka 1.12.3, dobijamo da su naponi u kosoj ravni (sl. P 7.1 (c)) jednaki: 

1 1 
1" = - cr ,, sin 2m=-- 25 ·sin 120" = 1 O,S3 k N/cm2

. 2 '" ~ 2 

f) M aksimalni smicuci napon jc 

i djclujc u ravnima pod uglom od 45 u odnosu na uzduznu:: osu. 

g) Mnhrov krug napona prikazan jc na sl. P7.1 (d). 

(a) (b) (c) (d} 

Sl P 7 .I. 

Primjcr 7.2. 

Na sl. P 7.2 (a) jc stub Ciji jc gornji dio od celika, a donji od Iivenog gvo:Zda. 
Stub je optcreccn sa dvije aksijalne silc pritiska F 1 i F2 . Ddrediti napone u stubu kao 
i vertikalno pomjeranje napadnih hcaka sila. Dato je: /1 = 25 em, /2 = 30 em, 

.4 1 =25cm2
, .4 2 =64cm2

, £ 1 =20MNcm2
, £ 2 =12MNcm2

• F1 =200kN, 
F 2 =300kN. 

Rje5enje: 

Ako zamislimo da smo razdvojili stub n? dva dijela CD i @, kao na sl. P 7.2 (b), 
ocigledno je da su naponi u ovim dijelovima jednaki: 

F 1 200 kN 
0' = ---=~=8 --

1 .4
1 

25 cm 2 ' 

200+300 kN 
----=7,8--2. 

64 em 
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Skracenja dijelova stuba su: 

(F1 +F2 ) 12 500· 30 _
3 1112 = 3 =19,53·10 cm=0,195mm. 

E2A2 12·10 ·64 

Pomjeranja napadnih tacaka sila su: 

I 
1 ff~F2 

(a} (b) 

Sl. P7.2. 

Prim j e r 7.3. 

Pomjeranja napadnih tacaka sila mozemo 
dobiti i koristeCi Castiglianov stav 
(7 .3 : 7). Zaista, ukupan deformacioni rad 
u stubu je 

Ff/1 (F1 +Fz)2 lz 
.91=--+ 

2E1A1 2E2A2 ' 

pa je: 

8.91 F111 (F1 +F2 ) 12 u1 =-=--+---=0 295 mm 
8F1 E1A 1 E2A 2 ' 

Dimenzionisatr stapove kruznog poprecnog presjeka konstrukcije na sl. 
P 7.3 (a) ako je dozvoljeni napon crJ = 1 kN/cm2. Odrediti zatiin pomjeranje tacke C. 
SilaF=200kN, a stapovi konstrukcijc su od drveta (£=1 MN/cm2

). 

Rjesenje: 

Iz uslova ravnoteze cvora C (sl. P7.3(bJ) nalazimo sile u stapovima: S1 = J3 F 
2 

1 
S2 =-F. Korespondentni naponi moraju biti manji od dozvoljenog napona, tj.: 

2 
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1 1 

J3 200 
2 

---=173cm2 

-F -200 
S2 2 2 2 A2 ;:;::-=-=--=100cm, 
crd crd l 



odakle nalazimo da su precniei poprecnih presjeka stapova: dl ~ 14,85 em 
d2 ~ 11,28 em. 

Komponentalna pomjeranja tacke C dobijamo pomocu sl. P7.3(e): 

Komponentalna pomjeranja tacke C mozemo dobiti i koristeCi Castiglianov stav. 
Zamislimo da u tacki C djejstvuje i horizontalna sila H (sl. P7.3 (d)). Tada je: 

S J3F 1 1s 1FJ3H df .. d k k···· 
1 
=- +'-I, 

2 
=- -- , a e ormaewm ra u onstru eiJI Je 

2 2 2 2 

Sil1 S~/2 .91=--+--. 
2EA 1 2EA 2 

Horizontalno pomjeranje tacke C onda dobijamo iz 

dok je vertikalno pomjeranje 

J3 -Fl ;-::; -Fl 
2 1 ,;3 2 

2
1 

=----+---=4mm. 
EA 1 2 EA 2 2 

fa) (b) (c) 

SI. P7.3. 

B 

D 

/d) 
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Primjer 7.4. 

Stap od bakra povrsine poprecnog presjeka A= 20 cm2 opterecen je silom 
F=lOOkN, kao na sl. P7.4(a). Oba kraja stapa su uklijestena. Odrediti napone u 
stapu. 

Rje8enje: 

Problem je jedanput staticki neodreden, jer se dvije nepoznate reakcije, RB i Rc, ne 
mogu odrediti iz jedne jedna.Cine (uslova) ravnoteZe 

(a) 

Da bismo nasli vrijednosti reakcija, potrebna je jos jedna jednaCina koju cemo 
dobiti iz uslova kompatibilnosti deformacija: kotiko se izduzio dio CD stapa, toliko 
ce se sabiti dio ~ stapa (sl. p 7.4(b)), tj. 

(b) 

Kako je: 

dobijamo iz (b) RB=~F, a onda iz (a) Rc=~F. Naponi su: 
3 3 

1 1 
-F -100 

RB 3 3 5 kN 
cr =-=-=--=-- (napon istezanja, +) 1 A A 20 3 cm2 

2 2 
-F -100 

Rc 3 3 10 kN 
cr2 = -A= -A= -20= ~3 cm2 (napon pritiska,-) 

fa) {b) 
Sl. p 7.4. 
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Primjer 7.5. 

Odrediti napone u konstrukciji koji se javljaju nakon montaie konstrukcije na 
sl. P 7.5 (c). Stap CD je izraden za L1 =0,5 mm kraCi od projektovane duzine. Greda 
BC je kruta, a stapovi CD i ® su modula elasticnosti E = 20 MN/cm2 i iste povrsine 
poprecnog presjeka. Duzina a= 1 m. 

Rjei§enje: 

Nakon montaze tacka C prede u polozaj C', a tacka D u D'. Sa sl. P 7.5 (b) je 
ocigledno: 

tako da je 

Ovo zajedno sa momentnim usfovom ravnoteze (sl. P7.5(c)) 

daje dvije jednaCine sa dvije nepoznate S1 i S2 , Cijim rjesenjem dobijamo 

2 j, 
S =--EA 1 10 a ' 

3 L1 
S =--EA. 2 10 a 

Korespondentni naponi su: 

s1 2 L1 2 0,5·10- 1 

cr =-=--£=- ·20·103 =2kN/cm2 
1 A 10 a 10 100 

S2 3L1 30,5·10- 1 

cr
2
=-=--E=- ·20·1<P=3kN/cm2

• 
A 10 a 10 100 

Sl. P7.5. 
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Primjer 7.6. 

Stap (!) konstrukcije na sl. P7.6(a) zagrije se za .1T=50°C. Odrediti napone 
u konstrukciji ako su oba stapa od ce!ika (E=20MN/cm2 , cx=1,25·10-soc- 1

). 

Odrediti takode pomjeranje tacke B. Oba stapa su iste povrsine popreenog presjeka. 

Rjdenje: 

Nakon zagrijavanja tacka B prelazi u polozaj B'. Sa sl. P7.6(a) je oeigledno 

.1l2 =.1l1 ·cos30°, (a) 

gdje su izduzenja .111 i .112 data sa: 

(b) 

Zamjenom (b) u (a) dobijamo 

(c) 

Drugu jednaCinu za odredivanje nepoznatih sila u stapovima -dobicemo iz uslova 
ravnoteze ( sl. P 7.6 (b)) 

S2 cos 30°- S1 =O. 

Iz {c) i (d) rjesavanjem dobijamo: 

S1 =0,525EAcx.1T, 

pa su naponi u stapovima: 

cr =~=0525Ea.1T=0525·20·l03 ·l25·l0- 5 ·50=656kN/cm2 (+) 
t A ' ' ' , 

cr =
52 

=0 606Ea.1T=O 606· 20·103 
· l 25 ·10- 5 ·50= 7 58 kN/cm 2 

(- ). 
2 A ' ' , ' 

Pomjeranje tacke B jednako je izduzenju stapa CD. Dakle, 

{a) 

Sl. P7.6. 

158 

y 

Rs 
(b} 

(d) 



Primjer 7.7. 

Odrediti napon u gredi promjenljivog kruznog poprecnog presjeka ( sl. 
P7.7(a)) koja je objesena u polju zemljine teze i opterecena aksijalnom silom F. 
Gustina grede je p. Odrediti takode pomjeranje donjeg kraja grede. Dato je: E, I, 
Rl, R2. 

Rje8enje: 

Zamislimo da smo presjekli gredu na proizvoljnom mjestu z (sl. P7.7(b)). Uticaj 
jednog dijela na drugi zamijenicemo normalnim naponom cr (z) koji pretpostavlja
mo da je ravnomjerno rasporeden po poprecnom presjeku. Iz uslova ravnoteze 
posmatranog dijela grede slijedi 

<J (z) A (z)- pg V (z)-F =0, (a) 

gdje je A (z) povrsina poprecnog presjeka z, a V (z) zapremina dijela grede ispod 
nivoa z. Ako sa R (z) oznaCimq polupretnik kruznog poprecnog presjeka na mjestu 
z, tadaje: 

Napon dobijamo iz (a) 

1-z z 
R (z)+=- R1 +- R 2 I · I 

n: 
V (z) =- (1- "z)[R2 (z) + R (z) R 2 +RD. 

3 

F pgV(z) 
cr(:::)=A(z)+ A(:::)' 

gdje suA (z) i V(z) definisani u (b). 
Pomjeranje donjeg kraja grede mozemo dobiti iz Castiglianovog stava 

gdje je 

c!.sd 
w (/)=a.f· 

I 

IF2 (z) dz 
.sd= 

2EA (z) 
0 

(b) 

(c) 

deformacioni rad u gredi, a F (z) =F + pg V (z) ukupna sila u poprecnom presjeku :::. 
Dakle, 

I oF (z) I I 

fF(z)~ I F(z) f[ F pgV(:::)J I 
w(l)= EA(z) dz= EA(z)dz= EA(:::)+ EA(z) iZ. (d) 

0 0 0 
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U specijalnom slucaju, kadaje R1 =R2 =R, izrazi (c) i (d) postaju: 

Primjer 7.8. 

F 
cr (z)=-+pg (1-z) 

R2rt 

Fl pgf2 
w(l)=-+-. 

EA 2E 

Sl. P7.7. 

Ry 

z 

NaCi pomjeranje cvora I resetke na sl. P 7.8 (a). Svi stapovi resetke su iste 
krutosti na istezanje EA =50 MN. Odrediti takode vertikalno pomjeranje cvora V. 
Dato je: a= 1 m, F = 100 kN. 

Rjesenje: 

as~ 
Pomjeranja tacaka resetke najlakse je odrediti koristeCi Castiglianov stav !=-, 

aF 
gdje je d ukupan deformacioni rad u resetki koji je jednak zbiru deformacionih 
radova u svakom od stapova, tj. 

" s~ L; 
d=L.,--· 

; 2E;A; 
(a) 

Resetka na sl. P 7.8 (a) je staticki odredena, pa sile u stapovima mozemo odrediti 
koristeei samo jednacine statike, tj. uslove ravnoteze cvorova resetke. Dobijamo: 

(b) 
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Vertil alno pomjeranjt.: cvora I dohqamo u 

(C) 

sto nakon zamjcnc (h) dajc 

aF (4 I 4 4 4 4 I 6 4 4 ) 
r 1=- -+-+-+-+-+3+-+-+-+ 8,32 +-+6 = 

EA ,3 3 3 3 3 3 3 3 3 

aF 
= 32,32 - = 6,46 em . 

EA 
ts 

Treba primijctiti da u izrazu (c) vcliCinc -' u stvari prcdstavljaju silc u 
?F 

stapovima resctkc odjcdinicnc silc F =I. Zaista. ako na resctku djcluju. recimo. silc 
F

1
• F

2
, ••• , F", tada sc. zbog lincarnosti problema, sila u proizvoljnom stapu CD 

resctke mozc izraziti u oh!ik u 

S;=ai!F 1 +a, 2F 2 + ... +uJ:j+ ... +a;,f11 , 

gdje su ail• (/i2• ... ' a,ll konstantc. lz (d) je ocigledno 

(d) 

(c) 

a ovo je sila u stapu CD usljcd dje_is.tva samo jedinicne silc Fj =I. Prcma tome. 
mozemo reCi da se pomjcranje proizvoljne tackc resetke moze dohiti iz izraza 

gdje su S; sile u stapovima rcsctke od jcdinicne sile na mjcstu gdjc sc tra?i 
pomjeranje, a u pravcu pomjeranja. Izraz (I) koristiccmo 1a rjcsavanje prcostalog 

dijela zadatka. 
Odredimo prvo horizontalno pomjcranjc cvor<t I 

I 12 _ 

111=- I S;SJ;· (g) 
EA i=t 

Sile S; od sile F su date sa (b). Sile S; su sile u stapovima resetke od jcdinicnc silc u 
cvoru I u pravcu horizontalnog pomjeranja ( sl. P 7.1\ (b)). Posmatranjem ravnotczc 
svakog ~.vora ove resetke nalazimo: 

(h) 

Zamjenom (b) i (h) u (g) sada dobijamo 

11 1=!!!_[(--'-)·1 +(--/3)· J -(J3+~)·1]= -5,196 aF = -1,00cm. 
EA J3 .j3 EA 
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Dobijeni znak , - " znaCi da je horizontalno pomjeranje cvora I u suprotnom 
smjeru od pretpostavljenog smjera jedinicne site na sl. P 7.8 (b). 

Vertikaino pomjeranje cvora V dobicemo iz izraza 

1 12 

l'v=--~ L S S L 
EA i~I I I I' 

(i) 

gdje su si site u stapovima resetke od jedinicne siJe;,u cvoru v u pravcu vertikalnog 
pomjeranja (sl. P7.8(c)). Postavtjanjem jednacina ravnoteze za svaki cvor ove 
resetke, natazimo: 

Zamjenom (b) i (j) u (i) dobijamo 

2 
sll =- }3' 

r~ = ;f~ L~ v~3 -( J3+~) ( -}{)-~( -~-)+2~1 ~]= 

{a) 

Primjer 7.9. 

25 uF 
- =I 667 em. 

3 EA ' 

{c) 

Sl. P 7.X 

{b) 

(j) 

Odrediti site u stapovima resetkastog nosaca na sl. P7.9(a). Svi stapovi su iste 
krutosti na istezanje EA =50 MN. Odrediti takode horizontalno pomjeranje cvora 
III i vertikatno pomjeranje cvora II resetke. Dato je: a= 1 m, F = 100 kN. 

Rjesenje: 

Resetkasti nosac na sl. P 7.9 (a) je jedanput unutrasnje staticki neodreden, jer je broj 
stapova N = 6 za jed an veCi od raspolozivog broja jednacina ravnoteze 2n- 3 = 5, 
gdje je n = 4 broj cvorova resetke. Da bismo rijesili problem, zamislimo da smo 
uklonili iz resetke jedan od stapova, recimo. stap ®, i njegov uticaj na resetku 
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zamijenili silama S6 , kao sto je prikazano na sl. P 7.9 (b). Silu S6 odredicemo iz 
uslova da je izduzenje stapa (.!) jednako razmicanju cvorova I i III resetke na sl. 
P 7.9 (b). KoristeCi Castiglianov stav ovo znaCi da je 

od' od" 
as

6 
=- as

6 
' 

(a) 

s2 L 5 sz L. 
gdje je d' =~ deformacioni rad u stapu ®,a .91" = L -'-' deformacioni rad u 

2EA i= 1 2EA 
resetki na sl. P 7.9 (b). Znak , -" na desnoj strani relacije (a) figurise zbog toga sto 
su sile S6 suprotnog smjera od razmicanja cvorova I i III. Iz (a) je sada oCigledno da 
mora biti 

ad 
-=0 
fJS6 ' 

(b) 

gdje je d= d' +.PI" ukupan deformacioni rad u staticki neodredenoj resetki na sl. 
P7.9(a), tj. 

d= i S?L;. 
i=t 2EA 

(c) 

Postavljajuci dalje uslove ravnoteze za svaki cvor resetke na sl. P 7.9 (b) nalazimo 
sile S1 - S5 izrazene preko F i S6 : 

.j2 
S 4 = F- 2 -S 6 , S 5 = - vf2 F + S 6 . 

Zamjenom (d) u (b} sada imamo 

as. 
S-' L. 

od = i I as6 I= 

oS6 i=l EA 

odakle je 

Zamjenom vrijednosti (e) u (d) nalazimo vrijednosti sila S1 - S5 : 

(d) 

(e) 

S1 =0,4F, S2 =0,4F, S3 =-0,6F, S4 =0,4F, S5 =-0,56F. (f) 

II' 
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Horizontalno pomjeranje cvora III je sada lako naCi iz: 

0..91 1 6 ~1S. 
Um=-=- L sj-' Ll= 

oF EA i=l oF 

aF J2 =-(042 ·1+042 ·1+062 ·1+042 ·1+0562
· 0.+0852

• 2)= EA ., ' ' ' ' v £. ' 

aF 
=2,3 EA =0,46cm. 

Vertikalno pomjeranje cvora II dobicemo iz izraza 

1 6 -

ru = EA .L sisiLi, 
t=l 

(g) 

gdje su S
1 

sile u stapovima resetke, date sa (f), a S1 sile u stapovima resetke usljed 
djejstva samo jedinicne vertikalne sile u cvoru II. Moze se pokazati da izraz (g) daje 
istu vrijednost za pomjeranje bez obzira da li se sile S1 sracunale za staticki 
neodredenu resetku, sa stapom @, iii za staticki odrcdcnu rcsetku, bez stapa ® 
Lakse je, naravno, naCi S

1 
za staticki odredenu resetku (sl. P7.9(c)), odakle 

dobijamo: 

S1 =-1. S2 =S3 =S4 =S5 =0. (h) 

Zamjenom (f) i (h) u (g). sada slijedi 

aF aF 
t:u = EA [0,4 · (- I )] = - 0,4 EA = - 0,08 em. 

Znak ,-" znaei da se cvor II pomjera navise, tj. suprotno prctpostavljenom smjeru 
jedinicne sile na sl. P7.9(c). 

I 

(a} (b) (c) 

Sl. P7.9. 
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8. CISTO SAVIJANJE GREDE 

8.1. Cisto pravo savijanje grede 

8 .1.1. I zrazi za napon i deformaciju 

Posmatrajmo gredu koja je optereeena na krajevima sa dva jednaka a 
suprotna sprega savijanja koji leze u jednoj od glavnih ravni grede. Dakle, neka je 0 
teziste poprecnog presjeka grede, osa z uzduzna osa grede, a x i y glavne centralne 
os~ inercije poprecnog presjeka (vidi Dodatak A) i neka spregovi 9Rx djeluju, na 
pnmjer, u glavnoj ravni yz (sl. ~: 1 ). Ovako optereeena greda je, kazemo, u stanju 

n 'v~-------hP-lt----z -¥-t--
1 I 11(X 
1/ 

X 

y 
y 

Sl. 8: I. 

cistog pravog savijanja oko ose x, tj. u glavnoj ravni inercije yz. Nadimo napone, 
deformaciju i pomjeranja ovako opterecene grede. Saglasno semi-inverznom meto
du teorije elasticnosti pretpostavimo da je: 

c=const. 

a XX =a yy = <j xy =a yz = a ZX = 0. 
(1) 

OCigledno je da pretpostavke ( 1) zadovoljavaju i Cauchyeve jednaCine ravnoteze i 
Beltrami-Michellove jednaCine komp.atibilnosti. Takode je ocigledno da su granicni 
uslovi na slobodnoj bocnoj povrsini grede zadovoljeni. Da vidimo jos granicne 
uslove na bazisima grede. Rezultujuca sila na bazisima (i u svakom poprecnom 
presjeku grede) mora biti jednaka nuli, a rezultujuCi moment mora biti jednak 
momentu 9.Jlx. Dakle: 

Tz = J azzdA '="' 0 
A 

Mx = J yazzdA =9Rx 
A 

My= J xazzdA =0. 
A 

(2) 

(3) 

(4) 
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Uslov (2) je zadovoljen jer je f ydA =0 s ohzirom da su xi y tezisne ose. Uslov (4) je 
A 

zadovoljen jer je f xydA = 0 s obzirom da su x i y glavne ose inercije poprecnog 
A 

presjeka. 
Iz preostalog uslova (3) nalazimo konstantu c. Nairne, kako je 

Sl. R , 

ffilx . . J 2 imamo c=----, gdje Je lx= y dA moment 
/, A 

inercije povrsine poprecnog presjeka u odnosu 
na x osu. Prema tome, normalni napon cr== je 
dat sa 

ffilx 
(J'zz =J y, 

X 

(5) 

sto predstavlja linearnu promjenu napona po 
visini poprecnog presjeka grede (sl. 8: 2). 

Odredimo sada deformacije koje se javljaju u gredi. Iz Hookeovog zakona 
direktno slijedi: 

v 9Jl 
" - X ' 
Exx - - £ -~- _\ , 

_\ 

J 9Jlx 
E =-- \' 

zz E I X -

Eyz = 0, 
(6) 

Knmponentalna pom_jeran_ia dohijamo intcgraci_jom iz (6): 

\' ~m 
.\ 

II =- --- \\' 
X E 1, --

J 9Jlx 
u _ = --- - v ( 2z - I), (7) 

- 2E 1, - · 

pri cemu smo. pri odreoivan_iu konstanti integracije prctpostavili da jc tcziste li_jevog 
hazisa (.::=0) fikmano, t_i. da _ie za x=y=.::=O: lix=llv=u==O. Zhog simctrijc _je 
nnda i za x=y=O . .::=1: u, =11,=11==0, a ovo daje-sest.integracionih konstanti. 

Ocigledno jc iz (7} da jc za uzduzna vlakna grede koja lczc u ravni y = 0. 
u_=O. tj. ova \lakna :,c niti izduzuju niti skracuju (za njih jc takodc 
<==i:.,x=<:rr=O, cr===O). Zato sc ravan y=O ZOH~ neutralna ravan grcde. Uzduzna 
\ iakna ispoJ OVC ravni {_I·>()) ,SC izduzu_ju (Ezz > 0), a vJakna iznad ncutraJne ravni 
sc sahija_iu (£== <0). Centralna osa grede (tj. z osa), koja se jos zove i neutralna 
osa gredc _ier _je za n_ju £== = 0. ima pomjeranja: 

II =II =0 
.\ ::: 

(X) 

tako da _ic 

, ') I 11'~"' = 11_ (::: =-- = -- _ 9)1 P _ 
.\ ' 2 8El, ·' 

((}) 

J6o 



Jednacina (8) definise tzv. elasticnu liniju grede, tj. deformisani oblik neutralne ose 
grede. Kako je poluprecnik krivine p krive uY = uY (z) dat sa 

_ _bl_ __ 
p 

i s obzirom da je za male deformacije u' 2 4 1, dobijamo 

1 
-=lu~l-p 

DiferencirajuCi (8) i zamjenom u (11) sada imamo 

1 9J1x 
-=-=const 
p EIX 

(1 0) 

(11) 

( 12) 

sto znaCi da je poluprecnik krivine elasticne Jinije konstantan, tj. elasticna linija kod 
Cistog pravog savijanja spregovima je priblizno kruzni luk. 

Nadalje, iz (7) vidimo da je u= lir\earna funkcija od y, pa ravni presjeci 
::=con st. ostaju i poslije deformacije ravni. Posto nema klizanja izmeou pravaca x, 
_I' i ::, uzduzna vlakna grede ostaju normalna na poprecne presjeke i poslije deforma
cije (sl. 8: 3 ). Daljom analizom pomjeranja (7) moze se u potpunosti naCi deformisa
ni oblik poprecnog presjeka grcde. M oze se pokazati da, recimo, pravougaoni 

2a :p- --
Or=:: z X 0 ~ 

2b 
I ~ r---. - ~ .. 

Uy I , t · • I e as tcna 
linija ty 

SL X _, 

poprecni presjek nakon deformacije ima izgled prikazan isprekidanom linijom na sl. 
X:-~- tj _ strane. x = ± u ostaju ravne, a strane y = ± h postaju parabolicne (sa 
radijusom krivine p'v, gdje jc v Poissonov koeficijent )_ 

Sa ovim smo u potpunosti 
rijesili prohlem Cistog pravog sa
vijanja grcde _ N apominjemo da 
JC ovo tacno rjcsenje problema 
pod uslovom da je moment ':Ulx 
na krajcvima ostvaren lincarnom 
raspodjelom napona. saglasno 
izrazu (5). Ako to ni_jc slucaj, 
ali je daljc Jcr==dA=O. 

® 

A Sl. H:~. 

J' XCJ==dA =0, J _\'CJ==dA =9Jix 
A A 
(sl. X: 4 ), tad a jc zbog Saint-
-Venantovog principa izvedeno 
f_lesenje tacno rjesenje dovoljno daleko od krajeva gn:dc. tj. u dijclu (j) na sL g: 4. 
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8.1.2. Deformacioni rad kod Cistog pravog savUanja 

Iz opStih izraza za deformacioni rad dobijamo u slucaju Cistog pravog 
savijanja: 

paje 

(1) 

(2) 

L 

I I I 1 (9)1 )2 9)12/ 
d= d*dV= - _x y dAdz=-x-. 

2E IX 2EIX 
(3) 

V 0 A 

Sl. 8:5. 

Iz (3) je primjenom Castiglianovog stava 

od Wl) 
oWl = EI = 2<p ' 

X X 

(4) 

gdje je 2<p ugao za koji zarotiraju po
precni presjeci krajeva grede nakon djej
stva sprega savijanja Wlx (sl. 8: 5). 

Zaista, iz (8.1 .1: 8) je 

du Wlx I 
<p~tg<p=-Y(z=O)=- (5) 

dz 2Eix 

Izraz za deformacioni rad mozemo takode napisati u obliku 

(6) 

Ako (6) izrazimo samo preko ugla <p, tada je 

EIX 2 
d(<p)=2, (2<p) , 

tako da odavde, preko Castiglianovog stava, slijedi 

od (<p) EIX 
t' (2<p) =-~- 2<p =Wlx. 

8 .1.3. Elementarna teorija Cis tog pravo{J savijanja 

(7) 

(8) 

u prethodnom odjeljku nasli smo tacno rjesenje problema cistog pravog 
savijanja koristeCi jednaCine elasticnosti i semi-inverzni metod. Sada cemo dobiti to 
isto rjesenje na jedan eletnentaran nacin, bez striktnog_ koriscenja jednacina elastic-
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nosti. Ovo ce predstavljati primjer jednog klasicnog rjesenja na nivou elementarne 
otpornosti materijala. Dakle, posmatrajmo prizmaticnu gredu optereeenu na kra
jevima sa dva jednaka a suprotna sprega savijanja rolx koji lefe 'u glavnoj ravni 
grede yz (sl. 8: 6). Pod djejstvom spregova rolx doei ce do deformacije grede. 
Pretpostavimo da ce pri ovoj deformaciji greda preei u oblik kruznog luka, pri cemu 
ce poprecni presjeci grede ostati ravni i upravni na uzduzna vlakna grede. Ova 
pretpostavka naziva se Bernoulli-Eulerova hipoteza o ravnim presjecima. Ona 
slijedi iz simetricnosti optereeenja, kao i iz eksperimentalne evidencije: Dakle, kao 
rezultat deformacije poprecni presjek cd, koji je prvobitno bio paralelan sa popree
nim presjekom ab na rastojanju dz, zarotira u odnosu na presjek ab za ugao dcp {sl. 
8: 7). Vlakna na konveksnoj strani grede su izduzena, a na konkavnoj strani 
sabijena. Negdje izmedu gornjih i donjih vlakana grede postoji povrs y}akana koja 
ostaju nepromijenjene duzine nakon deformacije grede. Ova povrs se zove neutralna 
povrs grede, a njen presjek sa glavnom ravni yz naziva se neutralna osa grede. Njen 
presjek sa ravni poprecnog presjeka grede naziva se neutralna osa poprecnog 
presjeka. 

y y 
Sl. 8:6. 

Neka AB na sl. 8: 7 predstavlja neutralnu osu grede. OznaCimo njen pohiprec
nik krivine sa p. OCigledno je 

pdcp =dz, 

gdje je dz duzina vlakna mn. Izduzenje vlakna pq koje je na rastojanju y od 
neutralne .ose je 

(p + y) dcp- pdq> = ydcp, 

pa je dilatacija tog vlakna 

ydq> y 
£zz=~=p, ( 1) 

tj. proporcionalna je :sa uda
ljenjem y od neutralne ose. 
Korespondentni napon dobi
jamo iz Hookeovog zakona 

E 
O"zz =££zz =- Y· 

p 
(2) b 

Sl. 8:7. 
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Ovo pokazujc da sc napon u gredi nastao usljed cistog savijanja grede mijenja 
lincarno sa udaijenjcm od neutralne povrsi. Da bismo odredili polozaj neutralne 
pnnsi u grcdi, kao i vezu izmcdu radijusa krivine p i momenta 9J1x, koristimo uslov 
ravnotczc da sc naponi a== definisani sa (2) moraju u svakom poprecnom presjeku 
rcdukovati samo na rezultujuci moment 9Jlx (sl. g: i:\ ). Dakle, neka je dA elemenat 

dA 

y y 
Sl. 8:8. 

povrsinc poprecnog prcsjeka na udaljenju y od ncutralne ose, tada je sila koja 
djelujc na ovom elcmcntu a __ dA. Ukupna (rezultujuca) sila na cijelom poprecnom 
p.resjeku mora biti jednaka nuli, tj. 

J O"zzdA =0, 
.-I 

t)daklc. s obzirom na (2). slijedi da mora biti 

J ydA =0. (3) 
A 

Ovo znaci da jc tacka C tc:Zistc poprecnog presjeka, a nautralna osa (tj. x osa) je 
tc?isna osa. Moment clementarne silc a==dA oko ose x je .\'O"==dA, a rezultujuci 
moment svih siLt nwra biti jcdnak momcntu 9Jlx, tj. 

Odanlc jc, nakon zamjcne (2), 

J yerz:dA =9Jlx. 
A 

E 
-I,=9Jlx, 
p 

(4) 

gdjc je 1, = J y2 
dA moment inercije povrsinc poprecnog prcsjeka u odnosu na x osu . 

.-1 

I 
Iz (4) je ociglcdno da jc krivina K = ·- deformisane ncutralne ose grcdc 

p 
proporcionalna momcntu savijanja ~mx, a obrnuto proporcionalna krutosti grede na 
savijanje El,, tj. 

~m 
X 

(5) 
p EIX 
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Zamjenom (5) u (2) dobijamo konacan izraz za napon u savijenoj g:rcdi 

9Jlx 
()zz=-y, 

IX 
sto je identicno sa ranije izvedenim izrazom (8 .1.1 : 5 ). 

Napominjemo da je u izrazu (6), odnosno 
(8.1.1: 5), neophodno koristiti konvenciju o znaku 
pozitivnog momenta 9Jlx prikazanu na sl. 8:9. 
kako bi se za istegnuta vlakna (y > 0) dobio pozi
tivan napon (crzz>O), i obrnuto. 

8.1.4. Dimenzionisanje pri Cistom prauom 
savijanju 

Iz izraza (8.1.1: 5), odnosno (8.1.3: 6), vi-
dimo da su ekstremne vrijednosti normalnog Y 
napona u gornjim i donjim vlaknima grede, tj. Sl. 8:9. 
u najudaljenijim vlaknima od neutralne x ose 
(sl. 8: 10). Dakle, maksimalni napon istezanja je 

"'_9Jlx 
1 

9Jl 
,.,. '& ' a maksimalni nap on pritiska J. e a 0 = ~ , .. 
:---' zz - I J I' == I J 2 

X X 

VeliCina I 
~=-·: 

.l'i 
(i= I, 2) (I) 

naziva se otporni moment presjeka. Pri dimenzionisanju se zahtijcya da najvcca 
apsolutna vrijednost normalnog napona ne pred · dozvoljenu vrijcdnost napona, tj. 

odakle je otporni moment 
/ x 9Jlx 

Wx=-----~-. 
JYmaxl ad 

(2) 

Ovo definise potrebne dimenzijc poprecnog presjeka grede. 
Ako su karakt~ristike na istezanje i pritisak razliCitc (0,; =/=0,/ ). tada prilikum 

dimenzionisanja treba zahtijevati: 

(3) 

z X 

y 
y Sl. 8:10. 
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Primjor ~.1. 

I 
Tanki aluminijski stap pravougaonog popre<:nog presjeka b X h = 2 X 20 em i 

duzine L =40 em savijen je spregovima u kruzni luk eentralnog ugla <p = 60°. Koliki 
je maksimalni napon u stapu? Modul elasticnosti je E = 7 MN/em2 • Koliki je 
maksimalni ugib? 

Rjesenje: 

OznaCimo sa p poluprecnik krivine deformisane ose stapa (sl. P 8.1 ), tada je 

L 40 120 
p=-=-=-=38,22em. 

<p n/3 n · 

Iz (8.1.1: 11) dobijam-o vrijednost korespondentnog momenta 

El IDl =-X 

X p 

Zamjenom (b) u izraz za napon (8.1.1: 5) dobijamo 

E 
(jzz=-y, 

p 

tako da je maksimalni napon u stapu 

Eh 7·103 1 kN 
(jmax=- -=--·-=4 58-. 

zz p 2 38,22 40 ' em2 

p 

Sl. P 8.1. 
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Maksimalni ugib mozemo dobiti koriscenjem izraza (8.1.1 : 9), iii iz 

u;•x = p ( 1 - cos ~) = 38,22 · ( 1 - ~) = 5,12 em, 

kao sto je oCigledno sa sl. P 8.1. 

P ri mj er 8.2. 

Grede poprecnih presjeka kao na sl. P 8.2(a) opterecene su pozitivnim mo
mentom savijanja 9Jlx =54 kNm. Odrediti napone u naznacenim tackama A, B i C 
presjeka. 

,.~.~ 'fi} 
~ ~ .. ~ 

(d) 

L~I"' '"'"" 

Sl. P 8.2(a) 

Rjesenje: 

a) Za pravougaoni poprecni presjek moment inercije je 

paje 

sto je prikazano na sl. P 8 .2 (b). OCigledno: 

B kN 
crzz =crzz (y= -10)=- 8,1 --2' 

em 

b) U ovom slucaju je 

pa je 

kN 
cr:z=cr.z (y=10)=8,1-2 • 

• · em 

n: . l(f n: . 54 

I =-----=7363 cm4 

X 4 4 ' 
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sto je skicirano na sl. P8.2(c). Prema tome je: 

B kN 
cr zz = cr == (Y = - 5) = - 3 ,65 -

2 
, 

em 

kN 
O"~z = 0" zz (y = 1 0) = 7,3 -

2 
. 

em 

c) Teziste profila na sl. P8.2(d) je lako naci, a zatim 
I,= 765X cm4

, pa je 
moment merclJC 

(J===0,705y. 

Odavde jc: 

4 kN 
0~: =crzz (y =- 2.4) =-I ,69 ~i, 

em 
kN 

O"~z =cr=z (y= -7,4)=- 5,22 -,. 
em-

c kN 
cr===cr== (y=l2.6)=8,88--,-. 

em-

d) Za I 30 profil nalazimo iz tablica (vidi Dodatak C) da je ix = 9800 cm4 , pa jc 

crzz =0,551 _\'. 

Odavde je (sl. P~U(e)): 

B kN 
crzz =crzz (y=- 6,25) =- 3,44- i. 

em 

(b) (c) {d) tel 
Sl. pg2 (h)--(c). 

Primjer 8.3. 

a) Dvije grede, jedna kruznog a druga kvadratnog poprecnog presjeka, imaju 
iste povrsine poprecnih presjeka A. K oja od njih je izdrzljivija na savijanje? 

b) Od dvije grede pravougaonog poprecnog presjeka b
1 

x h
1 

i b
2 

x h
2

, istih 
povrsina poprecnog presjeka (b 1 h1 = h2h2 ), koja je izdrzljivija na savijanje, ako je 
hr>hz? 

c) Izracunati otporni moment Wx dvije paralelne trake povrsina A/2 na 
rastojanju h. ZakljuCiti zasto se u konstrukcijama cesto koriste I i slicni profili. 
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Rje5enje: 

a) Otporni moment presjeka definisan je sa 

tako da je 
9R 

crmax _x 
zz w' 

X 

odakle vidimo da je greda izdrzljivija na savijanje sto joj je veCi otporni moment. 

Dakle: 
a4 

U a 3 AJA. 
W =-=-=--=0,1667AJA a=JA 

x.l a 6 6 , 

2 

rr.R4 

4 rr.R 3 

Wx 
2
=-=-=0,141AJA., 

. R 4 

pa Je wx.l > wx.2> tj. izdrZijivija je greda kvadratnog poprecnog presjeka (sl. 

P8.3(a)). 
b) Za poprecni presjek CD na sl. P 8.3 (b) je 

V0IJ = !JY = b1hf =A h1 

x Y~ax 6 6 ' 

dok je za poprecni presjek CD 

~ = ~~-= b2hl= A h2
, 

J'max 6 6 

pa je WJY > ~, s obzirom da je h1 > h2 • Na primjer, greda poprecnog presjeka 
b x h (b <h) opterecena na savijanje spregovima 9Jlx izdrzljivija je u polozaju CD 
nego u polozaju CD (sl. P8.3(c)). 

c) Moment inercije dvije uske trake na sl. P 8.3 (d) je 

I = 2 --+ - - ~- A . [h83 (h)z A] h2 

X 12 2 2 4 

pa je otporni moment 

U opstem slucaju za proizvoljan poprecni presjek povrsine A je 

I 1 f f( y )
2 

Wx=_x_=-- Y2 dA=Ymax -- dA<YmaxA, 
Y max Y max Y max 

A A 
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. . y 1 d' Jer Je -- < . Je mo ako bi se poprecni presjek sastojao iz dvije uske trake 
Ymax 

(pojasa) povrsine A/2 na rastojanju h = 2ymax' otporni moment bi bio 
Wx=YmaxA. Ovo bi bio idealni oblik poprecnog presjeka, a njegov otporni 
moment najveCi. No, da bi greda bila cjelina, pojasevi se moraju spojiti, pa 
dobijamo I, [ i druge profile koji, dakle, imaju veliku vrijednost otpornog 
momenta, tj. veliku izdrzljivost na savijanje. 

-----m· ~ .~ ~~ 4• . ~h 
ly 1 ~ T . ~ ly Af2 

y 

{II} (b} (C} (d) 

Sl. P 8.3. 

Cesto se definise i tzv. stepen iskoriscenja presjeka kao odnos otpornog 
momenta presjeka prema idealnom otpornom momentu Wi = Ymax A, tj. 

Naravno, uvijek je 11 < 1. 

Primjer 8.4. 

Greda kvadratnog poprecnog presjeka hxh opterecena je moment om savijanja 
9J1x. U kojoj je od pozicija prikazanih na sl. P 8.4 greda izdrzljivija? 

X 

y y 
Sl. P8.4. 

Rje8enje: 

Kako je: 

<D -~ Ymax-
2

, 
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imamo: 

pa je ~ > U1', tj. greda je izdrZljivija u polozaju Q). 

Primjer 8.5. 

Greda kvadratnog poprecnog presjeka 
je opterecena na savijanje u ravni dijagonale 
kvadrata (sl. P 8.5). Pokazati da greda posta-
je izdrzljivija na savijanje ako odsijeeemo 
srafirane dijelove kao na slici. Koliko je 13 za 
koje je greda najizdrzljivija? 

Rje8enje: 

Za 13=0 je 

cf 
I=-

x 12' 

dok je za 13f0: 

0 

Najvecu vrijednost za Wx= Wx (j3) dobicemo iz uslova 

dWx 2 -=0· 913 -1013+1=0, dl3 . 

1 ~ 
sto daje 13=-, odnosno ~ax= 1,0535 ~· 

9 6v2 

y 
Sl. P 8.5. 

1 
Dakle, ako odsijeeemo uglove za 13 = 9, o.tporni moment poraste za 5,35% (tj. 

za toliko se smanji maksimalni napon cr~ax). Rezultat je logican, jer otkidanjem 
uglova Ix se smanji proporcionalno manje od Ymax' pa se Wx poveea. 

Primjer 8.6. 

Greda od livenog. gvozda poprecnog presjeka na sl. P 8.6 optereeena je 
pozitivnim momentom. savijanja u glavnoj ravni yz. Ako je cr; =20 MPa 
cr;; = 80 MPa, koliki je maksimalni momenf Wlx kojim se greda smije opteretiti? 
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Rje8enje: 

Lako je pokazati da je teziste poprecnog presjeka na udaljenju 7,9 em od vrha 
pro fila i da je moment inercije pro fila Ix = 2528 em4

. Kako je 

9)1x 
.O'zz=J y, 

X 

to je 

odakle mora biti 

20·10- 1 

9J1 :::;: 714 kNcm=7,14 kNm. 
X 0,0028 

Takodeje 

odakle mora biti 

80·10- 1 

9J1 :::;: 2580kNem=25,8 kNm. 
X 0,0031 

_.. Maksimalna vrijednost momenta kojim smijemo opteretiti gredu je 

9J1;'"x=min {7,14; 25,8} =7,14 kNm. 

Primjer 8.7. 

5 

y 
Sl. P8.6. 

Drvena greda pravougaonog poprecnog presjeka dimenzija 15 x 20 em pojaca
na je sa donje strane celicnom plocom 15 x 1,5 em. NaCi maksimalni moment 9J1 
kojim greda moze biti opterecena ako je dozvoljeni napon drveta crd, 1 =0,8 kN/em\ 
a celika cr d 2 = 16 kNjem2

. Modul elasticnosti drveta je E1 = 1 MN/em2
, a celika 

E2 =20 MN/cm2
. 
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Rje8enje: 

Kako se greda ponasa pri deformaciji kao jedna cjelina (sl. P 8.7 (a)), to je 
deformacija na proizvoljnom mjestu udaljenom y od neutralne ose data izrazom 
(8.1.3: 1), tj. 

dok je napon definisan sa: 
y 

crzz 1 =E1 £zz=E1-
' p 

y 
cr zz 2 = Ez £zz = E2-' 

' p 

sto je skicirano na sl. P 8.7 (b). 
Iz uslova da je 

20-n 21,5-n 

Tz= fazzdA= f Gzz,1dA+ f Gzz,zdA= f E1 ~15dy+. f 

A 20-n 

y 
E2 - 15dy=O 

p 

(a) 

(b) 

dobijamo 11 = 16,45 em, sto definise neutralnu osu spojenog poprecnog presjeka. Iz 
preostalog uslova 

1 
=- (E1Ix 1 +Ezlx 2)=IDlx 

p ' ' 

dobijamo izraz za krivinu deformisane neutralne ose grede 

1 IDlx 

P E1Ix,1 +Ezlx,2 
(c) 

Zamjenom (c) u (b) sad a je: 

(d) 

Kako je u nasem slucaju Ix 1 =22481 cm4 i Ix 2 =420 cm4
, zamjenom u (d) imamo: 

' ' 

12* 
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tako da je: 

9Jl 9Jl 
crmax =--"-116 451 =-x-

zz,l 30886 1 ' 1876 

Iz zahtjeva 

onda slijedi 9Jlx::::; 15 kNm, dok iz zahtjeva 

crmax ::::; cr = 16 
zz,2 d,2 

slijedi 9Jlx ::::;49 kNm. Prema tome, maksimalni moment 9Jlx kojim se moze opteretiti 
greda je 

roz;a"=min {15;49} = 15 kNm. 

y. y y 

(a) (b) 

Sl. P8.7. 

8.2. Cisto koso savijanje 

8.2.1. Izrazi za napon i deformaciju 

U prethodnom poglavlju analizirali smo slucaj cistog pravog savijanja koje se 
javlja ako se greda optereti spregovima savijanja koji leze u jednoj od glavnih ravni 
grede. Ako to nije slucaj, tj. ako imamo savijanje grede sa dva jednaka a suprotna 
sprega koji ne leze ni u jednoj od glavnih ravni grede, tada govorimo o Cistom 
kosom savijanju. Dakle, neka su x i y glavne centralne ose inercije popreenog 
presjeka, z ·uzduzna tezisna osa grede, i neka spregovi 9Jl djeluju u ravni II- II koja 
se ne poklapa ni sa glavnom ravni yz ni sa glavnom ravni xz (sl. 8: 11 ). 
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Odredimo napone i deformaciju kod ovakvog naprezanja grede. To mozemo 
lako postiCi koristeCi se principom superpozicije. Razlozimo moment 9Jl u kompo
nente illlx i 9JlY kao na sl. 8 : 11. Komponenta 9Jlx izaziva Cisto pravo savijanje u 

X 

y y 

Sl. 8:11. 

glavnoj ravni yz, a komponenta 9JlY Cisto pravo savijanje u glavnoj ravni xz. 
Pokazali smo u prethodnom poglavlju da je napon koji se javlja usljed momenta 9Jlx 
dat sa 

( 1) 

dok je napon koji se javlja od momenta 9JlY, po analogiji sa izrazom (1 ), dat sa 

9Jly 
crzz=-X. 

IY 
(2) 

Na osnovu principa superpozicije napon. koji se javlja od sprega 9Jl jednak je zbiru 
napona koji se javljaju posebno od komponente 9Jlx i komponente 9JlY, tj. 

9Jlx 9Jly 
crzz=-y+-x. (3) 

IX Iy 

Oznacimo sa a. ugao koji pravac vektora 9Jl ctm sa pozitivnim smjerom x ose 
(mjeren od 9Jl u smjeru suprotnom kretanju kazaljke na satu). Tadaje 9Jlx=Wl coso: 
i 9Jl = 9Jl sin a.. (M omenti 9Jlx i 9JlY sa smjerom kao na sl. 8: 11 istezu vlakna y > 0 i 
x >0, pa ih sa takvim smjerovima uzimamo kao pozitivne). Zamjenom u (3) imamo 

(
cos a. sin o: ) 

cr =9Jl --y+--x . 
zz I I 

X y 

(4) 

Ovo je izraz za napon kod grede opterecene na Cisto koso savijanje. Vidimo da je 
napon crzz }inearna funkcija koordinata Xi y. 

Deformacije se sada nalaze direktno iz Hookeovog zakona: 

V (9Jlx Wly ) 
E==-E I: y+I;x , 

(5) 
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Komponentalna pomjeranja slijede integracijom iz (5): 

V ffilx V IDly [y2 
2 1 2 J u =---xy+-- --x --(z -·lz) 

X E IX 2E Iy 2 v 

V ffilx [ 2 2 1 2 J 1 IDly u =-- x ~y --(z -lz) ---xy 
y 2E IX v 2E Iy 

(6) 

u = -
1 

Wlx y (2z ___; l) + -1 
IDlY X (2z- l) 

z 2E I 2E I ' 
X y 

pri cemu su koristeni isti granicni usl.ovi kao i u siucaju Cistog pravog savijanja. 
Da. bismo nasli neutrainu ravan (tj. ravan grede Cija vlakna ostaju posiije 

deformacije nepromijenjene duzine), postavijamo uslov uz=O (iii czz=O, iii crzz=O), 
odakie siijedi 

tj. 

y=-G:tgcr)x, (7) 

a ovo je tezisna ravan koja sijece poprecni presjek grede po pravoj y = (tg p) x, _ 
gdje je 

(8) 

Ova prava se zove neutraina osa popreenog presjeka (n- n na sl. 8: 12). Evidentno 
je iz (8) da za razliku od Cistog pravog savijanja, neutraina osa n- n poprecnog 

n 
n 

n 

y 
Sl. 8:12. 

presjeka kod cistog kosog savijanja ni
je upravna na ravan II- II u kojoj 
djeiuju spregovi IDl (izuzev ako je 
Ix =I Y' no tada nema kosog savijanja 
jer je svaki pravac kroz teziste poprec
nog presjeka giavni pravac ). 

Pomjeranja tacaka z ose (neu
tralne ose grede) dobijaju se iz (6) 
stavljajuCi x = y = 0: 

1 IDly 2 
ux =-

2
E I (z -lz) 

y 

(9) 

u;=o. 

Intenzitet .rezultujuceg pomjeranja tacaka z ose dobijamo iz 

(10) 
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dok je pravac ovog pomjeranja definisan sa 

u Wlx I I 
tg'¥ =_l'_=- _l'=_l' ctg a., 

ux Wly IX IX 
(11) 

sto je upravno na pravac neutralne ose n- n koji je odreden sa (8) (tg'¥ · tg ~ = - 1 ). 
Ravan S- S definisana sa y = (tg'¥) x i normalna na neutralnu osu n- n naziva se 
ravan savijanja grede. U njoj lezi deformisana centralna z osa grede. 

8.2.2. Deformacioni rad kod Cistog kosog savijanja 

Specificni deformaciontrad u ovom slucaju je 

1 1 (9Jlx 9Jl )
2 

d* = 2E cr;z = 2E I: y + I yy X ' 

a ukupan deformacioni rad je 
I 

I 
9Jl2[ 9Jl2[ 

d= d*dV=-x-+_Y_, 
2Eix 2EIY 

v 

gdje je l duzina grede. Iz (2) je dalje: 

od Wlx l 
EI ' y 

tako daje 

J( a s1 )2 + (as~ )2 = .!_ JW:; + ~; = 2 cp , 
oWlx oWly E I; IY 

( 1) 

(2) 

(3) 

gdje je 2cp ugao za koji zarotiraju bazisi grede pri kosom savijanju spregovima Wlx i WlY. 
Zaista, iz (8 .2 .1 : 10) je 

du l JWl
2 

Wl
2 

cp = dz (z = O) = 2E I;x + 1;Y ' (4) 

sto se slate sa izrazom (3). 
Ako se deformacioni rad izrazi preko ukupne vrijednosti momenta Wl, tada je 

(5) 

pa je, koristeCi Castiglianov stav, 

(6) 

OCigledno je da je cp =I= cp. Zaista, cp je projekcija ugla cp neutralne ose grede prema z 
osi u ravni S-S (i u tacki z=O) na ravan djejstva sprega TI-ll. 
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802.30 Dimenzionisanje pri Cistom kosom savijanju 

Pri dimenzionisanju grede opterecene na Cisto koso savijanje zahtijeva se da je 

( 1) 

Da bi se odredio maksimalni napon, pogodno je prepisati izraz (802.1: 3), odnosno 
(80201: 4), u koordinatama (s, n), umjesto (x, y), pri cemu sen koordinata poklapa 
sa pravcem neutralne ose poprecnog presjeka, as je upravna na nju (sl. 8: 13)0 

n 

y 

Sl. 8:130 

Kako je: 

x = s cos \!' - n sin \!' 

y = s sin \!' + n cos \!', 

zamjenom u (8.2.1: 3) dobijamo 

Cl'zz= ---sm\!'+-cos\!' s+ -cos\!'--sm\!' no (
9Jlx o , IDly ) (9Jlx 9Jly 0 ) 

IX Iy IX Iy 

Imaju6i u vidu izraz (802.1: 11 ), prethodni izraz postaje 

cr zz = (Wlx sin \!' +IDlY cos \!') s, 
IX Iy 

odnosno, nakon eliminacije ugla \!', 
1 

ili 
(

Wlz ~mz)z-
cr zz = It + I{ s, 
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ill( 
Moze se pokazati da u izrazima (2) i (3) koeficijent uz s predstavlja odnos -", tj. 

In 
1 

9Jln = (m; + m; )2 (4) 
I I' ' ' n ; I; 

gdje je 9J1n projekcija momenta 9Jl na osu n, a I" moment inercije povrsine 
poprecnog presjeka u odnosu na osu n. Dakle, 

9Jln 
crzz =-I-s 0 

n 

(5) 

Ocigledno je iz (5) da je napon cr zz proporcionalan normalnom udaljenju tacke od 
neutralne ose grede, te da je ekstreman napon u tackama najudaljenijim od 
neutralne ose (sl. 8: 13). Prema tome, pri odredivanju maksimalnog napona treba 
prvo naCi neutralnu osu, pa zatim najudaljeniju tacku od nje. U toj tacki je napon 
najveCi. (Ponekad je, medutim, moguce odrediti u kojoj ce tacki napon biti 
ekstreman i bez tra2enja neutralne ose. To vazi za pravougaone poprecne presjeke, I 
profile, Z profile i sl., jer su kod njih kriticne tacke u uglovima profila). 

Primijetimo na kraju, uporedujuci (8.2.1: 10) i (4), da je (8.2.1: 10) moguce 
prepisati u obliku 

9J(n 2 
u=-(z -lz), 

2£In 
(6) 

sto je analogno izrazu (8.1.1: 8) kod Cistog pravog savijanja. 

Primjeri: 

P ri mj er 8.8. 

Greda pravougaonog poprecnog presjeka b x h = 6 x 12 em opterecena je na 
krajevima moment om 9.R = 1 kNm, kao na sl. P 8.8 (a). Odrediti polozaj neutralne 
ose poprecnog presjeka i maksimalni napon. 

Rjesenje: 

Neutralna osa poprecnog presjeka definisana je jednaCinom (8.2.1: 7) 

y= -(~ tga) x. 

Sa sl. P8.8(a) je oCigledno cx=60"+180°=240o, tako da je 

cos a=-~, tga=.J3, pa kako je Ix=864cm4 i IY=216cm4
, imamo 

864 r::; 
y=-

216 
J3x= -4v3x, 

sto je prava pod uglom f3 = - 82° u odnosu na x osu ( sl. P 8.8 (b)). 

0 .J3 
sm a=--2 , 
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Maksimalni napon je u najudaljenijim tackama od neutralne ose, tj. u 

tackama A i B na sl. P8.8(b). Kako je B( -~, -~)==B(-3, -6), imamo 

zamjenom u izraz za napon (8.2.1 :4) 

J3 
CJ~3x=100L6~(-6)+ 21 ~ (-3)]=1,55:. 

n 

b 

y 

(a} 

(b) 
Sl. P8.8. 

Primjer 8.9. 

Greda [ 20 pro fila je opterecena momentom savijanja Wl =4 kNm pod uglom 

a(tgcr=l} kao na sl. P8.9(a). Odrediti maksimalne napone zatezanja i pritiska u 

gredi. 

Rjesenje: 

1 . 1 3 
Kako je tgcr= 3, smcr= JiO' cos ex= JiO' s obzirom da je za [ 20 profil: 
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Ix = 1910 cm4 i I Y = 148 cm4
, neutralna osa je definisana sa: 

y=(tgj3)x, 

Maksimalni naponi ~u u najudaljenijim tackama od neutralne ose, tj. u tack am a 
A i B na sl. P8.9(b): 

3 

cr! =4·102 [JiO (-10)+ JiO (-2 01)]= -3 70 kN =crmax.-
"z 1910 148 ' ' cm2 =z 

3 

B _ . 2 [JiO JiO ]- kN _ max.+ cr •• -4 10 -(10)+-(5,49) -6,68-2 -crz .. 
·· 1910 148 em • 

y 

{a) 

(b) 
Sl. P8.9. 

Primjer 8.10. 

Greda Z 16 pro fila opterecena je momentom savijanja 9Jl = 3 kNm, kao na sl. 
P 8.10. NaCi maksimalni napon u gredi. Odrediti ravan savijanja i maksimalni ugib 
grede. Gredaje duzine L= 1m i.modula elasticnosti £=20 MN/cm2

. Odrediti nagib 
u ravni savijanja na kr~evima grede. 

Rjesenje: 

Iz tablica standardizovanih profila nalazimo da su glavne centralne ose inercije Z 16 
profila definisane uglom tgcx1 =0,357, tj. cx1 =19,6°. Prema tomeje cx=270+cx1 , pa 
je cos ex= 0,336, sin ex= - 0,942, tg ex= - 2,8. Iz tablica takode nalazimo da su glavni 
centralni momenti inercije Z 16 pro fila: Ix = 1180 cm4 i I Y = 79,5 cm4

• 
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Normalni napon u gredi je definisan sa 

(
cos c:t. sin rx ) 

a., = 9J1 ~ - - v + ~- x 
-- I - I· , 

X y 

dok ncutralnu osu dobijamo iz: 

_\'= (tg{3)x, 
I, 1180 

lg !3=- _-_ tgY.=- --~ (- 2.8)=41,6, 
l,. 79,5 

~=88,6 

Najudal_jeni_jc tacke od neutralne ose su A i B (sl. P ~UO). Tacka A ima koordinate 
A (3.5!: --tJ,74), kao sto se vidi u tablicama, a tacka B(-3,51: 9,74). Dakle: 

4 [0,336 - 0,942 J kN 
0~_=300 ----(-9,74)+ (351) =-135---

-- 1180 79,5 ' ' cm 2 

a~- =300 ~----- (9,74)+----- (- 3,51) = 13,5----[
0,336 -0,942 J kN 

-- 1180 79,5 cm2 

Ravan savijanja S- S definisana je sa (8.2.1: II): 

\ = ( tg 'f') X, 
I" 79,5 ( 1 ) 

tg 'f' = i_~ ctg Ct.= u8o -2,8 = - 0,024' 'f'=-1,38'. 

s 

Sl. P8.10. 



Maksimalni ugib grede dobijamo iz (8.2.1: 10), stavljajuCi :=~: 

11 .. =u (z= L)=-1 J(9.R,)
2 +(ill).)2 

L
2 

= 
max 2 2£ I I 4 

X )' 

illL2 Jcos2 r:x sin2 r:x 
=-- --2 -+--2 -= ... =0,2212cm. 

8E 1_, IY 

Nagib u ravni savijanja na mjcstu :"" 0 (kraju grcde) dobijamo iz izraza (8.2.2:4): 

(du) =-L 
d:::. =~o 2E 

Primj_er 8.11. 

illL 

2E 

' . ' cos-r:x sm-r:x 
--, -+-

2
-= ... =0,00885 rad=0.51 '. 

I; 1,~. 

Dimenzionisati grcdu I profila opterccenu na koso savijanjc spregovima 
9Jlx=l kNm i 9Jly=2kNm. Datojc ad=l6kNjcm2

• 

Rjde1_1je: 

Za I, Z i slicne profile kriticne tacke pre~jcka pri kosom savijanju su u uglovima 
profila, pa je za ovakve prolile 

max __ iJlx 9Jl_,. . __ 9Jlx 9Jl_. 
(J== -- Ymax+- \m.,--+-. (a) 

Ix I,~. wx w_,. 
gdje je 9Jlx i 9JlY uzeto po apsolutnoj vrijeJnosti. lzhor pro fila vrsimo i7 zahtjcva da 
je 

(bl 

Medutim, relacija (b) sadrzi dvije nepoznate veliCine W, i W, .. pa sc prilikom 
dimenzionisanja standardizovanih I, Z. iii slicnih pro lila, prvo mora prct post a viti 

w , 
odnos Wx, (koji se za I profile krece od 6 za najmanje profile. do I 0 za najvisc). pa 

iz 
}' 

odrediti 

1 ( w) ~ 9Jl + 9Jl.-x ::::; (J w X .I w d 
X }' 

w 
IDl +IDl -" 

X }' w 
Wx~----·---::..Y 

(Jd 
(c) 

i usvojiti korespondentni profit iz tablica. Na kraju treba provjcriti nejcdnakost (b), 
te po potrebi ponoviti proracun sa novim prctpostavljenim l1dnosom W.JWr 
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w 
Pretpostavimo, dakle, daje ---~=9. Tada iz (c) slijedi 

wv 

W ?o~~O+l00· 9 =118 75cm3 

X 16 ' ' 

a iz tablica standardizovanih I pro fila nalazimo da profil I 16 ima: 

W<=117cm 3
, W~.=14,8cm3 . 

Provjerimo da li profil I 16 zadovoljava nejednakost (b). Kako je 

(Jmax=~lc' + 9Jly =}00 + 200 = 14 37 < 16 kN 
== wx wy 117 14,8 ,_ cm2 ' 

zakljucujemo da je profil I 16 pravilno odabran. 
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9. EKSCENTRICNI PRJTISAK GREDE 

9 .l . Kombinacija aksijalnog naprezanja i cistog savijanja 
grede 

Posmatrajmo prvo ~blem kombinovanog naprezanja grede usljcd djejstva 
aksijalne sile T= i sprega 9Jl = [ 9Jlx, ~Jlr} na krajcvima grede (sl. 9: I ). Na osnovu 
principa superpozicijc rjesenje dobijamo sabiranjem rjesenja izvedenih za naprc;:a
nje grede posebno silom Tz i momentom 9JL Dakle, napon u gredi jednak jc 

T= ~Jl)' 9J1x CY _ =- ~ + · --- X + -~- \', 
-= A I I -

)' X 

gdje je A povrsina poprecnog pre
sjeka grede, a Ix i Ir glavni centralni 
momenti inercije poprecnog presje
ka grede. 

Do izraza (1) za napon mogli 
smo doCi i bez principa superpozicije 
polazeci od jednacina elasticnosti sa 
pretpostavkom da je jedino kom
ponenta napona CY zz razliCita od nu
le, tj.: 

Tz 

X :nfy 

y 
SL 9: I. 

()XX= 0 _rr =()X\'= CY \'Z = () zx = 0. 

(II 

z 

(2) 

pa pokazati da iz jednaCina elasticnosti slijedi da CY == mora biti lin earn a funkcija 
koordinata x i y 0 ===a+ bx + cy. ( 3) 

Iz granicnih us! ova na krajevima grede slijedi da su konstante a, h i c u (3) jednake: 

a= Tz b= 9Jly C=~l"- (4) 
A' Ir ' I,. ' 

sto zamjenom u (3) ponovo daje izraz za napon (1 ). 
Slucajevi aksijalnog naprezanja, Cistog pravog savijanja i cistog kosog savija

nja slijede stavljajuti u (1) respektivno: 9Jlx=9Jly=0, T==9J1Y=0 i T==O. 
Jasno je, takode, da je kod aksijalnog naprezanja stanje napona homogeno, 

dok je kod Cistog savijanja i kombinacije aksijalnog naprezanja i Cistog savijanja 
stanje napona nehomogeno (tj. mijenja se od tacke do tacke grede kao lin earn a 
funkcija od x i y iako se ne m1jenja sa z). 

S obzirom daje CYzx=CYzy=O,jasnoje daje z glavni pravac napona u svakoj 
tacki grede, aCYzzglavni napon. S obzirom daje CYxr=CYxz=O i CYrx=CYr==O, to sui x 
i y takode glavni pravci. No, s obzirom da je CY==CYYY (=0), to sui svi pravci u 
datoj tacki upravni na z pravac takode glavni pravci napona. Maksimalni smicuti 

CY 
napon u tacki je tmax= ;z, i djeluje u beskonacno mnogo ravni koje su sve nagnute 

pod 45o u odnosu na z osu. 
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Komponentalne deformacije i pomjeranja mogu se dobiti iz (1) analogno kao 
i u prethodnim poglavljima. Neutralna osa poprecnog presjekaje osa za cije je tacke 
cr zz = 0 (tj. £zz = 0). Dakle, iz (1) slijedi da je neutralna osa definisana sa 

(5) 

sto predstavlja pravu koja oeigledno ne proJazi kfOii koordinatni pocetak (sl. 9: 2). 

n 

X 

Sl. 9:2. 

9.2. Izraz za napoo ekscentricno pritismrte grede 

Analiziracemo sada slucaj ekscentricnog pritiska iii zatezanja grede. Ono 
nastaje ako je greda optereeena na krajevima aksijalnom silom koja ne prolazi kroz 
teziste poprecnog presjeka. Na sl. 9:3 prikazan je slucaj ekscentricno pritisnute 

\ 
I Z 
l-------------+~'+-------

Tz--..,..~.1.... I o;..;-+-- Tz 
~~----------------~~ 

)( 

y 

Sl. 9:3. 

)( 

y 

grede. Dakle, neka je z osa tezisna osa grede, a x i y glavne centralne ose inercije 
poprecnog presjeka grede, i neka aksijalna (kompresivmi) sila Tz djejstvuje u 
tackama A odnosno A0 , sa koordinatama (ex, ey) u (x, y) koordinatnom sistemu (ex 
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i eJ' se zovu ekscentriciteti sileTz). Ako sada zamislimo da smo redukovali silu Tz na 
teziste poprecnog presjeka, dobicemo silu Tz i momente IDlx =: - Tz eY i IDly= - Tz ex. 
Prema tome, ekscentricni pritisak grede predstavlja kombinaciju aksijalnog napre
zanja i cistog savijanja grede .. Napon koji se javlja u gredi (dovoljno daleko od 
krajeva grede) dat je sa 

Tz IDly IDlx 
cr = --+-x+-y zz A I I ' 

y X 

(1) 

tj. 

ili 

(2) 

gdje su A povrsina poprecnog presjeka grede, a ix i iY glavni centralni poluprecnici 
inercije poprecnog presjeka grede (i; =1 xi A, i; =1 /A). 

Neutralna osa je definisana jednaCinom 

tj. pravom koja odsijeca na koordinatnim osama x i y odsjecke (sl. 9:4): 

y 
Sl. 9:4. 

JJ Otpomos1 materijala 

y 
Sl. 9:5. 

(3) 

(4) 
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OCigledno je iz (4), ako se napadna tacka sile pomjera po pravoj koja prolazi 
kroz teziste poprecnog presjeka (na primjer. ex i eY porastu, recimo, k puta), 
neutralna osa>se paralelno pomjera u istom smjeru (jer sea i b smanjuju k puta} (sl. 
9: 5). Ako je napadna tacka sile u beskonacnosti, neutralna osa prolazi tezistem 
poprecnog presjeka, a ovo oqgovara slucaju cistog kosog savijanja. Ako je napadna 
tacka sile u tezistu poprecnog presjeka, neutralna osa je u beskonacnosti, sto 
odgovara slucaju aksijalnog naprezanja. Ako je napadna tacka sile na jednoj od 
glavnih centralnih osa, na primjer x osi, neutralna osa je paralelna y osi, i obrnuto. 

Ako se napadna tacka sile pomjera po nek~ pravoj m- m koja ne prolazi 
kroz teziste poprecnog presjeka, korespondentna neutralna osa se obrce oko tacke 
A (.x.~, yA) za koju je m- m neutralna osa. D'fl bismo ovo dokazali, napisimo 
jcdnacinu prave m -- m koja je neutralna osa poprecnog presjeka kada sila djeluje u 
tacki A (xA, Y.tl· Imamo 

gdje su (xM, ht) tekuce koordinate na pravoj m- m (s!. 9:6 ). Napisimo sad a 
jednacinu neutralne ose koja odgovara tacki M (xM, JM) na pravoj m- m. Imamo 

sto je, kao sto vidimo poredenjem sa prethodnom relacijom, tacno za sve vrijednosti 
(xlf, _rM) pod uslovom da je x = xA i y = yA. Dakle, dok sc tack a M pomjera duz 
prave m -- m, korespondentna neutralna osa rotira oko tackc A. 

m 

19·+ 

I 
~y 

SL 9:6. 

n 

Sl. 9: :'. 



9.3. J ezgro presjeka 

Vidjeli smo da je neutralna osa skup tacaka u kojima je napon jednak nuli. 
Ona dijeli povrsinu poprecnog presjeka na dva dijela: u jednom dijelu su naponi 
zatezanja, a u drug om naponi pritiska (sl. 9:4 ). Neutralna osa se udaljuje od te:li~ta 
poprecnog presjeka kada mu se napadna tacka priblizava, i obrnuto. Kada se 
napadna tacka ~ile toliko priblizi tezistu da neutralrw osa dodiruje p1esjek, onda je 
u dodirncj tacki napon nula, a u svim tackama presjeka vlada napon istog znaka 
(sl. 9: 7\. Ako se napadn[J_ tacka sile jos v.ise priblizi tezistu, neutralna osa je van 
poprec'lug pre~y:b, ~d je opet u svim tackama poprecr1og ~;resjeka napor: iswg 
znaka. Skup napadnih tacaka sila Cije ncutralne ose tangiraju (obavijaju) konturu 
popreenog prcsjeka grede ogranicava rna.lu povrsinu oko te2ista popreenog presje
ka grede koju nazjvamo jezgro presjeka. Dok god napadna tacka sile pada unutar 
jezgra u svirn t;.t{'kama aresjeka viada napon istog znaka. Cim je napadna tacka sile 
van jezgra, u jednom dijelu presjeka je zatezanje, a u drugom pritisak. 

U tehnickoj praksi se cesto 
koriste ekscentricno pritisnuti 
stubovi izradeni od materijala 
koji dobro podnose pritisak a 
vcoma slabo zatezanje (na pri
mjer beton, keramicki materijali 
i sL). U tom slucaju napadna 
tacka pntisne silc mora lezati 
unutar jezgra presjcka, kako bi 
sve tacke poprecnog presjeka 
stuba bile izlozene na pritisak. 
Odredimo, na primjer, jezgro 
pravougaonog poprecnog presje
ka dimenzija b x h (si. 9: g). Neu
tralnoj osi n1 - n1 odgovara tac
k a A1 (x 1 , y1 } ~ije l'cordinate od
redujemo iz (9 ::.. 4). 

h 12 
':C=---; 

Sl. 9:8. 

b 
X 1 = ---, .Yt =0. 

6 

Neutralnoj osi n2 - n2 odgovara tacka .4 2 (x~, y2 ) Cije koordinate takode odredu
jemo iz (9.2:4): 

12 
oo=--t 

Xz 

h 

1 

12 

\' - 2 

h 
x2 =0 v =- ·-

- 2 6. 

Ako se napadna tacka sile pomjera pc duzi izmedu tacaka A1 i A 2 , neutralna osa 
rotira okci vrha pravougaor:ik::. ttaeke P). Prt;ma tome, ciui. A 1A 2 je jedna ivica 
jezgra. Preostale ivice se mogu oi1ektno odrediti IZ simetricnosti poprecnog presje-

b h 
ka, pa zakljucu_!emo da je jezgro pravougaonika romb sa dijagonalama 1" i J (sl. 
9: 8). Dok gcd jc kompresivna sila l z unutar jezgra (tj. u srafiranoj povrsini na sJ. 
9: 8), sve tackc poprecnog presjeka (prav<'ugaonika) biCc napregnute n:;. pritisak. 
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Jezgra ostalih poprecnih presjeka odreduju se na isti naCin kao za 
pravougaonik. 

9 .4. Dimenzionisanje ekscentricno pritisnute grede 

Dimenzionisanje ekscentricno pritisnute grede vrsi se iz zahtjeva da je: 

gdje su cr; i cr;; dozvoljeni naponi na zatezanje i pritisak. Sa sl. 9:4 oeigledno je da 
se ekstremne vrijednosti napona javljaju u tackama najudaljenijim od neutralnc osc 
poprecnog presjeka, pa su te tacke mjerodavne za dimenzionisanje. 

Slicno kao i kod kosog savijanja, u slucaju kada je poprecni presjek grede 
pravougaonik, I profiL Z profil i sl., kriticne tacke su uvijek tacke u uglovima 
presjeka, pa se tada dimenzionisanju moze direktno pristupiti i bez odredivanja 
neutralne ose. 

Primjeri: 

Primjer 9.1. 

Drveni stub pravougaonog poprecnog presjeka 15 x 20 em optereccn je eks
eentricnom silom pritiska od 90 kN koja djejstvuje u tacki N (3,3 em). Odrediti 
polozaj neutralne ose, dijagram normalnih napona i dijagram raspodjclc napona 
duz stranice BC pravougaonika. 

Rjdenje: 

Neutralna osa je definisana jednaeinom (9 .2: 3 ). koju mozemo prcpisati u oblik u 

X \' 
-~_, +-·-_,=I, 

I; l; 

l!x ey 

tako da su odsjecci neutralne ose na x i y osi: 

i~ h2 /12 15 2 

a= ----'--- = - -- = - --- = - 6.25 em 
ex ex 12.3 

i; h2;12 202 

h= --= ----=- --= -11,1 em. 
er e,. 12· 3 

Napon je definisan izrazom (9.2: 2) 

pa je 
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Naponi u tackama A i C su: 

O"A=-- 1+-·75+--·10 =-093-. 90 ( 1 1 ) kN 
zz 300 6,25 ' 11,1 · ' cm2 

c 90 [ 1 1 J kN 0" =-- 1+-(-75)+-(-10) =033-. 
zz 300 6,25 ' 11,1 ' cm2 

n 

Sl. P9.1. 

Primjer 9.2. 

Za popreeni presjek na sl. P 9.2 (a) odrediti polozaj neutralne ose ako ekscen
tricna sila pritiska F = 100 kN djeluje u tacki A. Dimenzionisati nosac ako je 
cr d = 16 kNjcm2 . Odrediti jezgro presjeka. 

Rjesenje: 

11 
Teziste popreenog presjeka je tacka C na udaljenju - 8 od dna pro fila. Koordinate 

30 

taeke A su ex=~, ey=~. Momenti inercije profila su: Ix=0,045 8
4

, Iy=0,036 8
4

, a 
6 30 

povrsina pro fila A = 0,56 82
. Prema tome je: 

·2 IX 0,04584 
2 I 0 038

4 

lx A 0,5682 0,088, i;= ~=0:5682=0,05482, 

pa su odsjecci neutralne ose na x i y osi: 

i2 0,05482 

a= _ _l'_=- -0,3248, 
ex 5/6 

p 0 0882 

b=-~=--'-=-248. 
ey oj30 , 
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Normalni napon j~ 

F { e, e1 ) 100 ( 1 1 ·)· 
crzz=- A\ 1 + i; x+ t; y =- O,S6~fl 1 + 0,3245 x+ 2.4S y . 

Maksimalni napon je u t~ld B (0,5o; 0,37~): 

max B 100 ( 1 1 ) 481 
cr zz = cr zz = - 056o2 1 + 0,3245 0,55 + 2Ao 0,378 = -- Sl. 

Dimenzionisanje vrsimo iz zahtjeva !cr;;'"l ~crd, odalde je: 

481 
-::::;16' 02 , 

2 481 
0 ~-=301 

16 ' ' 
o~5,49cm. 

Jezgro presjeka odredujerno kao sto je pokazano u poglavlju 9.3. Sa sl. P9.2(b) je 
oeigledno: 

19 
b= --o =e .. =O, 

30 h 

b=oo 

11 
b=-8 

30 

sto definise jezgro presjeka, koje je prikazano srafirano na sl. p 9.2 (b). 

Ml \ 
·-;a:!l---+,..-~ \ 

~1@ 
fa) {b) 

SL ?9.2. 

198 



Primjer 9.3. 

Stub na sl. P9.3(a) optereeenje pritisnom silom F=35 MN u taeki A. ImajuCi 
u vidu da podloga na kojoj lefi stub ne prenosi napon istezanja, odrediti raspodjelu 
normalnog napona u stubu. 

Rjdenje: 

S obzirom da podloga prihvata samo napon pritiska, dijagram napona izgledace 
kao na sl. P 9.3 (b), tj. bice 

(0} 

b::12m 
h:Bm 
a=3m 

Sl. P9.3. 

(a) 

F!f-aJ. 

y (b) 

gdje h definise dio presjeka koji prihvata opterecenje. Velieinu b dobicemo iz uslova 

F 

bh 
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-
§to daje b==3a, Zamjenom u (a) je sada 

(J = _ _!_(1 +~ ~). 
n 3ah 3a (b) 

a ovo defini§e trafenu r~podjelu napona (sl. P9.3(b)). 
Maksimalni napon je 

crmax=cr (x=~a)=-~!_=-~ 35·1W =-009? kN. 
zz zz 2 3 ah 3 J00·800 ' cm2 
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10. TORZIJA GREDE 

10.1. Torzija grede proizvoljoog pooog popr~oog presjeb 

Posmatrajmo prizmaticnu punu gredu optereeenu na krajevima sa dva jedna
ka a suprotna sprega torzije M1 • Ovi spregovi djejstvuju u ravni bazisa, tj. kao 
vektori su upravni na bazise (sl. 10: 1). Bazisi (popreeni presjeci) su jednostruko 

y y 
Sl. 10:1. 

povezane oblasti, tj. puni, bez supljina. Ovako optereeena greda je, ka.Zemo, 
optereeena na torziju iii uvijanje. Na8 zadatak je da odredimo napone i deformaciju 
koji se javljaju u gredi. Kao i ranije, koristimo se semi-inverznim metodom. S 
obzirom da nemamo aksijalnog naprezanja niti savijanja, jasno je da mora biti 
cr •• =O. S obzirom da je bocna povdina (omotac) grede slobodna od spoljasnjeg 
optereeenja, logicno je takode pretpostaviti da je crxx = cr

1
Y = crxy = 0. Prema tome, od 

svih komponenti tenzora napona pretpostavicemo <ta su samo dvije smicuce 
komponente cr.) cr.Y razliCite od nule, tj.: 

Unosenjem pretpostavki (1) u Cauchyeve jednacine ravnoteze (4.1: 1) dobjjamo: 

acr.y 
-=0 ay 

(1) 

(2) 
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Iz prve dvije jednacine sistema (2) slijedi da cr ::) cr zy ne zavise od z, tj.: 

cr=x=crzx (x, y) 

crzy=crzy (x, y). 
(3) 

Treca jednaCina sistema (2) bice zadovoljena ako uvedemo i definisemo funkciju 
<p=<p (x, y) takvu daje: 

o<p 
crzx=-oy 

o<p (4) 
cr_y= --. . OX 

Evidentno je unosenjem (4) u trecu jednacinu sistema (2) da je ona identicki 
zadovoljena. Funkcija <p = <p (x, y) naziva se (Prandtlova) funkcija napona. 

Posmatrajmo, dalje, jednaCine kompatibilnosti (4 .3: 3 ). Zamjenom pretpostav
ki ( l) u ove jednaCine vidimo da su sve identicki zadovoljene, izuzev dvije koje 
glasc: 

iii, s obzirom na uvedcnu funkciju napona u (4): 

-~ ((~2~ + cl2<p) = 0 
?y ~~x2 Dy2 

Odavde slijcdi da s-u jednaCine kompatibilnosti zadovoljene ako je 

i'2qJ (~2<p 
- , + , -:; = H = const. 

?.·c cy-

u svakoi tacki poprecnog prc<;_icka grcde. 

(5) 

(6) 

lspitajrnu sada granicne usllnc (4.1 :2). Po bocnoj povrsim grede nema 
spoljasnjih sila .. tj. flm- = fl

111 
= fl

11
: = 0 .. pa jc: 

n, O'xx + n,.crxy + II:CY x: = 0 

n,cr_,·x + n,.0'1Y + ll=cr.r= = 0 

n,O':x + n_,.cr =r + 11=0' :: = 0. 

(7) 

odakk. s ohzirtll11 na (l) i s obzirom da jc na bocnoj povrsini prizmaticnog stapa 
n= = 0. imamu da su prva dva us! ova identicki zadovoljena. dok treCi dajc 

tj. 
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No, sa sl. l0:2je oCigledno: 

dr 
n =COSr:t=~ 

x ds 

dx 
n,. =cos p =- ~--, 

~ ds 

sto zam_ienom u (8} daje 

cl<p dy c<p dx d<p -- -+- -=- =0. 
?y ds ex ds ds 

tj. 

<p =K0 =con st. 

(9) 

(10) 

X 

y 
Sl. !0:2. 

po konturi poprecnog presjeka. 
Pcsm:.J.trajmo sada granicne uslove na bazisima. Rezultujuca sila na njima mora biti 
jednaka nuli.. a rezultujuci moment mora biti jednak momcntu torzijc M,. Prcma 

tome: 

Pri ovomc je koristena u prelasku sa povrsinskog na linijski integral Grccnova 

formula 

__ :__ ~:;- dxdy= Pdx + Qdy. I( r
1
Q cPJ ~ 

ex oy. ' 
A 

Nadaljeje (~!. 10:3): 

.\fx=I'v!Y=O. jcr je CY===O 

A .4 

= lr[2<p- ~ (~X!_) __ i'_(~l(j) )J dxdy = 2 ( <pdxdy ~~ ~~[(- r<p) dx + (X(j)) dy] = 
• ex C\ J J 
A .. I 

-- 1 f 1 4-"K '='1 ~·- <pu. - o·"' "r· 

A 
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Oakle, funkcija napona q> je povezana sa momeutom torzije Mt preko izraza 

Mt=2J q>dA-2K0 A. 
A 

y 

Sl. 10:3. Sl. 10:4. 

(11) 

Ovo ima jednostavnu geometrijsku interpretaciju prikazanu na sL 10: 4. Dvostruka 
zapremina srafirane kupole na sl. 10:4 jednakaje momentu torzije Mt. Ocigledno je 
da se konstanta K0 moze uzeti proizvoljno jer dodavanje ili oduzimanje proizvoljne 
konstante funkciji <p ne utice na napone koji su definisani kao prvi izvodi od <p. 
Najpogodnije je zato uzeti K0 = 0, pa (11) postaje 

(12) 
A 

Uslov (12) odreduje velicinu konstante H u jednaCini (6), kao sto cemo vidjeti u 
susretu sa konkretnim primjerima. Prema tome, jednacine ravnoteze su zadovoljene 
uvodenjem funkcije napona preko .izraza (4). JednaCine kompatibil:nosti su zadovo
ljene ako je funkcija napona rjesenje Poissonove parcijalne diferencijalne jednaCine 
(6). Granicni uslovi po j:loenoj povrsini grede su zadovoljeni ako je funkcija napona 
konstantna (na primjer, jednaka nuli) po konturi popreenog presjeka (relacija (10)). 
Granicni uslov po bazisima je zadovoljen pod uslovom da je integral od funkcije <p 
definisan sa (12), jednak momentu torzije Mt, sto definise vrijednost konstante H u 
(6). Dakle, rjesenje problema torzije pune prizmaticne grede svodi se na rjesavanje 
(integraciju) Poissonove parcijalne diferencijalne jednacine 

02<p 02<p 
-+-""'H (13) ox2 oy2 

uz granicni uslov da je 

(14) 

u svakoj tacki konture poprecnog presjeka. Ovo, naravno, uvijek ima jedinstveno 
rjesenje, ali su matematicke teskoce njegovog nala.Zenja za komplikovanije konture 
poprecnog presjeka grede izuzetno velike. Analiticka rjesenja su zato moguca samo 
u odredenim slucajevima, pa je neophodno koristiti numericke iii eksperime:ntalne 
metode. No, recimo da smo uspjeli da rijesimo kontur:ni problem (13) sa (14), tj. da 
smo :nasli funkciju <p=q> (x, y). Naponi onda direktno slijede iz (4), a komponen
tal:ne deformacije dobijamo iz Hookeovog zakona: 
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1 a<p 
E =--

zx 2G ay 
1 a<p 

E =---
zy 2G ax (15) 

Exx=Eyy =Ezz =Exy =0. 

Komponentalna pomjeranja dobijamo integracijom iz (15). Tako nalazimo da je: 

H 
Ux= 2G zy 

H 
u =--zx 

Y 2G ' 

(16) 

pn ceii<u smo fiksirali tacku (0, 0, 0) grede (tako da su pomjeranja i rotacije 
u njoj jednaki nuli), dok se komponenta pomjeranja uz = uz (x, y) dobija nakon 
integracije iz: 

ouz 1 a<p H 
-=-----y 
ax Gay 2G 

auz 1 a<p H 
-=---+-x. oy G ax 2G 

(17) 

Ocigledno je iz (16) da pomjeraja ux i uY tacaka u proizvoljnom popreenom presjeku . 

grede z = const. predstavljaju pomjeranja usljed ciste rotacije za ugao p = - !!_ z (sl. 
2G 

10: 5). VeliCina ovog ugla po jedinici duzine e =~=- !!_naziva se ugao torzije.Prema 
z 2G 

tome, fizicko znacenje konstante H u jednaCini (6) je 

H= -2Ge. (18) 

JednaCine (17) nakon integracije daju 

Uz=Uz (x, y), (19) 

tj. tacke poprecnog pres,ieka, osim pomjeranja u ravni poP,recnog presjeka <1:efinisa
nog sa (16), imaju i pomjeranja normalno na ravan poprecnog presjeka. Dakl,e, 
poprecni presjek grede ne ostaje ravan nakon deformacije, vee se pretvara u 
zakrivljenu povrs definisanu sa (19). Ovo je tzv. vitoperenje poprecnog presjeka. 

y 
(a} {b) 

SL 10:5. SL 10:6. 
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Interesantno je na kraju prokomcntansati prirodu naponskog stanja u uvije
noj gredi. Ako izdvojimo elementarni kvadar grede cije su ivice paralelne koordinat
nim osama, naponi na stranama kvadra su kao na sl. 10: 6 (a). Ako, medutim, 
kvadar isijecemo tako da mu se jedna strana poklapa sa nenapregnutom ravni (sl. 
10:6(b)), vidimo daje kvadar u stanju Cistog smicanja sa smicuCim naponom 

~-----

t - r;;z--j '""2--\, "zx -"zy- ( o<p)' 
2 

+ (o<p r 
ax a.v 1 

(20) 

Glavni naponi su onda, kao sto znamo, 

cr = - cr == t = J(a~)z; (~! Y 1 2 ax ay; (21} 

i djeluju u ravnima pod uglom oct 45'" u odnosu na ravni u kojima djeluje t. 

1 0.2. Torzija grede visestruko povezanog popreenog presjeka 

Posmatrajmo sada slucaj kada je poprecni presjek grcde visestruko povezana 
oblast, na primjer kao na sl. 10: 7. Bocna povrsina grede je, dakle, ogranicena sa 
C0 , C1 , C2 , ... , Cn. a ne samo sa C0 kao prije, kod pune (jednostruko povezane) 

Co 
SL 10:7. 

grede. Ponovo ccmo pretpostaviti da 
su samo crzxfO i O'zyfO, ida je: 

o<p 
(J =-

zx or 
o<p (1) 

(Jzy=- OX' 

Cime su zadovoljene Cauchyeve jedna
Cine ravnoteze. Iz granicnog uslova na 
slobodnoj bocnoj povrsini slijedi da 
funkcija <p mora biti konstantna po 
konturama Ci, tj. 

C1 (i=O, 1,2, ... ,n) (2) 

Iz granicnog uslova na bazisima dalje slijedi da <p mora biti takvo da je 

n 

(3) 
Ao i=1 

gdje je A0 povrsina poprecnog presjeka grede, a A; povrsine otvora ogranicenih sa 
C1 (i= 1, 2, ... , n). Konstantu K 0 u (3) mozemo, kao i prije, uzeti proizvoljno, 
najpogodnije jednaku nuli. 

Jos moramo da zadovoljimo uslove kompatibilnosti deformacija. Za visestru
ko povezane oblasti potrebni i dovoljni uslovi za kompatibilnost deformacija su sest 
ranije izvedenih jednacina kompatibilnosti (Saint-Venantovih (4.1 :4) iii Beltrami
-Michellovih (4.3: 3) ), i 3n integralnih jednaCina oblika: 
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§dux=O 

C; 

t duy=O (4) 

c, 

f duz=O, 

c, 

gdje su ci (i=l, 2, ... , n) unutrasnje konture popreenog presjeka grede. 

Sest Beltrami-Michellovih jednaCina kompatibilnosti daje, kao i u prethod
nom poglavlju, da funkcija q> mora zadovoljiti Poissonovu jednacinu 

02q> 02q> 
ox2 + oy2 = -2G9. (5) 

OCigledno je da su prva dva uslova iz (4) identicki zadovoljena, jer su ux i uY 
jednoznacne funkcije koordinata, dok treei uslov iz (4) daje · 

C; 

odnosno, nakon zamjene izraza (10.1: 17) i koriscenja Greenove formule, 

§ oq> oq> 
-;- dx-- dy=2G9 A,. 
uy OX 

c, 

No, 

J oq> dx _ oq> dy =J, (oq> dx _ oq> dy) ds = 
J oy OX J ay ds ax ds 
c, c, 

=l[oq> (- dy)- oq> (dx)]ds=l_dq> ds, J oy dn OX dn jr dn 
c, 

pa zamjenom u (6} imamo 

fdq> 
-ds=2G9A. 
dn • 

c, 

(i = 1, 2, ... , n), 

(6) 

(7) 

gdje je ds element konture C,, a n nomtala na konturu. Prema tome, kod visestruko 
povezanog poprecnog presjeka rjesenje dobijamo rjesavanjem Poissonove jednaCine 
(5) uz granicne uslove (2), pri cemu se moraju zadovoljiti uslovi (7), sto definise 
konstante K;, dok je ugao torzije e vezan sa momentom torzije M1 preko izraza (3). 
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10.3. Torzija grede elipti~nog popr~nog presjeka 

Kao prvi slucaj primjene izvedenih jednacina torzije grede, posmatrajmo 
gredu elipticnog popreenog presjeka cija je kontura C0 (sl. 10: 8) data jednacinom 

(1) 

Da bismo nasli napone i deformaciju u gredi, treba naCi funkciju <P koja zadovo
ljava Poissonovu jednaCinu (10.1: 13) u svakoj tacki unutrasnjosti elipse i koja na 
konturi zadovoljava granicni uslov (10.1: 14). Ocigledno je da funkcija 

(2) 

gdje je m konstanta, automatski zadovoljava konturni us!ov (10.1: 14). Unoseci (2) 
u (10.1: 13) dobijamo 

(3) 

pa je funkcija napona 

azbz (x2 y2 ) 
<p- H -+--1 

- 2 ( a2 + b2 ) a2 b2 · 
(4) 

Konstantu H odredujemo iz uslova (10.1: 12). Zamjenom (4) u (10.1: 12) dobijamo 
nakon integracije 

gdJ'e suI =S xzdA=~ba3 i I =J )'2dA=~ab3 aksijalni momenti inercije elipse u 
y 4 x. 4 

A A 
odnosu nay i x osu, a A= J dxdy=nab je pO-vrsina elipse. Dakle, 

A 

odakle je 

(5) 

Zamjenom (5) u (4) dobijamo 

(6) 
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N aponi slijede prostirn di ferenciranjern: 

(7) 

OCigledno je iz (7) da je odnos cr:xicr:v proporcionaian sa odnosorn y;x, tj. 

(J:x (/2 Y 

(J Z}' bl .\ 

sto znaCi da rezultujuCi srnicuci napon uzduz bilo kojeg radijusa OB ima konstantan 
pravac koji se poklapa sa pravcem tangente na elipsu u tacki B (sl. 10:9). Jasno je 
da je najveCi napon na konturi, i to na krajcvirna manjc ose elipse. On iznosi 

2.\1, 
r = cr ( r = + h) = -+- - --- . 

max :x -. - nah2 

y 

Sl. !0:8. 

Cesto se izraz (8) zapisuje u obliku 

gdje je 

tzv. otporni moment pri torziji. 

14 Otpornost materijala 

nab2 

W=--
r 2 

(8) 

1max 

y 

Sl. 10:9. 

(9) 

(10) 
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Ugao torzije koji odgovara momentu torzije M, nalazimo iz (10.1: 18), odakle 
je, s obzirom na {5), 

a2 +b2 M 
9=-----' 

rra3 b3 G · 
(11) 

Faktor sa kojim dijelimo moment torzije da bismo dobili ugao torzije nazivamo 
torzionom krutoscu. Iz (11) je ona, za elipticni poprecni presjek, oeigledno jednaka 

M, rra3 b3 G G A4 

c=-=---=---- (12) .e a2 +b2 4rr2 / 0 ' 

rrab 
gdjeje 10 =/x+ly=- (a 2 +h2

) polarni moment inercij& elipse. 
4 

Nakon sto smo odredili komponentalne napone (7), lako je naCi iz Hookeo
vog zakona komponentalne deformacije: 

M, 
c =-cr = ---- v 
.zx 2G zx Gnab3 • 

M, 
c =--cr =---x 

zy 2G zy Gna3b ' 

odakle se integracijom dobijaju komponentalna pomjeranja: 

M, (a2 + b2
) 

ux = - Gna3h3 zy 

(13) 

(14) 

Treca od jednaCina (14) definisc vitoperenje poprecnog presjeka. Vidimo da su 
izohipse vitoperenja hi per bole x_r =con st., sto je prikazano na sl. I 0: 10. 

y 
Sl. 10: !0: 

Rjesenje za gredu kruznog poprecnog presjeka moze se lako dobiti iz rjesei!ja 
za elipticni poprecni presjek stavljajuCi a= h = R. Dobijamo: 
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r=Jxz+ y2 

M, 
u,=--zx, u.=O. 

Gl0 

10.4. Elementama teorija torzije grede kmznog 
popreenog presjeka 

U prethodnom poglavlju dobili smo tacno rjesenje problema torzije grede 
kruznog popreenog presjeka kao specijalan slucaj torzije grede elipticnog poprecnog 
presjeka, koji smo rijesili polazeci od osnovnih jednaCina teorije elasticnosti. Dobili 
smo izraze za smicuci napon, ugao torzije i pomjeranja. Proizaslo je kao zakljucak 
da prilikom deformacije nema vitoperenja kruznog poprecnog presjeka i da se 
poprecni presjeci prosto zaokrenu (zarotiraju) oko ose z za odredeni ugao. Sada 
cemo, medutim, naCi rjesenje problema t'Llrzije grede kruznog poprecnog presjeka na 
jcdan vise elementaran naCin, bez koriscenja jednaCina e!asticnosti, tj. na nivou 
elementarne·otpornosti materijala. Dakle, posmatrajmo gredu kruznog poprecnog. 
presjeka optereeenu na krajevima sa dva sprega torzije Mr Neka je, na primjer, 
lijevi kraj grede uklijesten (sl. 10: 11 ). Pod djejstvom momenta torzije M, doCi ce do 

deformacije grede. Pretpostavicemo da poprecni presjeci grede prosto zarotiraju 
oko uzduzne ose grede ostajuci i dalje kruzni poprecni presjeci. Ako su deformacije 
male, tada se niti duzina grede l niti poluprecnik R poprecnog presjeka ne mijenjaju 
pri deformaciji. Ove pretpostavke slijede iz simetricnosti poprecnog presjeka kao i iz 
eksperimentalne evidencije. Dakle, pod djejstvom momenta M, desni kraj (poprecni 

14* 
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presjek) zarotira u odnosu na lijevi za ugao ~ = ~ {l). Lijevi kraj je fiksiran, pa je 
~ (0) = 0. Poprecni presjek na udaljenju z zarotira za ugao ~ = ~ (z). Longitudinalno 
vlakno ab na spoljasnjoj povrsini grede istovremeno prede u polozaj ab', tj. zarotira 
za ugao y=y (R). Paralelno unutrasnje vlakno mn na udaljenju r od ose grede 
zarotira za ugao y = y (r). OCigledno je sa sl. 10: 11 da je: 

l·y (R)=R · ~ (/), 

tj. 

(i)=R ~ (/) 
y I , 

l·y (r)=r· ~ (/), 

~ (/) 
y (r)=r -

1
-. 

(1) 

(2) 

Da vidimo, medutim, sta ugao y predstavlja geometrijski (fizicki). UoCimo i 
izdvojimo na nekom mjestu z disk duzine dz:Eiement povrsine cdef prede nakon 
deformacije u polozaj c'd'e'f' (sl. 10: 12). Prvobitno pravi ugao <):: (cd, ce) smanjio 

pa je: 

se za ugao y (R), tj. presao u ugao 
1t 

<):: (c'd', c'e')=--y (R). Dakle, y pred-
2 

stavlja promjenu _ugla izmedu uzduznog 
pravca (z) i popreenog pravca (.9-), tj. y je 
dvostruko klizanje izmedu pravaca z i &: 
y=Yza=2Ezs· lsta je interpretacija i za 
y=y(r): ono predstavlja klizanje (smicu
cu deformaciju) na radijusu r:.Iz Hookeo-

Sl. 10:12. vog zakona korespondentni smicuCi na
ponje 

cr,a = 2GE,s = Gyzll• 

cr,a(R)=GR ~;l) 

~ (l) 
cr,9 (r) = Gr -

1
-. 

(3) 

(4) 

Od ~ (t) d~ e . . .. . ) (4) . nos--=-= naziVa se ugao torziJe (uVIJanJa, pa postaJe: 
l ~ . 

crza(R)=G6R 

<rzs(r)=G6r. 

Dakle, smicuCi napon crzs (koji cemo dalje prosto 
funkcija od radijusa r (sl. 10: 13), tj. 

1:=1: (r)=Ge r. 

(5) 

oznacavati sa 1:) je linearna 

(6) 

Maksimalni napon je naravno na konturi, za r = R, i iznosi 

(7) 
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Sl. 10:13. 

Nadimo sada vezu izmedu ugla torzije 6 i momenta torzije M, kojim je greda 
opterecena. Tu vezu cemo dobiti iz us! ova ravnoteze da je djejstvo smicucih napona 
.t u poprecnom presjeku grede staticki ekvivalentno djejstvu momenta torzije 
Ml' tj. 

J n:dA = J r· GerdA ==M,, (8) 
A A 

odakle je 

(9) 

1 
gdje je / 0 = J r2dA =- nR4 polarni moment inercije kruga. 

A 2 
Unosenjem izraza (9) u izraz (6) dobijamo konacan izraz za napon 

M, 
t=-r. (10) 

Io 

Iz (9) je takode jasno da ce poprecni presjek na udaljenju z od lijevog (uklijestenog) 
kraja grede zarotirati za ugao 

tako da ce desni kraj zaroti
rati u odnosu na lijevi za 
ugao 

Ml 
~ (1)=16=-'-. (12) 

G/0 

Na kraju, na sl. 10:14 
prikazan je element grede sa 
smicuCim naponima koji dje
luju na njemu, zatim element 
grede na Cijim stranama dje
luju glavni naponi, a dat je 
takode i Mohrov krug na
pona. 

( 11) 

Sl. 10:14. 
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10.5. Torzija grede prstenastog popreenog presjeka 

Rjesenje za ovaj slucaj mozemo dobiti direktno iz rjesenja za kruzni- popreeni 
presjek uocavajuCi ako iz cilindra kruznog poprecnog presjeka poluprecnika R

2 
izdvojimo cilindar poluprecnika R 1 <R2 , raspodjela napona u dobijenom prstena
stom cilindru ostaje ista (sl. 10: 15). Dakle, za dati ugao torzije e naponi u pun om 
kruznom i prstenastom cilindru su isti. Naravno, korespondentni moment torzije je 
razlicit: 

9 

T.=G9r 
Sl. 10:15. 

( 1) 

Prema tome, moment torzije je manji kod prstenastog cilindra za dio koji kod 
punog cilindra nosi unutrasnji dio poluprecnika otvora. 

Sada cemo, medutim, rijesiti ovaj problem iz pocetka da bismo ilustrovali 
primjenu jednacina · iz poglavlja I 0.2. Nairne, prstenasti poprecni presjek je dvo
struko povczana oblast (sl. 10: 16), pa se, saglasno poglavlju 10.2, rjesenje dobija iz 
jednacina: 

.1cp =- 2GG (2) 

cp (R2 )=0 (3) 

cp (RI)=KI (4) 

f dcp -ds=2GeA 1 dn (5) 

Sl. 10: 16. 
M,=2 J cpdA+2KIAI. (6) 

Ao 

Logicno je pretpostaviti da zbog centralne simetrije cp ne zavisi od polarnog ugla 3, 
pa je (u polarnim koordinatama) 
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tako da se direktnom dvostrukom integracijom jednacine 

d2 q> 1 dqJ 
-+--=-2G8 
dr2 r dr 

dobija 

d d 
Iz us! ova (5) imamo, s obzirom da je na konturi C 1 : -=-- i ds =- R 1d~, 

dn dr 

-2n 

I._ dqJ ds= I (- d<tJ) ·(- R 1 d~)=2G8Rirc- 2rcB1 == r dn dr r~R, 
c, 0 

== 2Ge Rirc, 

(7) 

(8) 

(9) 

sto je zadovoljeno ako je B
1 
=0. Iz granicnog uslova (3) dalje slijedi da je 

R2 
B2 =2G8 -.2, pa je 

4 

Iz granicnog us! ova (4) je 

tako da (10) postaje 

I 
--Ge 

2 Ri-R~' 

K1 2 2 <tJ = 2 2 (r - R2). 
R1 -R2 

Najzad, koristeCi (6) izra.Zavamo K 1 preko M 1 

K Mt 
1 TC (Ri +RD' 

sto zamjenom u (12) daje 

iii 

TC 
gdje je /

0 
="2 (Ri- RjJ polarni moment inercije kruznog prstena. 

(10) 

( 11) 

(12) 

( 13) 

(14) 

(I 5) 
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N aponi sc sad a dobijaju di ferenciranjem: 

ocp M1 

crzx= ov= -~ y 
. 0 

(16) 

tako da jc rczultujuci smicuCi napon 

I 2 2 Ml 
T=y O"zx+crzy =- r. 

Io 
(17) 

llgao torzije koji odgovara momentu torzije ':f1 dobija se unosenjem (13) u (11) 

(18) 

1 0.6. Membranska analogija 

Pokazali smo da se rjesenje problema torzije pune prizmaticne grede svodi na 
rjcsavanjc konturnog problema definisanog sa: 

V2 cp =- 2Ge unutar konture 

q> = 0 na konturi, 
(1) 

pri ccmu mora biti 

M 1 =2 J cpdA, (2) 
A 

sto sluzi za nalazenje veze izmedu ugla uvijanja e i momenta torzije M
1

• Medutim, 
rjcsavanje konturnog problema (1) za mnoge konture poprecnih presjeka grede sa 
matcmatickc tacke gledista predstavlja ozbiljan problem. Iako za neke konture 
postojc cgzaktna analiticka rjesenja (krug, elipsa, kruzni prsten, pravougaonik, 
trougao. kruzni isjecak, razni poligoni itd.), za veCinu kontura nije nadeno eksplicit
no analitiCko rjcsenje pogodno za direktnu upotrebu. Zato se najcesce pristupa 
numcrickom rjc§avanju {konacnim elementima iii konacnim razlikama), iii eksperi
mcntalnim mctodama, od kojih se mnoge zasnivaju na matematickoj analogiji 
izmedu jednacina koje opisuju problem torzije i jednaCina koje opisuju neke druge 
fizicke pojavc. Mi cemo se zadrzati na tzv. membranskoj analogiji, tj. analogiji koja 
postoji izmcdu problema torzije grede i ponasanja tanke elasticne membrane pod 
djejstvom ravnomjcrnog pritiska. Dakle, neka je tanka homogena elasticna mem
brana (na primjer od sapunice) formirana na otvoru istog oblika kao poprecni 
presjek grede, koji je isjecen u krutoj ploCi (sl. 10: 17). Ako se zatim membrana 
optereti odozdo ravnomjernim pritiskom p=const. (na primjer pumpanjem vazdu
ha), ona ce sc deformisati i zauzeti polozaj kao na sl. 10:17. Nadimo jednaCinu 
deformisanog oblika membrane. U tom cilju izdvojimo mali element membrane 
d~dTJ, koji je u deformisanoj konfiguraciji prikazan na sl. 10:18. Na ivicama 
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"T] "T] 

Sl. 10:17. 

elementa djeluje ravnomjerna zatezna sila (po jedinici duzine) S koja uravnotezava 
silu usljed pritiska p (po jedinici povrsine ). Iz us! ova ravnoteze da je suma svih sila u 
pravcu normale na deformisani element jednaka nuli, slijedi 

da d~ 
2S sin- R2 d~+2S sin- R 1 da- pR 1 det. R2 d~=O, 

2 2 

odakle je, s obzirom da pretpostavljamo male deformacije membrane (sin d2a ~ 
""da sin d~ ""d~) 
-2; 2-2' 

(3) 

U (3 ), R
1 

i R
2 

su poluprecnici krivine ivica deformisanog elementa membrane. 
Medutim, za male deformacije je 

pa je 

az~ 

0~2, az~ 

[ 
1 
+GD2J/2 =- a~2. 
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s 

Slicno je 
Sl. 10:18. 

"' R = 
2 

sto zamjenom u (3) daje diferencijalnu jednacinu deformisanog oblika membrane 

02s 02s p 
of/+ 011 2 = -s 

uz granicni uslov da je na konturi 

s=o. 

(4) 

(5) 

Uporedujuci (4) i (5) sa (l), vidimo da su problem torzije grede i naduvane 
membrane opisani istim jednaCinama. Ako uvedemo koeficijent srazmjere 

tada je oCigledno 

X y 
~=~=L, 

<p =I! 2Ges s. 
p 

(6) 

(7) 

pa mjerenjem ugiba membrane s (sto je moguce raznim optickim metodama), 

I . . (7) . . . d . f k . . N . o<p · o<p b. ' na az1mo IZ 1 vnJe nosh un CIJe napona <p. apom crzx=-1 crzy= --;- Ice u 
ay ux 

odgovarajucoj srazmjeri jednaki nagibima membrane u odnosu na 11 i -~ osu, 
respektivno, dok je moment torzije M, srazmjeran zapremini ogranicenoj membra
noms=~(~, TJ) i (~, 11) ravni. Jasno je sada da je napon najveCi na konturi, jer su 
tamo najveci nagibi membrane. 
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Definisimo sad a tzv. 
nivo linije popreenog presje
ka. To su linije duz kojih je 
<P = const ., tj. ~=con st. u 
membranskoj analogiji (sl. 
10: 19). Uoeimo proizvoljnu 
tacku na nivo linije <P =const. i 
komponentalne napone cr zx i 
crzy u njoj. Projektovanjem 
ovih komponenti na pravac 
normale na nivo liniju 
dobijamo 

y 
Sl. 10:19. 

0' = 0' sin r:t- I- 0' ) cos r:t = - O<p (- dx l + oq> (dy) = d<p = 0 
zn zy \ zx OX \ ds J oy ds ds ' 

tj. rezultujuCi smicuCi napon u svakoj tacki nivo linije je u pravcu tangente na nivo 
liniju, i jednak je 

Zato se nivo linije zovu i linije smicuceg napona jer je napon tangentan na njih i 
jednak izvodu funkoije napona po normali na nivo liniju. 

\ 

Sl. 10:20. 

Da vidimo, na kraju, kakva je 
situacija sa membranskom analogijom 
u slucaju visestruko povezanog po
precnog presjeka grede. Bice sve isto, 
jedino treba postaviti barijeru na ne
kom nivou ~=con st. iznad otvora, 
koja obezbjeduje konstantnost funk
cije ~ po konturi otvora (sl. 10: 20). 
Moment torzije je proporcionalan za
premini ispod membrane, dok se iz 
us! ova 

dobija 

f dc.p 
_ -ds=2G9A1 - dn 

sto znaCi da barijera mora biti bez 
tezine, tj. pritisak p po njoj odozdo, 
prihvata samo sila u membrani S. 
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10.7. Torzija grede pravougaonog popreenog presjeka 

Posmatrajmo gredu poprecnog presjeka u obliku pravougaonika dimenzija 
2a X 2b (sl. I 0: 21 ). Da bismo nasli funkciju napona <p koja zadovoljava Poissonovu 
jednacinu (10.1: 13) uz granicni uslov (10.1: 14), uvedimo prvo funkciju <p

1 
takvu 

da je 

-b 

)( 

<p=<p1 -Ge(x2 -a2 ). (I) 

Zamjenom (1) u. (10.1: 13) i (10.1: 14) ocigledno 
je da funkcija <p 1 mora zadovoljiti Laplaceovu 
jednacinu 

(2) 
--------a+---~~---- -a uz granicne uslove: 

b 

y 
Sl. 10:21. 

<p 1 =0 na dijelu konture x= ±a 
(3) 

<p 1 = Ge (x2
- a2

) na dijelu konture y = ±b. 

Dakle, uvodenjem funkcije <p1 sveli smo pro
blem na rje~avanje homogene, Laplaceove par
cijalne diferencijalne jednaCine, umjesto neho-
mogene, Poissonove diferencijalne jednaCine. 
Cijena je, medutim, da smo ostali sa kompli

kovanijim granicnim uslovima (3) u odnosu na uslov (10.1: 14). Ukupan ishod je, 
ipak, povoljan. Pri rjesavanju homogene jednaCine (2) sada mozemo primijeniti 
metod razdvajanja promjenljivih, tj. pretpostaviti da je 

sto zamjenom u (2) daje 

Odavde je 

<p 1 =X (x)· Y (y), 

X" Y" 
-= --=const= -a.2 . 
X Y n 

X"+a.;X=O 

Y"-a.; Y=O, 

cijim rjesavanjem dobijamo: 

Prema tome je 

X= An cos ll..nX + Bn sin ll..nX 

Y=Cn cha.ny+Dn sha.nY· 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

No, diferencijalna jednaCina (2) je linearna pa ce i zbir rjesenja (8) (za razliCite 
vrijednosti ex") biti takode rjesenje te jednaCine. Nama ce trebati upravo takvo 
rjesenje, tj. 

X 

<pl = I (An cos cxnx + Bn sin cxnx) (Cn ch CXnY+ Dn sh cxny). (9) 
n=l 
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Medutim, zbog geometrije problema mi ocekujemo da je: 

a<P a<Pi {parno po x 
<Yzx= ay =- ay = neparno po y 

cr = _ a<P = _ a<Pi_ 2GGx={neparno pox 
zy ax ax parno po y ' 

odakle je lako zakljuCiti da konstante Bn i D u (9) moraju biti jednake nuli. Prema 
. n , 

tome ostaJe 
co 

<Pi= I En cos a.nx ch a.ny' 
n=i 

gdje smo sa En oznaCili En= AnCn. 
Iz granicnog us! ova da je <Pi= 0 za x = ±a dalje slijedi da mora biti 

paje 

a. = n 

(2n- 1) n: 

2a 
n=1,2,3, ... , 

~ (2n- 1) n: (2n- 1) n: 
<Pi= '-- En cos X ch y. 

n=i 2a 2a 

Iz preostalog granicnog uslova (3) imamo 

oo (2n- 1) n: (2n- 1) n: I En ch 
2 

bcos--
2
--x=Ge (x

2
-a

2
). 

n=i a a 

(10) 

( 11) 

(12) 

(13) 

Funkcija na desnoj strani u (13) moze biti razvijena u Fourierov red po kosinusima 

u granicama lxl ~a: 

2 2 
32G9 

2 
~ (-1t (2n-l)n:x 

G e (X - a ) = --3- a '-- 3 cos 2a 
n: n=i (2n-1) 

(14) 

sto zamjenom u (13) definise vrijednosti konstanti En, 

32G9 a2 
( -1)" 

E =---------~-----
" (2n- 1) n: 

(2n-1fn:3 ch b 
2a 

( 15) 

Prema tome je konacno 

( _ l)n (2n- 1) n: (2n- 1) n: 
----=---------COS X ch y. (16) 
(2n- 1 )3 (2n- 1) n: 2a 2a 

ch b 
2a 
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Naponi su sada dati sa: 

o<p 
(j =-= 

=x oy 

8a ex, (- 1 t (2n- I) n h (2n- 1) rr 
= 2G e- I cos x s v 

rr
2 

n = 1 (2n- 1 )2 ch (2n- 1) rc b 2a 2a -

2a 
o<p 

()=\'= --;--= 
· uX 

[ 
8a ~ (- It . (2n -1) rc (2n- 1) rc J 

=2G8 x+- L Sin X ch y . 
TC

2 
n =I (2n - I f ch (2n - I ) 1t b 2a 2a 

2a 

X 

y 

y 
Sl. 10:22. 

(17) 

(18) 

Rcdovi u ( 17) i (18) konvergiraju toliko brzo da je dovoljno uzeti samo nekoliko 
prvih clanova pri sracunavanju vrijednosti za (jzx i (JZ\'' NajveCi napon je, naravno, 
na konturi, i to na sredini duze stranice, jer je tamo· najveCi nagib membrane, tf 
funkcijc <p (sl. 10: 22_). Dakle, ako je b >a, 

[ 
8a ex: I 1 ] Tmax=cr=Y (x= ±a, y=O)= ±2G8 a- 2 L 

7 
, 

1r n = 1 (2n - 1 )- (2n- I) 1r 
· ch----b 

(19) 

2a 

tj. zadrzavajuci se, zbog brze konvergencije, samo na prvom clanu reda, 

(20) 

Za h=a dobija se Tmax=1,35G8a, za h=2a je Tmax=l,86G8a itd. Za veoma uski 
pravougaonik (b ~a) dobijamo u limitu •max = 2Gea. 

Da bismo nasli vezu izmedu ugla uvijanja 8 i momenta torzije M
1

, koristimo 
uslov 

a b 

M1 =2J <pdA=2 J J [<p 1 -G8(x2 -a2 )]dxdy, 
A -a -b 

(21) 
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odakle integracijom slijedi 

1 [ 192aro 1 (2n-1)1t] 
M,=- GG (2a)3 (2b) 1--

5 
- L 5 th b . 

3 1t b n=l (2n-1) 2a 
(22) 

Red u (22) konvergira vrlo brzo i za svaki odnos bfa dovoljno je uzeti samo 
nekoliko prvih clanova. Na primjer, ako se zaddimo samo na prvom clanu, imamo 

1 ( 192 a 1tb) M,=-G9(2a)3 (2b) 1---th-. 
3 1t5 b 2a 

(23) 

Moze se pokazati da je greska koja se pri ovome pravi manja od 0,5~~- Za b =a 
dobija se M,=0,1406GG (2a)4

, za b=2a je M,=0,458GG (2a)4
, itd. Za veoma uski 

pravougaonik (b~a) dobijamo M, =0,333GG {2a)3 (2b). 
Iz dobijenih izraza za tmax i M, za razne odnose bja, mozemo uoeiti da jc: 

M,= k2 • Ge (2af (2b), 

(24) 

(25) 

gdje koeficijenti k1 i k2 zavise od odnosa bfa. Cesto se izrazi {24) i (25), po ugledu 
na knizni poprecni presjek, daju u obliku: 

M, 
tmax= W 

t 

9=M, 
GI,' 

(26) 

(27) 

gdje je W, tzv. otporni moment pri torziji, a J, moment inercije pri torziji. 
UporedujuCi sa (24) i (25) vidimo da je: 

k 
W, =~ (2a)2 (2b) 

kl 

l,=k2 (2a)3 (2b). 

Vrijednosti koeficijenata k1 i k2 , za razne odnose bja, dati su u tabeli 10: I. 

b 
- kl k2 
a 

1 0.675 0,14 
1,5 0.848 0,196 
2 0.930 0,2285 
3 0.985 0,2633 
4 0.997 0,2808 

Tabela 10:!. 

k3 

1 
0,859 
0,795 
0,753 
0,745 

y 
Sl. 10:23. 

(28) 
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Nakon sto smo nasli komponentalne napone definisane izrazima (17) i (18), 
Iako je naCi iz Hookeovog zakona komponentalne deformacije, a zatim integra
cijom i komponentalna pomjeranja. Na primjer, za vitoperenje popreenog presjeka 
dobija se 

[ 
32a

2 
oo {-It 1 . {2n-1)1t {2n-1)1t J 

uz=e xy+-3- I 3 sm xsh y . (29) 
1t n = 1 {2n- 1) (2n- 1) 1t 2a 2a 

ch b 
2a 

Nivo linije uz=const. (tj. izohipse vitoperenja) za slucaj a=b prikazane su na sl. 
10:23. 

I0.8. Torzija grede otvorenog tankozidnog proflla 

b 
Posmatrajmo pravougaoni poprecni presjek kod kog je -~I, tj. veoma uski 

a 
pravougaoni poprecni presjek, kakav je prikazan na sl. 10: 24. Pri analizi torzije 
grede ovakvog poprecnog presjeka mozemo koristiti izvedene opste obrasce iz 

b 
prethodnog poglavlja, uproscene zbog odnosa - ~1. 

b 

X .d-r max 

b· 

- ~ 
y 

Sl. 10:24. 

a 
Medutim, problem torzije grede uskog pravougaonog 
poprecnog presjeka moze se jednostavno rijesiti. ako 
se uoCi aproksimacija da je, izuzev u okolini' krajeva 
y = ± b, funkcija napona cp cilindricna povrs koja se 
ne mijenja sa y, tj. cp ~ <p (x). Ovo slijedi iz membran
ske analogije jer bi razapeta membrana imc;tla izgled 
kao sto je prikazano n!i sl. 10:24. Dakle, umjesto 
Poissonove jednaCine, funkciju napona aproksima
tivno uzimamo kao rjesenje obicne diferencijalne 
jednacine 

J2cp 
-=-2Ge. 
dx2 

Integracijom jednacine (1) slijedi 

(1) 

(2) 

tj. funkcija <p je parabolicna cilindricna povrs. Uporedenjem sa egzaktnim rjesenjem 
iz prethodnog poglavlja 

cp= -Ge(x2 -a2 )+ 

32Ge 2 ~ (-It (2n-1) 1t (2n-1) 1t 
+--a .L. cos----x ch y 

1t
3 

n=l (2n-1)3 ch (2n-I) 1t b 2a 2a ' 
2a 

(3) 

vidimo da je dio funkcije cp dat sumom u tacnom izrazu (3) samo korekcija 
pribliznog rjesenja (2), koja je bitna jedino u okolini krajeva y = ±b. 

224 



Naponi slijede iz (2) diferenciranjem: 

oq> 
cr =-=0 

z.x ay 

oq> 
crz,= --=2G9x. ox 

(4) 

(5) 

Vidimo da se cr zy mijenja linearno sa x (sl. I 0: 24 ), pa je najveei napon za x = ±a, i 
iznosi po apsolutnoj vrijednosti 

(6) 

Vezu izmedu ugla uvijanja e i momenta torzije M, nalazimo iz uslova 

a 

M,=2f<pdA=2J (7) 
A 

odakle je 

3M, 
9=-··----·. 

G (2a)3 (2b) 

Zamjenom (X) u (6) maksimalni smicuCi napon m.ozemo tzraziti u obliku 

3 M, 
"[rna.= S ~lh. (9) 

lntoresantno je. mcdutim. uociti da napon 0 ,,. dat sa (5) daJC samo pola momenta 
izracunatog sa (7 ). Drugu polovinu daje napon crzx koji smo zanemanh zbo!! 
prctrostavJ.,c 4> = (j) (x ). lako jc komponcnta napnna 0., /ancmari.JI\ ;1. thtm 11 

okolm1 kraJCVa_ r = ±h. 1 1ako JC cr:,:J' < Tmax• ipak napon 0,x doprinosi pnlovini 
momenta ll.!, jer se mnozi pri sracunavanju momenta .\1, sa velikim krakom (rcda 
vclieine h. sto jc znatno vcee od kraka sa kojim se mno7i napon 0, ... koji jc naJVtsc 
a) (sl. 10: 25). 

Sl 10 25. SL 10:26. 

Dobijene izraze za uski pravougaonik mozemo koristiti i za proizvoljan uski 
poprecni presjek (sl. 10: 26 ), tzv. otvoreni tankozidni profil. Potrebno jc samo uoeiti 

15 Otporno~t m.ltenJala 
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da se u ovom slucaju oblik membrane priblizno ne mijenja uzduz profiia (tj. 
koordinate T] ), osim, naravno, u okolini krajeva, pa je <p = <p (~), gdje je ~ normal no 
na TJ. Dakle, po ugledu na izraze (10.8:6) i (10.8:8}, ovdje imamo: 

Tmax= GEJ 0 

El= 3M, 
Gho3

' 

(10) 

(11) 

gdje je o debljina pro fila, a h duzina uzduzne ose pro fila. Zamjenom (11) u ( 1 0) 
ocigledno slijedi 

M, 
T =·---

max wt, (12) 

1 
gdje je W, = 

3 
ho2 otporni moment pri torziji. Uvodeti moment inercije pri torziji 

I 
1,=-hf?, (11) mozemo prepisati u obliku 

3 

Sl. 10:27. 

M, 
0= ~. 

GI, 
(13) 

Ako je u pitanju tankozidni 
profil sastavljen IZ nekoliko 
dijelova, recimo kao na sl. 10:27, 
tada se ukupan moment torzije 
kojim je opterecen poprecni presjek 
raspodjeljuje na dijelove profila, 
tako da je 

M,= I M,_;· (14) 

No, iz (11) je 

1 3 
1\.J,_i = J GOh;o; , (15) 

gdje je 8 ugao torzije. pa zamjcnom (I 5) u ( 14) dobijamo 

I} 3 
M,=GO :3 '-:-' hJ\. 

l 

Prema tome, moment inercije pri torziji u ovom slucaju je 

1 
I =- '\ h ~ 3 

t 3 L. ;U;. 
l 

(16) 

(17) 

Maksimalni napon u pojedinim dijelovima profila dobijamo saglasno izrazu (10) 

(18) 
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tako da je najveci napon u profilu 

Ml 
T =-~ 

max [ 0 max · 
I 

(19) 

Prema tome, otporni moment pri torziji ovakvih profila je 

' II W, = -----. 
<')max 

(20) 

Izvedene izraze (16)- (20) mozemo koristiti kod raznih tankt'!idnih prnfila koji su 
cesto u upotrebi (sl. 10: 28). 

(a) {b) {C) 
Sl. !0: 28. 

Na primjer, za profil na sl. 10:28(b)je: 

1 
I,= (2h- 8) ()3, 

3 

dok jc za profil na sl. 10: 28(cl: 

{d) 

I 
w·=-~ 

I <')' 

U samim uglovima, medutim, javlja se koncentracija napona. pa da bi se ona 
izbjegla (umanjila), vrsi se zaobljivanje uglova (sl. 10:29 ). No, i daljc. u okolini 
uglova izvedeni obrasci ne vaze, pa okoline uglova treba posebno analiZJrati. sto jc 
takode moguce korist.eCi merribransku analogiju, u sta sc mi ovdje necemo upustati. 

Sl. 10:29. 
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10.9. Torzija grede zatvorenog tankozidnog proflla 

Posmatrajmo sada gredu zatvorenog tankozidnog profila, recimo kao na sl. 
10:30. Debljina zida je o = o (s), gdje je s uzduzna koordinata pro fila. NaCi tacno 
rjesenje ovog problema bilo bi izuzetno tesko. No, koristeei se membranskom 
analogijom, na.ci cemo priblizno rjesenje ovog problema koje je sasvim zadovoljava
juce za inzinjerske potrebe. Nairne, za tankozir.lni zatvoreni profil, tj. visestruko 
povezanu oblast (na sl. 10: 30 u pitanju je dvostruko povezana oblast), funkcija <p, 
tj. membrana u eksperimentu sa sapunicom, imace izgled kao sto je prikazano na sl. 
10:30. Na spoljasnjoj konturi C0 je q> =0, a na unutrasnjoj konturi C1 
je <p =K 1 =const. Zbog male debljine zida o mozemo zanemariti promjenu nagiba 
membrane duz debljine zida, tj. uzeti da su AD i BD prave linije. Ovo je 
ekvivalentno pretpostavci da je smicuCi napon konstantan duz debljine zida. Zaista, 

Dalje je iz (1 0.2: 3) 

Sl. 10:30. 

d<p 0-K 1 K 1 cr =t= --= ---=-
zs dn o o · (1) 

M, =2 J <pdA +2K 1A1 ~2K 1 A, (2) 

y 

Ao 

gdje je A povrsina ogranicena sred
njom linijom profila (crtkano ozna
ceno na sl. 10: 30). Iz (2) je 

M, 
K -
,-2A' (3) 

sto zamjenom u (1) daje izraz za na
pon 

M, 
(4) 

t (s) = 2o (s) A 

Dakle, najveCi napon je tamo gdje je 
najmanja debljina profila · 

M, M 1 
1 =--=- (5) 

max 2ominA It';' 

gdje je W, = 28min A otporni moment 
pri torziji. Ako je o=:::onst., smicuci 
napon je svuda isti. Iz (4) je takode 
ocigledno da je 

M, 
f=t (s)o (s)=-=const. 

2A 

duz srednje linije profila. VeliCina f naziva se tok smicanja. 

Da bismo nasli ugao torzije koji odgovara momentu M,, koristimo preostali 
uslov da za visestruko povezanu oblast (vidjeti (10.2:7)) mora biti 

i._d<p ds=2G9A, (6) r dn 
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odakle je, s obzirom na (1) i (3), 

M,l ds 
2A J o(s) =2G9A, 

tj. 
e- M, 1 ds 

- 4GA2 J o (s) . 

Izraz (7) mozemo prepisati u obliku 

M, 
9=

GJ,' 
l,=f4A2 . 

ds 

o (s) 

Obrasci (4) i (7) nazivaju se Bredtove formule. 

Ako je debljina zida konstantna, tada je iz (7) 

M,s 
S= 4GA2 o' 

gdje je s duzina (obim) konture poprecnog presjeka. 

Nap.ominjemo da smo u 
gornjem izvodenju pr'etpostavlja
li da je debljina profila znatno 
manja od radijusa krivine profila 
na svakom mjestu profila. Ako 
to nije slucaj (sl. 10:31), onda 
imamo znatnu koncentraciju na-
pona, sto zahtijeva posebnu ana-
lizu. 

10.10. Deformacioni rad pri torziji 

Sl. 10:31. 

Specificni deformacioni rad grede uvijene spregovima M, je 

1 1 [(o<p)2 (o<p)z] 
d*=cr.x£zx+cr.y~:.y=2G (cr;,+cr;y)=2G ~OX + oy '. 

a ukupan deformacioni rad 

v A 

(7) 

(8) 

(9) 

(1) 

(2) 

S druge strane, ako sa ~=I e, gdje je e specificni ugao torzije, oznaCimo 
rotaciju jednog bazisa grede u odnosu na drugi usljed spregova M ,, deformacioni 

rad mozemo izraziti u obliku 
1 l 

d=-M A=-M e. 2 tl-' 2 t 

(3) 
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Vidjeli smo, dalje, da je zbog Iinearnosti problema ugao torzije proporcionalan 
momentu torzije, tj. 

1 1 
e=-M =-M 

c 1 G/
1 

t' 
(4) 

gdje je c = G/
1 

tzv. torziona krutost {jednaka proizvodu modula klizanja G i 
momenta inercije pri torziji 1,, koji zavisi od oblika poprecnog presjeka kao sto je 
prikazano u tabeli 10:2). Zamjenom (4) u (3) deformacioni rad mozemo izraziti u 
sljedecem obliku: 

Oblik popreenog pr~sekc. 

Elipsa • 
Krug ~ 
Kruzni @}R2 prsft!!n 

2a 

Pravougaonik ~2b 
Tankoz;dn; ~ 
otvoreni 
prom 6 

Tankozidni ~} 
zatvortmi A 
profit 

1 2 
d(9)=-IGJte. 

2 

It 

na3 b3 
a2,. b2 

rr R" 
2 

1LtR4-R 4J 2 2 1 

~c2 t2aPt2b} 

~ 
3 

I.A2 

p ds 
6fs) 

Tabela !0:2. 

Ocigledno je sad a: 

230 

od(M,) . M,i 
--=-=el=fi 

oM, G/1 

(5) 

(6) 

Wt 

~ 
2 

rrR3 

2 

Jl. Rj_-Rf 
2 R2 

~(2aJ2t2b} 

It 

Omax 

26m;nA 

(7) 



od (S) 
--=IGI 9=1M ae t t, 

tj. 
od(!)) 
--=M 

iJ!) t' 
(8) 

sto predstavlja Castiglianove stavove pri torziji. 
Poka.Zimo sada kako se koristeei izraze za deformacioni rad pri torziji moze 

izvesti izraz za / 1 tankozidnog zatvorenog profila. Specificni deformacioni rad je 
1 M 

d*=--r2
, gdje je -r=--1 ranije izvedeni izraz za napon kod tankozidnog 

2G 25A 
zatvorenog profila. Ukupan deformacioni rad je 

I 

d= f f 2~ T2
0dsdz= 8~~2 t /(s). 

0 

IzjednacujuCi (9) sa (3) sada dobijamo 

-M 91=-- --1 M;l § ds 
2. 1 8GA2 5 (s)' 

odakle je 

odnosno 

10 .11. RjeSavanje problema torzije grede pomoeu metode 
deformacionog rada 

(9) 

Vidjeli smo da se rjesenje problema torzije svodi na odredivanje funkcije 
napona q> rjesavanjem Poissonove deferencijalne jednaCine uz odgovarajuCi kon
turni uslov. Zbog matematickih teskoea rjesavanja ovog problema odredivanje 
funkcije q> cesto se vrsi priblizno, i to na bazi teoreme 0 minimumu komplemen
tarne energije (vidjeti poglavlje 5.4) po kojoj, od svih staticki dopustenih naponskih 
stanja, stvarno rjesenje je ono koje Cini komplementarnu energiju minimalnom, tj. 
za kojeje blc=O, gdjeje 

( 1) 

Kod torzije grede spregovima M 1 na bazisima je: 

1 1 r laq>)2 (a<~>)2] d* {cr)=- {cr2 +cr2 );=---Ll- + -
2G zx z.y 2G \ox oy (2) 

(3) 
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pa je 

(4) 

Oak! e. tacan izraz za funkciju napona <p = <p (x, y) je onaj koji cini minimalnim 
integral 

(5) 

A 

U konkretnom rjesavanju problema funkciju <p obicno pretpostavljamo u 
obliku reda 

(6) 

gdje funkcije <p0 , <p 1, <p 2 , ••• zadovoljavaju granicni uslov da su jednake nuli na 
konturi, a izabrane su pogodno na bazi membranske analogije. Konstante a

0
, a

1
, 

a2 , ... odredujemo iz uslova minimuma integrala (5), tj. iz: 

of 
-::1-=0, 
oao 

of 
-=0 
oal ' 

of 
oaz =0, ... (7) 

Sistem jednacina (7) predstavlja sistem linearnih jednacina po koeficijentima a
0

, a
1

, 

a2 •... Cijim rj,·s~vanjem odredujemo te koeficijente. Teorijski, ako bismo uzeli 
beskonacno mnogo clanova reda u (6), dobili bismo tacna rjesenje za <p. No, u 
prakticnim primjenama uzimamo samo nekoliko clanova, pa tako dobijamo pri
blizno rjesenje, tj. priblizan izraz za funkciju <p. Naravno da povecanje broja 
clanova reda (6) povecava i tacnost rjesenja. 

Posmatrajmo, na ~rimJer, ~ravougaoni presjek sa konturom x= ±a, y= ±b. 
K ako je funkcija (·x2

- a ) (y - b ) jednaka nuli na konturi, red (6) mozemo uzeti u 
obliku 

(8) 
m .n 

gdje, zbog simetrije, m i n moraju biti p_arni. UzimajuCi samo prvi clan reda (8), 
imamo za kvadrat (a=b) 

gdje a0 dobijamo iz uslova 

of 
--=0 
oao , 

(9) 

(10) 

Odgovarajuci moment torzije je M, = 2 f <p dA = 0,1388 (2a)4 G8, sto je za 1,33% 

manje od tacne vrijednosti. 
A 

Ako bismo uzeli dva prva clana reda, tj. 

<p = (xz- az) (yz- az)[ ao + al (xz + yz)]' (11) 
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Ge Ge 
dobijamo a0 =0,5844~, a1 =0,1185 7 , tako daje M1=0,1404G9(2a)4

, stoje za 

svega 0,15% manje od tacne vrijednosti. Za maksimalni smicuCi naponjdobijaju se 
rezultati sa nesto vecom greskom (oko 4% za dva clana reda). 

Opisani priblizni postupak odredivanja funkcije <p naziva se Ritzov postupak. 

1 0.12. Dimenzionisanje grede pri torziji 

Dimenzionisanje grede optereeene na torziju vrsi se iz zahtjeva 

(1) 

1 1 1 
gdje je 't.r=cra poI hipotezi, •a=-.- crapo II, •a=- crapo III i •a= r::; crapo IV 

l+v 2 v3 
hipotezi, pri cemu smo sacra oznaCili dozvoljeni napon materijala u testu istezanja. 
Za zilave materijale (metale) koristimo, naravno, iii III iii IV hipotezu. 

Kako je 

Mt 
(2) 'tmax= W' 

t 

mora biti 
A1, 

(3) -<• w d' 
t 

sto definise potrebne dimenzije za dati moment, iii maksimaini moment za date 
dimenzije poprecnog presjeka. W1 je otporni moment pri torziji koji je dat u tabeii 
10:2 za razne oblike poprecnog presjeka grede. 

Ukoiiko se dimenzionisanje vrsi prema dozvoijenom ugiu rotacije, tada mora 
biti 

~max :S; ~d' (4) 
tj. 

M 1 l 
(5) --<~ GI a• 

t 

gdje je / 1 moment inercije pri torziji, koji je takode dat u tabeii 10:2 za karakteri
sticne oblike poprecnog presjeka grede. 

10.13. Dodatne napomene o torziji 

Pri proucavanju problema torzije smatrali smo da je greda (stap) prizmatic
nog oblika, tj. da joj se popreeni presjek ne mijenja duz uzduzne ose. Dva sprega M 1 
koji djeluju na krajevima grede izazivaju;•ka) sto smo vidjeli, smicuce napone crzxi 
crzy• dok su ostale komponente naporfa ijenticki jednake nuli. Korespondentna 
pomjeranja predstavljaju cistu rotaciju poprecnog presjeka pracenu sa vitoperenjem 
popreenog presjeka. 
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Ako je, medutim, neprizmaticna greda (tj. greda promjenjivog poprecnog 
presjeka) opterecena na torziju sa dva sprega na krajevima (sl. 10:32), tada je na
ponsko i deformaciono stanje znatno slozenije nego kod prizmaticne grede. Moze 
se pokazati (u sta semi ovdje necemo upustati) da su u slucaju kruznog presjeka 
sve komponente napona, izuzev a , razlicite od nule (u !Jescartesovom koordi
natnom sistemu). Korespondentn~zpomjeranja u ravni poprecnih presjeka ne da
ju cistu rotaciju poprecnog presjeka, kao kod prizmaticne grede, vee se javlja i 
deformacija u ravni poprecnih presjeka. No, ukoliko je promjena poprecnog 
presjeka grede po njenoj duzini postepena, tada se sa dovoljno tacnosti moze 
uzeti da je maksimalni napon u gredi jednak 

M, 
'tmax= W"~' 

t 

tj. dat je istim izrazom kao i kod prizmaticnih greda, s tim sto se torzioni otporni 
moment W1 =W1 (z) mijenja sa z, pa treba uzeti minimalno W, (koje naravno 
odgovara najuzem mjestu grede). 

--•• _.;_Mt -+-1-u--3-+--M __ t 81 _z 

Sl. 10:32. 

Ranije smo vidjeli da se za prizmaticne grede ugao torzije moze izraziti u 
obliku 

9=M' 
GI,' 

(2) 

sto je konstantno duz cijele grede. Za neprizmaticnu gredu definisacemo ugao 
torzije sa 

M, 
9(7)--

- -GI,(z)' 
(3) 

tako da ce se dva presjeka na udaljenju I priblizno zaokrenuti jedan u odnosu na 
drugi za 

{41 

0 0 0 

Napominjemo, medutim, da se kod neprizmaticnih greda sa naglim promje
nama poprecnog presjeka (sl. 10 ~33) javljaju veliki lokalni naponi u okolini mjesta 
prelaza (m- m na sl. 10: 33), sto predstavlja koncentraciju napona na tim mjestima. 
Teorijsko odredivanje najveceg napona na mjestima nagle promjene poprecnog 

234 



presjeka je izuzetno slozen problem, pa se najcesce pribjegava eksperimentalnim i 
numerickim metodama. U inzinjerskim proracunima uticaj koncentracije napona 
uzima se u obzir prilikom dimenzionisanja povecavanjem koeficijenta sigurnosti. 

E-·-t-·-3 
Sl. 10:33. 

U dosadasnjem razmatranju torzije grede torzija je uvijek bila izazvana sa 
dva sprega koji djeluju na krajevima grede, dok je bocna povrsina grede slobodna. 
Moguce je, medutim, u nekim problemima imati slucaj da je torzija izazvana 
rasporedenim momentom po bocnoj povrsini, na primjer kao na sl. 10:34. To, 
naravno, predstavlja novi problem. Moze se pokazati (u sto necemo ulaziti) da se 
u slucaju kruznog presjeka javlja (u Descartesovom koordinatnom sistemu) pet 
komponenti tenzora napona razlicitih od nule, dok je samo o = 0 , sto je sasvim 
razliCito od slucaja ciste torzije sa dva koncentrisana spreg~z na krajevima, gdje 
J·e jedino o i= 0 i o i= 0 . No, ako 

zx zy 
je greda dovoljno dugacka, tada se sa 
prihvatljivom tacnoscu za inzinjerske 
potrebe moze uzeti da je 

(5) 

z 

gdje je M';'ax maksimalni moment tor- Sl. 10:34. 

zije koji se javlja u gredi, s obzirom da 
je M

1
=M,(.::). 

z 

Ni ovdje, kao m u slucaju grede promJenljivog poprecnog presjeka, pomjera
nja u ravni poprecnog presjeka ne daju Cistu rotaciju poprecnog presjeka. Ipak, 
definisemo ugao torzije sa 

M
1 

(z) 
G(z)=~G/, 

I 

(6) 

tako da je relativno okretanje dva poprecna presjeka na udaljenju I priblizno 
jednako 

I I 

fM,(z)dz 1 f 
~= =-- 1M, (z)dz. 

Gl
1 

Gl 1 .; 

(7) 

0 0 

Ako je u pitanju torzija neprizmaticne grede distribuiranim momentom po 
bocnoj povrsini, tada je 

M ('7) 
0 ·-)- t -(_ ----, 

G/
1 

(.::) 

(8) 
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odnosno 

I 

~=IM1 (z)dz. 
G/1 (z) 

0 

Deformacioni rad u ovom slucaju jednak je 
t 

d=JM? (z)dz. 
2Gl1 (z) 

0 

(9) 

(10) 

Ugao rotacije ~ na nekom mjestu nosaca gdje djeluje koncentrisani spreg torzije IDl
1 

mozemo odrediti pomocu Castiglianovog stava 
I 

f 
M, (z) oMt (z) I 

~= od = oiDl1 dz=JMt (z)M1 (z) dz, (ll) 
oiDl1 G/1 (z) G/1 (z) 

0 0 

- oM
1
(z) 

gdje je M 1 (z) = momentna raspodjela usljed jedinicnog momenta IDl
1 
= 1 na 

aiDZ, 
mjestu gdje se traii rotacija poprecnog presjeka. 

U primjerima koji slijede ilustrovacemo primjenu izvedenih obrazaca za 
torziju grede. Akcenat je dat na odredivanju maksimalnog smicuceg napona i ugla 
uvijanja greda razlicitog poprecnog presjeka, kao i na rjesavanju staticki neodrede
nih grednih nosaca opterecenih na torziju. 

Primjeri: 

Primjer 10.1. 

Za presjek u obliku jednakostranicnog trougla visine a {sl. P 10.1 (a)) funkcija 
naponaje 

[
1 2 2 1 3 2 2 2] <p =- Ge - (x + y )-- (x - 3xy )--a . 
2 2a 27 

Odrediti napone i nacrtati raspodjelu napona crzy duz x ose. Izracunati torzionu 
krutost. 

Rjesenje: 

Saglasno izrazima (10.1 :4) je: 

crzx=o<p =-Gey(l+~x) oy a 

o<p [ 3 2 2 J cr =--=Ge x--(x -y) . zy ox 2a 
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Napon crzy duz X ose je 

crzy (y=0)=G9 (x- ;a x2
). 

sto je skicirano na sl. P lO.l(b). 
Moment torzije dobijamo prel1la izrazu (10.1: 12) 

M =2 J<pdA =- 2G9 J[~ (x2 + y2 )-_!:__ (x3
- 3xl)-3__ a

2
] dA = 

1 2 2a 27 
A A 

odakle je torziona krutost 

Maksimalni smicuCi napon je (sl. P 10.1 (b)) 

1 M 1 

'tmax=2 GSa=~, 

15J3 
pa je otporni moment 

x-'[3y- 2 a=O 
3 

X 0 1 X --a 
3 

x+.f3y- 2 a=O 
x+S!:O 

3 
3 

ly {b) y 

{a) 
Sl. 1? 10.1. 

Primjer 10.2. 

l.aae 
2 
t --a 
3 

a) Pokazati da za isti ugao torzije 9 elipticni poprecni presjek ima veei 
maksimalni smicuCi napon nego kruzni poprecni presjek poluprecnika jednakog 
manjoj poluosi elipse. 

237 



b) Koji popreeni presjek moze prenijeti veCi moment torzije za isti dati 
dozvoljeni napon smicanja r:d? 

Rjesenje: 

a) Za elipticni poprecni presjek je 

tako da je 

Kako je 

zamjenom (b) u (c) dobijamo 

na3b3 

It= a2+b2' 

2b 

(
b)2 Ge. 

1+ -
a 

Za kruzni poprecni presjek poluprenika R = b je 

r;max=b Ge. 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

2 
Kako je b<a, imamo 2 > 1, pa zakljucujemo iz (d) i (e) da za isti ugao 

1 + (bja) 
torzije elipticni poprecni presjek ima veci maksimalni smicuCi napon. 

b) Iz uslova 

dobijamo 

a iz uslova 

X 

y 

238 

Sl. P 10.2. 

(f) 

dobijamo 

Kako je a>b, iz (f) i (g) zaklju
cujemo da veCi moment moze 
prenijeti elipticni popreeni pre
sjek. 



Primjer 10.3. 

MN 
Odrediti duzinu celicne osovine modula smicanja G = 8 -- i precnika 

cm2 

d = 5 em ako je pri uglu relativne rotacije krajeva osovine od p = 6° maksimalni 
smicuCi napon 'tmax =9 kN/cm2

• 

Rjesenje: 

Za kruzni poprecni presjek je 

'max=G9 R, (a) 

i posto je ugao torzije e =t, zamjenom u (a) dobijamo 

p d 
'tmax=G J 2" (b) 

Iz (b) je sada 

GPd 8·103 ·0,1-05·5 
l=-- 232cm. · 

2'rmax 2·9 

Primjer 10.4. 

Koliki je minimalni precnik stapa opterecenog na torziju momentom 
M

1
=3,6kNm ako je 'td=2kN/cm2 i 9d=0,25°/m. Modul smicanja je G= 

=8MN/cm2
. 

Rjesenje: 

Iz zahtjeva 

dobijamo 

dok iz 

slijedi 

Mt 
'tmax=--3 =::;;'td 

rcR 
2 

Prema tome, Rmin=max {4,857; 5,05} =5,05 em. 

5,05cm. 
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Primjer 10.5. 

Stap pr~vougaonog popreenog presjeka na sl. P·10.5 optereeen je momentom 
torzije M,=20k:Nm. Odrediti ugao torzije i maksimalni smi~uCi napon. Modul 
klizanja je G = 0,9 MN/cm2

• 

Rjesenje: 

Ugao torzije i maksimalni smicuci napon definisaJ~~i su sa: 

9=M, 
GI,' 

Za pravougaoni popreeni presjek je: 

I,= k2 (2a)3 (2b), 
k 

W, = k2 (2a)2 (2b) 0 

1 

Iz tabele 10: 1 za bja = 1,5 nalazimo k
1 

=0,8497 i 
k2 =0,196, pa je: 

max 

2b:::60cm 

I, =0,196° (40)3 0 60=;; 752 640 cm4 

0,196 
W =-- (40)2 o60=22144cm3 0 

I 0,8497 

Prema tome: 

2a:::I.,Ocm 

SI.Pl0.5. 

Primjer 10060 

Izracunati ugao torzije i 
maksimalni smicuCi napon u stapu 
I pro fila na sl. P 1006 ako je stap 
opterecen moment om torzije M, = 
=:=lOkNm. Modul klizanja G= 
=1 MNjcm2 0 

Rjesenje: 

Za I profil je 

1 
3 3 11 =-(2b1 81 +b2 82 ) 

3 

paje 
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M, o 
9=-= 0 0 0 =0,175 /m 

GI, 

M, z 
'max=-= o o 0 =0,09 kNjcm 0 w, 

bt=30cm 

1 I J 

K "\. Jl f>t=3cm 
f - ·l-62 =-2cm 

m ~ 

! 
I( 

bt f 



Maksimalni smicuCi napon je 

M, M, 10·100 kN 
tmax=-=- omax=---· 3 =4,7 --2. 

W, I, 633 em 

Primjer 10.7. 

Kruzna i kvadratna tankozidna cijev napravljene su od istog materijala. Obje 
cijevi imaju istu duzinu, debljinu i povrsinu poprecnog presjeka i obadvije su 
opterecene istim momentom torzije M,. Koliki je odnos smicucih napona i uglova 
uvijanja ove dvije cijevi? (Zanemariti uticaj koncentracije napona u uglovima 
kvadratne cijevi). 

Rjesenje: 

Za zatvoreni tankozidni profil je: 

4A 2 

1,= l ds 

J o (s) 

o=const .. 
s 

Za tanki kruzni prsten (sl. P 10.7 (a)) povrsina poprecnog presjeka je 

A0 =( R+~J n-( R-D
2 

n=2Rtn, 

A 
pa je R =-0 

. Povrsina ogranicena srednjom linijom pro fila je 
2nt 

tako da je smicuCi napon 

z A6 
A=Rn=--

4n t2 ' 

M, 2nt 
t=--=-M. 

2oA A6 ' 
Moment inercije pri torziji je 

4A2 o A3 

I =--=--0 - s=2Rn, 
' s 4n2 t2

' 

a ugao torzije 

Za kutijasti profil na sl. P 10.7 (b) je 

. Ao 
paJe a=-, 

4t 

16 Otpornost materijala 

A0 =(a+ t)2
- (a- t)2 =4at,. 

(a) 

(b) 
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Dakle: 

M, 8t 
t=--=-M 

2oA A~ ' 
(c) 

4A2 o A 3 

I =--=-0
- s=4a 

' S 64t 2 ' 

(a} 

Sl. P 10.7. 

Primjcr IO.ti. 

M, I 64t 2 

0=-=-- M 
GI, G A6 ,. 

(b) 

(d) 

UporedujuCi izraze (il) i 
(c), (b) i (d), vidimo da je 
odnos smicuceg napona kod 
kutijastog profila (td prema 
smicucem naponu kod prste
nastog profila (t2 ) 

tl 4 
-=-=I,273, 
tz 1t 

dok je odnos uglova torzije 

81 16 
~0 = 2 = 1,62. 

2 1t 

Tanka kruzna cijev unutrasnjeg precnika d =I 0 em opterecena je moment om 
torzije M,=5kNm. Akoje td=8kN/cm2

, odrediti potrebnu debljinu cijevi. 

Rjdenje: 

M 
Maksimalni smicuci napon je 'max= lb~, gdje je 

pa iz uslova 
M, 

t = :(r 
max 2o·5n(5+b) d 

dobijamo Sl. P 10.8. 

odakle je o :;?:0,37 em. 

Primjer 10.9. 

Uporediti uglove uvijanja tanke pravougaone cijevi ax b konstantne debljine 
o na sl. P I 0.9, sa i bez tankog reza, ako su obje cijevi opterecene istim momentom 
torzije Af,. Koliki je odnos ovih ugiova ako je o =O,I b? Koliki je odnos maksimal
nih smicuCih napona pri datom momentu torzije? 
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Rjdenje: 

Za zatvoreni tankozidni profil je: 

a za otvoreni: 

M, 
9=

GI,' 

UporedujuCi (a} i (b) dobijamo 

I, 4A
2o 4 (ab)

2 o ~ b38 
s 2(a+b) 3 ' 

(a) 

(b) 

Za 8=0,1b je Sotv = 133,3Szatv, tj. ugao torzije otvorenog tankozidnog profita je 
133,3 puta veCi od ugla torzije zatvorenog tankozidnog profila. 

SmicuCi napon kod zatvorenog tankozidnog pro fila je 

M, M 1 M 1 
t=-~=---=-~ 

28A 2o(ab) 2ob2 ' 
(c) 

dok je maksimalni smicuci napon kod otvorenog tankozidnog profila 

(d) 

UporedujuCi (c) i (d) dobijamo 

Za o = 0,1 b je r~:~ = 20tzatv, tj. pn 1st om momentu torzije maksimalni srmicuci 
napon kod otvorenog profila je 20 puta veei nego kod zatvorenog tankoziclnog 
pro fila. 

6 -, ~ 

b (9' 
~ 

I I 
I J 
I I 

b 70 
., 

I ~ I 
I d 

aa2b I I aa2b I 
{a} 

Sl. P 10.9. 
(b) 

!6• 
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Primjer 10.10. 

Stap je sast'avljen iz supljeg cilindra u koji je ubacen puni cilindar tako da se 
zajedno ponasanju kao jedan stap. Unutrasnji materijal ima modul smicanja G A, a 
spoljasnji G8 . Izvesti formule za maksimalni smicuCi napon u dijelovima A i B ako je 
stap opterecen momentom torzije M,. 

Rjdenje: 

Ukupan moment torzije raspodjeljuje se na dio A i B tako da je 

M,=M:+M~, 

dok su uglovi torzije dijela A i B isti 

Kako je: 

zamjenom u (b) i koristeCi (a) dobijamo: 

M8 
e =-'-

8 G JB' 
8 0 

GAIt B GBig 
MA'"" M M = M 

r G JA + G J8 " t G JA + G JB I' AO BO AD BO 

gdje su I~= ncf Ig=.!:_ (if-cf) polarni momenti inercije dijelova A i B. 
32 . 32 

Maksimalni smicuci naponi u dii~lovima A i B su: 

A M~ d GA d 
T =--= A B-M, 

max It 2 GAJO +G8JO 2 

M8 D G8 D 
-r!ax==-r -== A B -Mt. 

Ig 2 GAIO +GBIO 2 

Na primjer, za D=2d iz (c) slijedi: 

D d 

(a) (b) 
Sl. P 10.10. 
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(b) 

(c) 
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(e) 



2 15 
a ako je jos GA =2G

8
, dobijamo M: =- M, M~=-M, sto zamjenom u (d) i (e) 

17 17 
daje: 

Primjer 10.11. 

2 
-M 
17 I d 32 M, 

t~.,= ncf 2=11 nd3 

32 

15 
-M 

tB =~d=32 M, 
max 15ncf 17 nd3 • 

32 

Obostrano uklijestena greda opterecena je momentom torzije M,= 100 kNm 
kao na sl. P 10.11 (a). 

a) Nacrtati dijagram momenta torzije duz ose grede. 

b) Odrediti maksimalni napon smicanja u gredi. 

c) Odrediti ugao rotacije poprecnog presjeka gdjc djeluje sprcg M,. 

d) Nacrtati dijagram promjene ugla rotacije ~ = ~ (z). 

Modul smicanja je G = 1 MNjcm
2

• 

Rjesenje: 

a) Nosac je jedanput staticki neodreden jer jednaCina ravnoteze (sl. P 10.11 (b)) 

(a) 

sadrzi dvije nepoznate reakcije M 8 i Me- Drugu jednacinu dobicemo ako 
zamislimo da smo uklonili ukljestenje C (sl. P 10.11 (c)), pa zahtijevamo da je 
rotacija presjeka C jednaka nuli, tj. 

L L, L, 

A -I M,(z) d -I (-MB)d +I Me d -0 1-'c- z- z z-
GJ,(z) GJ,.t G/,. 2 ' 

0 0 0 

Odavde je 

gdje je: 

1,,
1 

=0,196·4Q3 · 60=752640cm
4

, 

4 (36· 55)2 
4 

I, 2 = ( )=374262 em . . 36 55 
2 -+-

3 4 

(b) 
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Zamjenom (a) u (b) imamo 

(M,-Mc)·300 Mc·200 

752640 374262' 

tako da dobijamo: 

Mc=0,427 M,=42,7 kNm, Ma,=M,- Mc=57,3 kNm. 

Dijagram momenta torzije duz ose grede prikazan je na sl. P 10.11 (d). 

~ 
MB 

246 

Mt 

B c 
Lt•3m L .:2m 

{a) 

I 
Mt Me 

{c) 

.• ·.· ~ f.f 

~----~--~--~··~··_.··~~~-·~-'~··~ c 
.· .. e.····'·'··. 

® 

C3{L ,, 

(e) 

Sl. PlO.II. 

(d) 

s 

4~1 !ss 



b) Maksimalni napon smicanja u dijelu CD je 

M, 1 5730 
•max.1 =--' =--=0,259 kN/cm2

, 
w,,1 22144 

jer je: 

M,, 1 = M 8 = 5730 kNcm 

W = 
0

'
196 

·4Q2·60=22144cm3
. 

1
'
1 0,8497 

Maksimalni napon smicanja u dijelu (fJ je 

s obzirom da je: 

M,, 2 4270 2 
tmax,l =--=--=0,27 kN/cm , 

w,, 2 15840 

M,, 2 =Mc=4270kNcm. W =28. A=2·4·(36·55)=15840cm3 
t,2 min • 

c) Ugao rotacije poprecnog presjeka gdje djeluje spreg M, je 

MB L, 5730· 300 
----=-

GJ,_ 1 103 
· 752 640 

- 2,28·10- 3 rad = -0,13°. 

0 

d) Dijagram ~ = ~ (z) prikazan je na sl. P 10.11 (e). 

Primjer 10.12. 

a) Dirnenzionisati nosac na sl. Pl0.12(a) akoje Td=4kN/cm
2

• 

b) Odrediti rnaksirnalni ugao rotacije poprecnog presjeka. 

Datoje: m=50kNmjm, M=lOOkNrn, a=0,5m, G=8MNjcm
2

• 

Rj denj e: 

a) Uslov ravnoteie (sl. P 10.12 (b)) je 

(a) 

a us1ov da nema rotacije presjeka B (sl. P 10.12(c)) je 
L a a 2a 

-fM,(z)dz f(MA+mz) f(MA+ma) f (-M 8 )dz ~ dz+ -~dz+ 0. (b) 
8 - GI, (z) G/0 G/0 . Gl0 (z) 

0 0 

Kako je: 

rr.~(z) ( z )
4 

10 (z)=--=10 1 +- , 
32 2a 

0 

rr.~ 
I-
o- 32' 

0 
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zamjenom u (b) imamo 
2a 

MAa+< +MAa+mn'-M8 J (~:~)' 0, 

tj. 0 

3 7 
2M A+- rna-- M 8 = 0. 

2 12 

Rjesavanjem jednaeina (a) i (c) po MA i M 8 dobijamo: 

1 
MA =-(1M- 25ma)=2,4 kNm, 

31 

6 
M

8
=- (4M- ma)=72,6kNm. 

31 

(c) 

Dijagram momenta je prikazan na sl. P 10.12(d). Maksimalni moment je 
M';ax= 72,6 kNm, i javlja se na dijelu DB. Dimenzionisanje vrsimo iz uslova 

(d) 

rtd3 

Kriticno mjesto (presJek)je neposredno desno od presjeka D, paje W,=-, sto 
16 

zamjenom u (d) daje 

... =21 em. 

16 
b) Na dijelu AC ugao rotacije je 

z 

p(z)= dz=-(2,4z+25z ). I (MA +mz) 1 2 

GI0 GI0 
0 

Rotacija poprecnog presjeka C je 

1 2 0 

Pc=P (a)=- (2,4a+25a )= ... =0,028 . 
GI0 

Na dijelu BD je (mjereCi C, od B ulijevo) 

-

f (- M 8 ) d(, 2a M 8 [ 1 1 J 
p ((,)= GI

0 
((,) = -3 G/0 (l-~)3 S . 

0 2a 

Rotacija poprecnog presjeka D je 

7a M 8 o 
Pv=P (2a)= -- -= ... = -0,079 . 

12 G/0 



Znak , - " znaci da je rotacija u smje
ru kazaljke na satu, gledajuCi u po
preeni presjek sa lijeve strane. Dija
gram ugla rotacije prikazan je na sl. 
P 10.12(e). Sa dijagrama je oeigledno 

~max=~D=0,079o. 

Sl. P 10.12. 
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II. SA VIJANJE GREDE SILAMA 

I I .I . Savijanje grede proizvoljnog 
punog popreenog presjeka 

Posmatrajmo punu prizmaticnu gredu duzine I koja je optereeena na desnom 
kraju silom F paralelno jednoj od glavnih centralnih osa inercije popreenog presjeka 
grede, recimo y osi, kao sto je prikazano na sl. 11 : I. Na lijevom kraju grede djeluju sila 
-F i spreg intenziteta Fl koji obezbjeduju ravnotezu grede. 

z 
I 

I z 
1---- ·--·+-·--- X 

I F 

: F 
I 

y 

Sl. II :I. 

Pod djcjstvom sile F u proizvoljnom poprecnom presjeku na udaljenju z od Jijevog 
kraja javicc se komponentalni naponi koji se moraju redukovau u tom poprecnom 
presjcku na transferzalnu silu 

i moment savijanja 
( 1) 

(2) 

Transferzalna sila T je rezultat smicucih napona koji se javljaju u ravni poprecnog 
presjeka, a momen~ Mx je rezultat noniralnih napona crzz u ravni poprecnog 
presjeka grede. Zato cemo, koristeei semi-inverzni metod, pretpostaviti da je: 

(3) 

(4) 

jer je bocna povrsina grede slobodna od spoljasnjeg opterecenja. Osim toga, 
pretpostavicemo da su normalni naponi crzz rasporedeni u poprecnom presjeku na 
isti naCin kao i kod cistog savijanja spregovima na krajevima grede, tj. 
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Mx 
(jzz=J y, 

X 

(5} 



s tim sto je sada moment Mx razliCit u razlicitim popreenim presjecima, kao sto se 
vidi iz (2), pa je 

F (l- z) 
()== =- y. 

IX 
(6) 

Uvedene pretpostavke bice prihvacene ako se sa njima mogu zadovoljiti jednacine 
elasticnosti. JednaCine ravnoteze (4.1: I) postaju, s obzirom na (3), (4) i (6): 

GCY zx 0 
--= 
i': 

OCYzy=O 
az 

OCYzx OCYzy F 
-+--=--y. ax ay IX 

(7) 

Prve dvije jednaCine iz (7) pokazuju da su smicuCi naponi CYzx i CY=v nezavisni od z 
koordinate, tj. funkcije su samo od Xi y. Treca jednacina u (7) je zadovoljena ako 
uvedemo funkciju napona ~ = <!>' (x, y), tako da je: 

a~ 
CY =

zx oy 

a~ F 
2 

CY=y= -a.~-21, Y +f(x), 

(8) 

gdje je f (x) proizvoljna funkcija koju uvodimo zbog eventualne pogodnosti njenog 
koriscenja u narednom izvodenju. 

Posmatrajmo dalje jednaCine kompatibilnosti. Od sest jednaCina (4.3 :3) cetiri 
su identicki zadovoljene, a preostale dvije glase: 

(9) 
1 o2

CY 
V2CY +----z_z =0 

zy 1 +v oyoz , 
tj., s obzirom na (6) i (8): 

a 2 v F , 
--(V ~)=---! (x). 

OX l+vix 

(1 0) 

Iz prve od jednacina (10) slijedi 

{11) 
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sto zamjenom u drugu od jednacina (10) daje 

v F 

iii nakon integracije 

-g' (x)=---f' (x), 
I +v Ix 

v F 
g (x)= ---- x+ f' (x)+c, 

1 +v Ix 

(12) 

( 13) 

gdje je c konstanta. Fizicki smisao konstante c je iako utvrditi. Zaista, moze se 
pokazati koristeci definiciju rotacije (pogiavije 2.4) 

(J) =~ (aux- ouy) (14) 
z 2 ay ax 

i gornje izraze da je 

owz 1 ( v F ) 
a;=2G 1+vlx x-c , (15) 

gdje je G modui kiizanja. Prema tome, ako hocemo da nema relativne rotacije 

(\o~=) elemenata tezisne z ose (sto u stvari znaCi da nema torzije poprecnog 
oz 

presjeka) moramo uzeti c=O. Iz (II) i (13) sada slijedi da za slucaj savijanja bez 
torzije funkciju <D treba traziti kao rjesenje Poissonove diferencijalne jednaCine 

v F 
V2<D= ---- x+ f' (x). 

I +v Ix 
(16) 

Iz granicnog us! ova da je bocna (cilindricna) povrsina slobodna od opterece
nja dalje slijedi da mora biti 

(17) 

tj ., s obzirom na (8) i s obzirom da je nx = dyjds i nY =- dxjds, 

a<D [a<D F 2 J -dy+ --+-y -f(x) dx=O, 
oy ax 2/x 

(18) 

odnosno 

d<D [ F 2 J dx -= --y +f(x) -
ds 2/x ds 

(19) 

po konturi poprecnog presjeka (ds je elemenat luka konture). 
Uslov (19) je konturni usiov za parcijainu diferencijainu jednacinu (16). 

Funkcija fje jos uvijek proizvoijna i moze se uzeti tako da uprosti iii diferencijainu 
jednaCinu (16) iii konturni usiov (I9). Na konkretnim primjerima wi cemo vidjeti da 
cemo birati funkciju f tako da desna strana u (19) bude identicki jednaka nuli po 
konturi poprecnog presjeka, Cime konturni usiov (19) postaje <D=const. po konturi. 
S obzirom da naponi u (8) zavise od izvoda funkcije <D, funkciji <D mozemo dodati iii 
oduzeti neku konstantu a da to ne utice na vrijednosti napona, pa cemo za konturni 
usiov uzeti 

(20) 

po konturi poprecnog presjeka. 
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Mo:l.c sc pokazatr da JC prohlcm dcfinisan diferencijalnom jednaCinom (16) sa 
konturnim uslovom (20) analogan problemu membrane ravnomjerno zategnute nad 
otvorom oblika poprccnog presjcka grede i optereeene kontinualnim vertikalnim 
optereeenjem koje se mijcnja saglasno desnoj strani jednaCine (16). 

Posmatrajmo sada granicne uslove 
na bazisima grede. Na desnom kraju z = l e 
naponi moraju da daju samo transferzal
nu silu Ty=F. S obzirom da je na kraju 
z = l, cr zz = 0, ostaje samo da provjerimo 
da je: 

J crzxdA =0 (21) 
A 

J 0" 2YdA = F (22) 
A 

J (xcrzy- ya=x) dA =Fe, (23) 
A 

gdje je e udaljenje pravca sile F od y ose 
(sl. 11 :2). 

s 
X 

0zx 

azy F 

Sl. II :2. 

c 

y 

Lako je dokazati da su uslovi (21) i (22) zadovoljehi izrazima (8). To slijedi nakon 
pogodnih transformacija povrsinskog u linijski integral koriscenjem Greenove 
formule. Mi cemo ovdje interpretirati uslov (23). Smicuci naponi cr=x i azv definisani 
sa (8), pri cemu je <1l odredeno iz (16) i (20), redukuju se u tezistu poprecnog 
presjeka na transverzalnu silu 

Ty=J azydA=:F 
A 

i moment 

Mx = J (xazy- yazx) dA. 
A 

Ovo dvoje je dalje staticki ekvivalentno sili F paralelno pomjerenoj na rastojanje e 
definisano sa (23). Dakle, ako sila F zaista djcltije na rastojanju e definisanom sa 
(23), tada je izvedeno rjesenje tacna rjesenje problema. Tacka S kroz koju prolazi 
napadna linija sile F naziva se centar savijanja (iii centar smicanja). 

Ako sila F ne prolazi kroz centar savijanja, tada se pored savijanja javlja i 
torzija, pa rjesenje treba dobiti superpozicijom, kao sto je prikazano na sl. ll :3. 

d 
Fid-e) 

F 
y y 

Sl. II :3. 
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Na bazisu z=O moramo imati suprotnu silu -F i moment F I~ tj. naponi 
moraju biti rasporedeni na isti nacin kao §to daje rje§enje, iii bar, u smislu Saint
Venantovog principa, moraju biti staticki ekvivalentni sili F i momentu F /. 

Komponentalne deformacije dobijamo iz Hookeovog zakona: 

lF(J-z) 
E =-- y 

zz E IX 

o<t> 
E =--

zx 2c o.v 

I[o<l> F 2 J ~> =- ----y +f(x) . 
zy 2G OX 2/x 

Komponcntalna pomjeranja slijede integracijom iz (24): 

vF 
ux = Ei- (1- z) xy+8zy+a1 .r +a2::: +a~ 

X 

u_=--- 1:::-~-- r+~r(x r) F ( .2) 
• E/x 2 . ' - ' 

gdje se w = w (x, y) odreduje intcgracijom iz: 

/l(l) I D<l> v F 
---= _ ~-+---xy-8r-a ax G oy EIX . 2 

rlw I ( o<l> F 2 ) vF y2
- x

2 

~~:~~=G -OX -2/x J' +./ + Elx -2-+ 8x-a3 , 

(24) 

(25) 

(26) 

a konstantc 8, a1 , a2. a3 , a4 , a.'i. su konstante integracije. S obzirom dane zelimo 
O(l) vF 

torziju u izrazima (26) treba uzeti 8=0" Jinace bi bilo ~=-x+8f0 i za x=O, oz E/x . 
sto bi znacilo torziju ). Preostale konstante odredujemo iz us! ova na kraju z = 0. 
ZahtijevajuCi da je ux=uy=uz=O za x=y=z=O, na!azimo da je a4 =a5 =a6 =0 

(at> sc javlj<! pri integraciji (26) ). Konstante a1 , a2 , a3 nalazimo, recimo, iz uslova da 
0!1_ au au 

jczax=r=:=0:·--=0, ~=0. _Y=O. . - cv ax ax 
Ocigledno je •da je neutralna ravan (tj. ravan CIJa se uzduzna vlakna ne 

izduzuju, £== = 0) ravan J' = 0. On a je, naravno, upravna na ravan savijanja yz, tj. 
ravan x = 0, u kojoj lezi deformisani oblik ose grede (pravo savijanje ). 

Ocigledno je, dalje, analizom izraza (25) i (2o) da poprecni presjeci ne ostaju 
ravni kao kod Cistog savijanja, jer pomjeranje uz nije linearna funkcija od koordina
te y. Osim toga, posto je .£=,. f 0, jasno je da uzdu:Zna osa grede i poprecni presjeci 
gredc nc ostaju upravni nakon deformacije. 
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Deformisani oblik ose grede dobijamo stavljajuCi x = y = 0 u izraz (25) za uY 

u =!'__ (lz2- z3)+a z 
Y El 2 6 3

' 
X 

(27) 

pa je krivina deformisanog oblika ose grede, za slucaj malih deformacija, jcdnaka 

1 I o2
uY I F M_, 

P~ oz2 =,Elx (1-z)=- Elx' (:2S) 

tj. proporcionalna je momentu Mx, kao i kod Cistog savijanja, s tim sto se sada 
moment Mx mijenja od presjeka do presjeka grede. Deformisani oblik ose grede dat 
sa (27) naziva se elasticna Iinija grede. 

Naglasavamo da se rjesenje izvedeno u ovom 
poglavlju odnosi na slucaj kada sila F djeluje kroz 
centar savijanja poprecnog presjeka paralelno 
glavnoj centralnoj osi inerCJje (J' osi). Ako, medu
tim, sila prolazi kroz centar savijanja ali ima proiz
voljan pravac, tada je moramo razloziti na kompo
nente paralelne pravcima glavnih centralnih osa 
inercije (xi y), pa rjesenje dobiti superpozicijom na 
bazi ovdje izvedenog rjesenja (sl. 11 :4 ). Ovo je tzv. 
koso savijanje silom za razliku od pravog savija
nja (koje nastaje kada je sila F paralelna jednoj 
od glavnih centralnih osa inercije poprecnog pre-
sjeka). 

Sl. II :4. 

11.2. Savijanje grede visestruko povezanog popreenog presjeka 

y 

Dok je kod Cistog savijanja grede spregovima na krajevima grede izvcdcno 
rjesenje vazilo bez obzira da Ii je greda punog iii supljeg poprecnog presjeka, kod 
savijanja silama problem grede sa visestruko povezanim poprecnim presjekom 

moramo rijestiti posebno. Dakle, neka je 
poprecni presjek grede, na primjer, kao 
na sl. 11:5. 

Ponovo cemo pretpostaviti da je: 

F(l-z) 
azxfO, a,YfO, a=z= --1--y (1) 

X 

Jednacine rav.noteze bice za<;lovoljene 
ako, kao i prije, uvedemo funkciju na-

SI. 11:5. pona ll>=<l> (x, y), tako daje: 

a<t> a<t> F 
2 azx=a azy= --a -21- y +f(x), 

y X X (2) 

gdje funkciju f (x) treba uzeti kako je najpogodnije za uproscavanje izvodenja koje 
s1ijedi. Iz granicnog uslova na slobodnim bocnim povrsinama C; (i = 0, l, 2, ... , n) 
slijedi da funkcija <I> mora zadovoljiti uslov 

d<l> =[-!__y2 +f(x)Jdx na C;. 
ds 2/x ds 

(3) 
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Iz jednaCina kompatibilnosti dalje slijedi da <D. zadovoljava Poissonovu jednaCinu 

v F 
V2<D= ----x+f' (x), 

I +v Ix 

dok od intcgralnih uslova kompatibilnosti za visestruko povezane oblasti: 

fdux=O, §duy=O, fdu_=O ... (i=l,2, ... ,11) 
ci ci c; 

prva dva su identicki zadovoljcna, a trcCi daje 

(i =I, 2, ... , n ), 

r'<l> 
gdjc je , izvod funkcijc <D po normali n na konturu C;. 

(.'/l 

(4) 

(5) 

(6) 

Pri rjcsavanju konkrctnih problema supljih greda najprakticnije je uzeti da je 

v F 

tj. 
/'(x)=--x, 
· I +v Ix 

v F 
/(x)=- -x2 

I+ V 2/x 
(7) 

tako da jednacinc kojc vode rjesenju problema savijanja grede visestruko povczanog 
poprccnog presjcka glasc: 

(8) 

(9) 

(i=-1. 2, ... , n). (10) 

(". 
l 

11.3. Savijanje grede elipticnog popreenog presjeka 

Neka je poprecni presjek grede elipsa cija je kontura C
0 

data jednaCinom 

x2 yz 
-+--1 =0. (1) 
a2 bz 

Da bismo rijesili problem, treba da nademo funkciju <D koja zadovoljava jednaCinu 
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2 v F 
V <1>= ---x+f' (x) 

1 +v Ix 
(2) 



u S\iakoj tacki unutrasnjosti elipse. a na konturi zadovoljava uslov 

d$ = [ _ _!___ r2 +I (x )J dx. 
ds 21, · · ds 

(3) 

Funkciju j (x) izaberimo tako da je desna strana u (3) jcdnaka nuli. OCigledno. ovo 
je ispunjeno ako uzmemo 

F ( ,2) .f (x)=- h2 I-~ 
21, a-

pa granicni uslov po konturi postaje 

Diferencijalna jednaCina (2) glasi 

(
, \' h2

) F 
V2<D=- ~+a2 j x. 

. ·' 
Rjesenje jednaCine (6) sa granicnim uslovom (5) potrazimo u ohliku 

(

.\2 \'2 ) 
<D= -,+=-:;---! F(x._r). 

a- h-

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Granicni uslov (5) je automatski zadovoljen. JcdnaCina (6) je takodc zad()vol_jcna 
ako uzmemo F (x. r) =Ax. A= const.. tj. ako je 

(
x2 \'2 ) 

<D=Ax -
2

+=--:,-1 . 
a h-

(~) 

Zamjenom u (6) nalazimo da je 
0 v 0 h-+-- a-

Fh2 1 +v 
A=-----

2I, 3h2 + a2 

Smicuce napone sad a dobijamo di ferenciranjem: 

(10) 

F(l-z) 
c:r =- ---v. 

zz IX . 
(12) 

Analizom izraza (10), (11) i (12) nalazimo da su eksrremne vrijednosti napona 
u tackama poprecnih presjeka oznacenim na sl. 11 : 6. 

17 Otpornost materiJala 
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D 0
max 

- u 

X 

0 max 
-Ozx 

X 
_ 

0
max 
zy 

y 
Sl. II :6. 

Maksimalne vrijednosti smicucih napona su: 

(13) 

(14) 

Na primjer, za v= 1/3 i a=b, iz (13) i (14) dobijamo daje az~"'=22,7/0 az7·~ dok se 
za a= 1/2 b dobija a;;"'= 12% az~ax_ 

Ako je elipsa vrlo uska (~ ~ I), tad a: 

azx ->0 

a maksimalni smicuci napon je 

a 
Ako je, medutim, - ~ I, tad a je: 

b 
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( I I - 2v x2
) Fb

2 

a_,. (v=O)= ---~-- -
- - \ I + v I + v a2 2Ix 

2 F 4v F 
a_v(x=r=O)=~----, a_y(x=±a,y=O)=--~. 

• - 1 + v abrr - 1 + v abn 

• (15) 

(16) 

(17) 

( 18) 



No. za j)vakve profile a;:axpostaje red a veheine i vece od cr=;"~ Zaista, za a= 6h i za 

v=h3 30Fb2 29Fbl 
Cf :""'=- ----. Cf =7-"'= 39 21-_ •.. • --' 39 21, . 

( 19) 

dok je za a= 1 Ob. cr ;_~n2= 170"" cr =~~a'. Medutim. za tanke siroke profile 

smicuci naponi imaju malu ulogu jer je maksimalni normalni napon 0== veoma 
veliki i dominira u proracunima. 

Odredimo na kraju pomjeranja. Iz izraza ( 11.1 : 25 l i ( 11 .1 : 26) dohija sc za 

elipticni poprecni presjck: 

Neutralna ravan je. naravno. ravan c (ravan 
y = 0), jer jc za njcnc tacke u_ = 0. tj _ njcna LI/

du:Zna vlakna se nc izduzuju. Za tackc neutralnc 
ravni jcdino je komponenta pomjeranja 11,. +' 0. 
pa neutralna ravan prdazi nakon deformaCije u 
povrs treceg reda. kao sto sc vidi iz drugc od 
jednacina (20). Osim toga. poprecni presjeci nc 
ostaju ravni• jer !I= nije linearna. vee kuhna 
funkcija od y. Posto je klizanje £=r *' 0. uzduzna 
osa grede i poprecni presjeci ne ostaju upravni 
nakon deformacije (sl. II: 7). Deformisani ohlik 
ose grede dobijamo stavljajuCi x = y = 0 u izraz 
(20) za ur 

\ 
i Jr
~ 
I r- -

Sl. I I -, 

--~z 

(21) 

Prvi clan u (21 ~ predstavlja dio pomjeranja usljcd napona 0 __ . a drugi usljcJ 
smicuCih napona. 

11.4. Savijanje grede krufnog popreenog presjeka 

Rjesenje za kruzni poprecni presjek direktno slijcdi 1z rjescnja za elipticni 
poprecni presjek stavljajuci a= b = R. Dobija se: 

17' 

v 
1+~-

FR2 1+vxy 
Cf = ----------

zx 2Ix 4 R R 
(I) 
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(2) 

Ociglcu n.o jc i; ! 1 ) i ! 2) da j~ cr =x. ncparna. funkcija od x i y, a cr zy parna funkcija, 
tako Ja JC ukupna (rczultujuca) sila u presJeku u praycu y ose. 

Akojc Poissonov koeficijent, recimo, v=l/3, tadaje iz izraza (1) i (2l: 

5 FR2 X y 
cr = ------

=x 32 Ix R R 

cr_ =-- 11 1-- --1 FR
2 

[ ( y2) xz] 
-Y 32 IX R2 "R 2 ' 

sto jc dijagramski prikazano na nekoliko karakteristicnih mjesta poprecnog presje
ka na sl. 11: X. Maksimalne vrijednosti ovih napona S!!: 

rT """~ 3 4"/ cr max 
v=Y · ~ /o zz · 

5 FR2 

cr =~ax= 64 -~-' 
X 

a': ..... 5/64 

1 max 
X -CJ~ 
--~----~~~1-2 

y 

II FR 2 

crmax=---
zy 32 l, . 

y 
Sl. 1t: 8. 

11 .5. Savijanje grede pravougaonog popreenog presjeka 

Posmatrajmo gredu pravougaonog poprecnog presjeka dimenzija 2a x 2b na 
sl. 11 :9. JcdnaCina konture ovog presjeka je 

(xz-a2)'(y2-b2)=0. (1) 

Ako funkciju f u ( 11.1 : 16) izaberemo da je 
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Fb2 

J(x)= 21, 
X 

(2) 



tada diferencijalna jednacina koja definise napone ( ll.l : 16) postaje 

a konturni uslov (ll.l: 19) 

2 
v F 

V <1>= ----X, 
1 +vlx 

<1>=0, 

(3) 

(4) 

jer je na stranicama pravougaonika y = ± b, l- b2 = 0, a na stranicama x = ±a je 

dx =0. Rjesenje nehomogene parcijalne diferencijalne jednaCine (3) potraiicemo 
ds 
kao zbir homogenog i partikularnog rjesenja, tj. 

(5) 

Da bismo nasli <I>P' pretpostavimo da je <I> p = <I>p (x)' sto zamjenom u (3) daje nakon 
integracije 

(6) 

v F z 2 <I> (x)= ---x (x -a). 
P l+v6lx 

(7) 

Konstantu C
1 

izabrali smo tako daje <I>P (±a)=O, sto ce biti pogodno u izvodenju 

koje slijedi. 
Dio rjesenja <I>h naCi cemo rjesavanjem homogene jednaCine 

V 2<1>h=0 (8) 

uz granicne uslove: 
(9) 

(1 0) 

JednaCinu (8) mozemo rijesiti metodom razdvajanja promjenljivih pretpostavljajuci 

daje 

sto zamjenom u (8) daje: 

X (x)=Ancos<Xn x+Bn sin (Xn X 

Y(y)= Cn ch <XnY+ Dn sh <Xn y. 

( 11) 

(12) 

Zbog linearnosti jednaCine (8) i suma rjesenja (12) je rjesenje jednaCine, pa cemo 
uzeti da je 

ex; 

<I>h = L (An cos (XnX + Bn sin (XnX) (C n ch <XnY + D n sh <XnY). (13) 

n=l 
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No, na osnovu membranske analogije.o~ekujemo da funkcija <I> ima oblik kao sto je 
skicirano na sL 11: 10. 

2a 

X 
:lb 

x 1 A ..::L £ x .. pritisak na 
~ y .. v Ix membranu 

y 

SL 11:9. Sl. 11: 10. 

Odavde zakljucujemo da funkcija <I>, pa prema tome i <I>h, mora da bude neparna 
funkcija poX i parna po y, sto znaci daje u (13) An=Dn=O, tj. 

n=l 

Iz granicnog uslova da je <I>h = 0 za x = ±a dalje slijedi 

pa je 

mr. 
a. =- (n=O, 1, 2, ... ), 

n a 
00 nn nn 

<!>h= I En sin- xch -y. 
n=l a a 

Iz preostalog granicnog uslova (1 0) imamo 

oo nn nn v F I Ench-bsin-x=----x (x2 -a2 ). 
n=l a a l+v6Ix 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

U relaciji (17) vidimo da su (En ch n: b) Fourierovi koeficijenti funkcije na desnoj 

strani od (17), tj. 

a 

Ench nn b=~ f[-v_!_x (x2 -a2 )] sin nn xdx, 
a a 1 +v 6/x a 

0 

odakle je nakon integracije 
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1 2 v F a4 

-------(-1)". 
nn a 1 +v Ix (nn)3 

ch-b 
a 

(18) 

(19) 



Prema tome je konacno 

2v F a3 1 oo (- 1)" 1 mt nn 
()) =----- L -----sin-xch-y, 

h l+v Ix n3 
n=l n3 nn a a 

ch-b 

(20) 

a 
paje 

v F [ 1 3 2 2a3 
oo (- 1 t 1 nn nn J 

$=---- -(x -a x)--
3 

L --
3

- sin-xch-y . 
1 + v I x 6 1t n = 1 n nn a a 

ch-b 

(21) 

a 

SmicuCi naponi slijede diferenciranjem: 

o$ v F 2a2 
oo ( -1)" 1 nn nn 

cr =-=---- L -----sin-xsh-v 
zx oy 1+viX n2 n=l n2 nn a a. 

ch-b 

(22) 

a 
o$ F 2 2 

cr =--+-(b-y) 
zy OX 2Jx (23) 

F v F [ 1 ( a
2 

) 2a
2 

oo ( - 1 t 1 nn nn J =-(b2 -y2)+--- - x2
-- --

2 
L --

2
- . cos-xch-y . 

21 x . 1 + v I x 2 3 1t n = 1 n nn a a 
ch-b 

a 

Iz (23) se vidi da se komponenta smicuceg napona crzfmijenja duz x ose tako 
da je crzy maksimalno za X= ±a, a minimalno za x=O. 0 je zato sto je o())jox 
negativno na sredini vertikalnih stranica pravougaonika, a pozitivno u sredini 
pravougaonika. 

Moze se pokazati da je za pravougaonike Cije su stranice veliCine istog reda 
(a~b), smicuCi napon crz';•xznatno manji od crz;•': Na primjer, za kvadrat a=b i 

Fa2 2 
za v = 1/3 je crz';·~0,05- (ovo je u stvari crzx u tacki x=- a i y=O, gdje 

~ 3 
ocekujemo crz~axjer-je tamo nagib funkcije ()) prema y osi priblizno najveCi), dok je 

Fa 
crm•~o 56- (u tacki x=y=O) paJ·e crm•~9o; crm•x 

zy ' J ' zx - /o zy · 
X 

Za uske pravougaonike (b ~a) (sl. 11: 11) je priblizno ()) = ()) (x) (izuzev u 
oko1ini krajeva y =±b), pa je: 

(24) 

F 2 2 F v ( 2 a2) cr =-(b - y )+--- x --
zy 2I X 21 X 1 + V 3 ' 

(25) 

sto slijedi direktnom integracijom obicne diferencijalne jednaCine po cD. OCigledno je 
iz (25) da se crzy mijenja sax, no je ta promjena toliko mala da se moze zanemariti i 
sa dovoljno tacnosti uzeti da je 

(26) 
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tj. crzyje konstantno po pravama paralelnim sax osom (sl. 11: 12), a parabolicno se 
mijenja say osom (sl. 11: 13). 

q 
I I 
F'-=l 
I I 

N 
I I 

N. 
t--1 L...J 

Sl. 11: 11. Sl. 11:12. Sl. 11:13. 

Ako je, medutim, pravougaonik veoma sirok (b~a), tada se moze priblizno 
uzeti da je ~ Iinearna funkcija od x (osim u okolini krajeva x= ±a) {sl. 11: 14), pa 
je 

tj. 

)( -

)( 

~ 
ty 

Sl. 11: 14. 

o2~ v F 
-=----x 
oy2 1 +v IX ' 

{27) 

v F z 2 
~= ---x (y -b). {28) 1 +v 2/x 

J 

trA 

Naponi su: 
v F 

cr = ---xy {29) 
zx 1+vlx 

1 F 2 2 
cr =-- (b - y ). (30) 

zy 1 +v 2/x 

Vazno je uociti da za velike odnose ajb 
maksimalni smicuCi nap on nije (j zy vee 
crzx {u tackama na donjoj i gornjoj ivici 
pravougaonika blizu krajeva x= ±a). 
No, za siroke profile je uticaj smicucih 
napona zanemarljiv jer je veoma veliki 
normalni napon crzz• 

11.6. Savijanje grede kruinog prstenastog popreenog presjeka 

Kruzni prstenasti poprecni presjek grede izabrali smo da bismo ilustrovali 
rjesavanje problema visestruko povezanog poprecnog presjeka. Kao sto smo poka
zali u poglavlju 11.2, treba rijesiti Laplaceovu jednacinu {11.2: 8) u unutrasnjosti 
prstena uz granicni uslov {11.2:9) na konturama C0 i C

1 
i uslov {11.2:10). Zbog 

pogodnosti rjesenja uvedimo polarne koordinate (r, 0) (sl. 11: 15) taka da jednacine 
(11.2: 8) - (11.2: 10) glase: 

o2~ 1 0~ 1 o2~ 
or2 +-;:a;:+ r2 802 =O 

(1) 

d~ Fa
3 

( v ) -=- sin2 0---cos2 0 (-sinO) na C
0 dO 2/x l+v (2) 
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-=- sin2 9---cos2 9 (-sin 9) na cl 
d$ Fb

3 
( v ) 

d9 2/x 1 +v 

t ac:p 
-d9=0. or 

(' 

Granicni uslovi (2) i (3) mogu se prepisati u obliku: 
.; . 

Fa3 

----[- (2v+3)sin 9+ (1 +2v) sin 39] na C0 
S(l+v)/x 

(3) 

(4) 

(5) 

d$ Fh3 

----[-{2v+3)sin9+(1+2v)sin39] na cl. (6) 
d9 8 (I +v)/x 

Ovakav oblik granicnih uslova vise ce nam 
odgovarati zbog strukture rjesenja jednaCine 
(1). JednaCinu (1) rijesicemo metodom raz
dvajanja promjenljivih pretpostavljajuCi da 
je 

$ (r. 9)=R (r)·E> (9), (7) 

tako da dobijamo: 

r2 R" +rR'- et.~R =0 
E>"+et.; 0=0. 

Odavde je integracijom: 

R = Anr"'" + Bnr-"'" 

0 = C" sin a." 9 + D" coset." 9, 
paje 

X 

(8) 

(9) 

X 

y 

Sl. II: 15. 

$ = I (Anr"'" + Bnr-"'") (Cn sin et.ne + Dn cos et.n9). 
n=1 

Rjesenje (10) zadovoljice granicne uslove (5) i (6) ako uzmemo da je: 

et..=n, Cn=O (n=l,2,3~ ... ) 

Dn=l (n=1,3), D.=O (n=2,4,5,6, ... ), 

paje 

Konstante A1, B 1 , A3 , B3 sada slijede iz (5) 1 (6): 

F 2v+3 
A =---(a2 +b2

), 1 
8/x 1+v 

F 1 +2v 
A-----
3- 24/x 1 +v' 

(10) 

( 11) 

(12) 
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Integralni uslov (4) je oCigledno ispunjen rjesenjem (11 ). Naponi se dobijaju 
diferenciranjem iz (11) sa konstantama odredenim u (12), saglasno izrazima: 

o<I> . o<I> cos e 
cr =-sm 9+---

zx or oe r 
o<l> o<l> sin e Fr2 

( v 2 . 2 ) cr = --cos e +---+ -- -- cos e- sm e 
zy or oe r 2lx 1 + v 

(13) 

11 . 7. Elementarna teorija savijanja grede 

U prethodnim poglavljima rijcsili smo egzaktno problem savijanja grede za 
slucaj nekoliko karakteristicnih poprccnih presjeka grede (krug, elipsa, pravougao
nik), tj. dobili smo tacne izraze za svc tri komponente napona cr=' cr=Y i crzz· Pri 
tome smo vidjeli daje od dvije komponcntc smicuceg flapona crzx i crzy dominantni
ja komponenta cr=y· Zaista, za kruzni poprecni presjek je cr::_:,•x=22,7% cr;;x, a za 
elipticni odnosa poluosa ajb = 0,5 je cr:X"' = 12/~ cr~~x. Ako je a/b manje od 0,5, cr::_:,•x 
je jos manje u poredenju sa cr~ax. Za pravougaoni poprecni presjek je cr::_:,•x=9% 
cr;;•x (za a= b), a ako je b ~a, tad a cr zx ->0. (Istina, za siroke presjeke, recimo elipsu i 
pravougaonik kod kojih je a~ b, cr::_;,ax moze biti vece od cr~·x, ali je tada normalni 
napon cr';,"x toliko veliki da su obje komponente smicuceg napona zanemarljivog 
uticaja u prakticnim proracunima). Zato se u inzinjerskim proracunima savijanja 
grede obicno zanemaruje komponenta smicuceg napona crzx i uzima u obzir samo 
komponenta crZ\'. _ 

Osim toga,_iz dobijenih tacnih izraza za cr zy vidimo da se duz pravih y =con st. 
poprecnog presjeka cr=r malo mijenja, tj. priblizno je konstantno duz tih pravih. Na 
primjer. duz prave y=O (neutralne ose) crzy izgleda za krug i kvadrat kao sto je 
prikazano na sl. 11 : 16. 

.E!J! 
t,t6 2lx 

h---,---,-..,---1-:--;;---,--r--T-i .1Q FR2 

32 lx 

SL 11: 16. 

Zato se u inzinjerskim proracunima uvodi i pretpostavka da je crzy = crzr (y). Prema 
tome. u elementarnoj (tehnickoj) teoriji savijanja grede pretpostavlJa se da je 
komponenta smicuceg napona paralelna ravni savijanja konstantna duz pravih 
paralelnih sa neutralnom osom, a komponenta smicuceg napona upravna na ravan 
savijanja se zanemaruje, tj.: 
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Ovo je tzv. hipoteza Zuravskog koja veoma uproscava priblizno sracunavanje 
smicuceg napona u savijenoj gredi. Pokazacemo sada kako se polazeCi od ove 
hipoteze moze jednostavno odrediti raspodjela smicuceg napona u savijenoj 
gredi. U tom cilju posmatrajmo konzolu opterecenu silom F na desnom kraju (sl. 
11:17). Izdvojimo na mjestu z elemenata grede duzine dz. Uticaj odbacenog 
dijela grede na ovaj dio predstavicemo normalnim i smicucim naponima kao na 
sl. 11:18 (a) . Izdvojimo, dalje, srafirani dio grede na visini y od neutralne ose, 
kao sto je prikazano na sl. 11:18 (b). (Napon Gzz na slici je uzet po apsolutnoj 
vrijednosti). 

I I F 
-+--------t--!--~--~ --++-__,;;;Z 

X 

I I 
I I 

y 

Sl. II: 17. 

Iz uslova ravnoteze uocenog dijela grede da je sum a svih sila u pravcu :: osc jednaka 
nuli, slijedi 

(2) 

gdje je A' po~rsina dijela poprecnog presjeka iznad nivoa ~ (y)'(sl. II: I 8 (c)), dok jc 
sat oznacen smicuci !Japon a=.r· 

< X -------;r------=:i£;_1 _______ ------ --T- -T 

fl'l......,....,..-r/.,...~...4/ 1\-; - azFit/Z;~C1zz-~dz l.____l,~;.:...,j....,...........,j~A~J 
dz U!_____...! :.4' 

(a) (b) Yj (c) 

Sl. 11:18. 

Iz (2) je dalje 

(3) 

267 



No, normalni napon crzz na udaljenu i] od neutralne ose dat je izrazom 

Mx (z) 
(J"zz (TJ)=-I -Tj, 

X 

(4) 

gdjeje Mx (z)= -F (/-z), paje 

8crzz dMxfdz F 
-= Tj=-Tj. oz IX IX 

(5) 

Ovo zamjenom u (3) daje izraz za smicuCi napon na nivou y od neutralne ose 

U izrazu (6) veliCina 

• (y) F s~ (y) 
IX~ (y) 

h 

s~ (y)= J 11dA' = J 11 ~ (TJ) dTJ 

(6) 

(7) 

je staticki moment dijela povrsine poprecnog presjeka iznad nivoa ~ (y) (tj. povrsine 
A' na sl. 11:18 (c)). · 

Dakle, po elementarnoj teoriji savijanja grede smicuCi napon u poprecnom 
presjeku konzole opterecene silom F na kraju odreduje se aproksimativno izrazom 
(6), dok je normalni napon dat tacnim izrazom (4). U inzinjerskoj praksi se izrazi 
(4) i (6) koriste i u slucaju savijanja grede proizvoljno oslonjene i optereeene 
rasporedenim silama po bocnoj povrsini, s tim sto se uzima da je: 

Mx (z) 
(J"zz=-

1
-Y 
X 

Ty· (z) S~ (y) •= . (8) 
IX~ (y) 

Dakle, naponi u bilo kom poprecnom presjeku, dovoljno daleko od opterecenja, 
zavise samo od velicine momenta savijanja i transferzalne sile u tom poprecnom 
presjeku. U okolini tacaka djejstva spoljasnjih sila postoji slozenija raspodjela 
napona, ali je ovo lokalnog karaktera. 

2a 

)( 

T.max 

y 
Sl.l1:19. 

Ako se i poprecni presjek gre
de postepeno mijenja, tada se za 
normalni napon aproksimativno 
moze koristiti izraz 

Mx (z) 
(J" - y 
zz-Ix(z)' (9) 

dok je izraz 

TY (z) S~ (y) 
'L = ---'---;_:__-

Ix (z) ~ (y) 

sasvim nezadovoljavajuCi za odredi
vanje smicuCih napona, pa treba 
koristiti drugi izraz koji se moze 
izvesti, u sto se mi ovdje necemo 
upustati. 

Ilustrujmo primjenu obrasca (6) na pravougaonom poprecnom presjeku 
(sl. 11: 19). 

268 



Za pravougaonik je: 

~ (y)=2a, 

b 

S~ (y)= J TJdA' = J TJ · 2adTJ =a (b 2 -y2), 
A' y 

pa zamjenom u (6) dobijamo: 

(10) 

tj. smicuCi napon T se mijenja duz y ose po zakonu kvadratne parabole. Maksi
malna vrijednost je u tackama neutralne ose i iznosi 

3F 3 F 
T =-=-

max 8ab 2 A' 
(11) 

gdje je A =4ab povrsina poprecnog presjeka. 
_ Poredenjem izraza (10) za smicuCi napon T = crzy dobijenog na osnovu hipote

ze Zuravskog sa tacnim izrazom (11.5: 23), vidimo da dio tacnog rjesenja koji je dat 
u (11.5: 23) sa (- o<I>jox) predstavlja korekciju rjesenja (10). Ova korekcija je, 
medutim, veoma mala, pa je priblizno rjesenje (10) sasvim zadovoljavajuce u 
prakticnoj upotrebi. 

Za kruzni poprecni presjek poluprecnika R dobija se po hipotezi Zuravskog 

(12) 

sto takode predstavlja parabolicnu promjenu po y osi, sa maksimalnom vrijednoscu 
za y=O 

4F (13) 

y 

Sl. 11:20. 
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Naporninjemo. medutim. da (12) predstavlja kornponentu srnicuceg napona crzy jer 
je evidentno da postoji i kornponenta srnicuceg napona crzx fO, koju srno zanernari
li. Zaista. zbog stava o konjugovanosti srnicucih napona ukupan srnicuCi napon u 
tackarna kcmture poprecnog presjeka mora biti tangentan na konturu, jer je bot:na 
povrsina greclc slobodna od opterecenja. Prerna tome, pored kornponente crzy koju 
smo odredili izrazorn (12), postoji i kornponenta crzx koja. zajedno sa crz ' Cini 
ukupan smicuci napon tangentan na konturu, kao sto je prikazano na sl. 11: 2o. Mi 

X 

y 

Primjer 11.1. 

Sl. II: 2!. 

3 F "'Cmax=--
2 A 

smo ranije pokazali da je 
cr;,:•x najccsce znatno manje 
od cr;,n•x i da je u proracunirna 
dovol]no ukljuCiti sa-
rno kornponentu napona crzy 

sracunatu po hipotezi Zurav
skog, ali je vazno biti svjestan 
ogranicenja i pravog znacenja 
te aproksirnacije i uproscenja. 

Slicno se odreduju srni
cuCi naponi za ostale poprec
ne presjeke. Iako je to slucaj 
sa pravougaonirn i kruznirn 
poprecnirn presjekorn, rnaksi
rnalni srnicuCi napon <max ne 
mora biti u tackama neutral
ne ose. Na prirnjer, za tro
ugaoni poprecni presjek na sl. 
11 :21, <max se javlja u tacka-

1 
rna na udaljenju y = 6 h od 

neutralne ose, tj. na polovini 
visine trougla. 

Koristeci hipotezu Zuravskog odrediti srnicuce napone usljed transferzalne 
sile za poprecne presjeke na sl. P 11.1 (a). 

Sl. P II.! (a). 

Rjdcnje: 

a) Za kruzni poprecni presjek (sl. P 11.1 (b)) je: 

S (TJ)=2 JRz- T]z 

R R 2 . 
s~ (y) = J TJdA' = J TJS (TJ) dTJ =- (Rz- yz)3iz, 

y )' 3 

no 



pa zamjenom u formulu ( 11 .7: 6) dobijamo 

F 
t (y)=3/ (Rz_ yz), 

nR4 

I=-x 4 . 
X 

Maksimalni smicuCi napon je 

4F 
tmax=t (y=0)=3 A' 

b) Za trougao na sl. P 11.1 (c)je: 
2b b 

paje 
)' 

I; (TJ)=--- TJ 
3 h 

F 
t (r)=- (2h2 +3hy-9r2

), 
· 27/x . 

Maksimalni smicuCi napon je odreden iz 

sto daje 

dt 
-=0 dy , 

c) Za deltoid (sl. P 11.1 (d)) je: 

y 

pa je F 
2 

, hlr1 

t (v)=--- (h + 2hy- 8.-r- ) Ix =-
48 

. 
. 24/x . ' 

F 
Ocigledno t

0
=t (y=O)=A, dok je maksimalni smicuCi napon 

tmax=t (r=~ h)=~:= 1,125 t 0 . 

h 
d) Za I profil na sl. P 11.1 (e) imamo za y~-:s=t i 

2 

t (h2 

) b S~(_v)= 2 4 -y2 + 2o(h+o). 
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paje 

Prema tome je: 

Za y ~ h/2 je ~ = b i 

paje: 

T (y= ±~)= :x [0 (h+o)]. 

H e) Za kutijasti profil na sl. P 11.1 (f) za y~- je ~=2t i 
2 

(bl 
y 

(c)• 

X 
y 

y 

Sl. P 11.1 (b) - (f). 
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'tmax 
:;..,--rt-----.=----11'-t--11,---1--( "t 0 

"tmox 

y 

(d/ 

t 8 t 

y 
(f) 



paje 

rm.,=r(y=0)=- -+-(8+2t)(H+0) F [H 2 

() J 
l, 4 4t 

( H) F[& J r .r=±--:;- =- -(B+2tl(ll+o) 
- IX 4t 

H 
Za 1·~· imamo ):=B+2t i . 2 ..,. 

pa je: 

B+2t [(II )~ J S' (rl=-- -+o -r2 • . \ . ., ., . 
- - ' 

F [fll )
2 J r (.\') = 2l, \ 2 + o - .\'2 

r (r= +H)= !__[o (II+ ol]. 
. - 2 2/x 

11.8. Savijanje grede tankozidnog otvorcnog profila 

Pokazacemo sada kako se na elemcntaran nacin mogu naCi smicuci naponi u 
gredi tankozidnog otvorenog profila (poprecnog presjcka) optcrcccnoj silama na 
savijanje. Neka je debljina poprecnog prcsjcka o, a ukupna duzina prifila L (o ~ L). 
Neka su x i y glavne ccntralne ose inercije poprecnog presjcka i ncka sila F djelujc 
paralelno y osi (sl. II: 22). 

)( 

y F 

Sl. II :22. 
y 

Izdvojimo na mjestu z elemenat grede dz duzine s kao sto je prikazano na sl. II :22. 
Uticaj odbacenog dijela grede na ovaj dio predstavicemo normalnim i smicucim 
naponima. Pri tome pretpostavljamo da je smicuci napon konstantan po debljini 

18 Otpornost materijala 
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o = o (s) i da je u pravcu srednje linije pro fila, tj. paralelap. sa bocnom povrsinotft 
grede, sto zadovoljava uslov da je boena povrsina grede slobodna od optereeenja. Iz 
us! ova ravnoteze da je suma svih sila u pravcu z ose jedtiaka nuli, slijedi 

s 

f crzzdA'-t(s)dzo(s)- f(azz+ 0
;;=dz)dA'=0, (1) 

0 0 

gdje je A'= J o (s) ds povrsina izdvojenog dijela poprecnog presjeka. Iz (l) je dalje 
0 

s 

-l Iocr_= 
1: (s)=- -" dA'. o (s) oz 

0 

No, normalni napon na udaljenju 11 od neutralne ose je dat izrazom 

gdjeje Mx (::)= -F (1-z), paje 

sto zamjenom u (2) dajc 
I 

U (5) je 

Mx (z) 
crzz (T))=-I-T), 

X 

F S~ (s) 
• (s)=- . 

I x o (s) 

S_~ (s) = J T)dA' 
0 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

statil:ki moment povrsinc A' u odnosu na riei.ltralnu x osu. Ovo je potpuno 
analogno formuli Zuravskog (11.7: 6), s tim sto je ovdje 1: =• (s) smicuci ·napon koji 
JC paralelan srednjoj liniji tankozidriog poprecnog presjeka i konstantan po debljini 
poprccnog presjeka. Proizvod 

F S~ (s) 
• (s)o (s)=- --

Ix 
(7) 

naziva sc tok smicanja. Ovaj tok ima stalan smjer duz profila, jednak je nuli na 
krajevima pro fila, a ima maksimalnu vrijednost tamo gdje je s~ maksimalno. 

Ako bismo sada redukovali napone (5) na teziste C poprecnog presjeka, dobili 
bismo silu TY=F i moment 

L 

M==J p, (s)t (s)o (s)ds. (8) 
0 
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Prema tome, rjesenje (5) odgovarace slucaju 
kada sila F djeluje paralelno y osi na uda
ljenju 

Mz 
e=-

F 
(9) 

od tezista poprecnog presjeka (sl. II : 23 ). 
Tacka S kroz koju prolazi linija djejstva sile 
F naziva se centar savijanja (iii smicanja) 
datog profila. 

Lako je pokazati koristeci formulu (5) 
da je raspodjela smicuceg napona kod I 
pro fila kao na sl. 11 :24. S obzirom da 1 
profil ima dvije ose simetrije, centar 
smicanja mu je u tezistu. 

X 

I - T -1 

I 
I 
I 
t 2h 

l 
r-------.L-""-----~ 

y ~ t; 

1,\• 

s 

F 

I 
fY 

Sl. II: 23. 

2 
~ 

r--r-- "tmax 

7 

- "t 2 

t =Ebh t2=2~t1 1 Ix ' u2 

tmax=f-&2b+ ~ Jf; 
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Za [ profil na sl. 11 : 25 se, medutim, dobija 

tj. centar smicanjaje tacka S udesno pomjerena za e=a+A. 

Ocigledno je da je za profile sastavljene iz dva iii vise pravougaonih dijelova 
koji se svi susticu u jednoj tacki (sl. 11 : 26) centar smicanja u tacki susticanja. Ako 
profil ima osu simetrije, centar smicanja je na njoj. Ako profil ima dvije ose 
simetrije, centar smicanja je u presjeku tih osa (tj. u te:Zistu pro fila). Centar smicanja 
poklapa se sa te:Zistem i za profile koji imaju simetriju u odnosu na te:Ziste (na 
primjer Z profil). 

l 
s 

Sl. II :26. 

Primjer ll.2. 

Odrediti smicuce napone za tankozidne profile na sl. P 11.2 (a) pod djejstvom 
sile Tv= F. Odrediti centar smicanja za svaki od pro fila. 

Sl. P 11.2 (a). 

Rjdenje: 

a) Na dijelu 1-2 profila na sl. P 11.2 (b) je: 
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Na dijelu 2-3 je: 

S~=- a:3 +~(l- ~), 
Na dijelu 3-4 je: 

a
2 a (a ) S'=-3-+3- --X 

X 4 2 2 ' 
;; = !:_ [ + az _ ~ (~ _ x)] 

IX . 4 2 2 ' 

sto je dijagramski prikazano na sl. P 11.2 (b). Centar smicanja se poklapa sa 
tezistem profila. 

b) Na dijelu 1-2 je: 

1 
S' = --3y2 

X 2 ' 

Na dijelu 2-3 je: 

' 3 2 1 s = --3a --oax 
X 8 2 ' 

ana dijelu 3-4: 

' 5" 2 1 ( 2 az) S =--ua +-3 y --
x 8 2 4 ' 

Najzad, na dijelu 4- 5 je: 

, 5 2 1 (a') S = -- ba +- 3a --X 
X 8 2 2 ' 

F z 
t=+-y. 

'}jx 

,..&2 
LJ..L.J..J..J.-~ ~J..J-I..w..J Mx 

5 

y 

Sl. P 11.2 (b). 
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X S 

sffiiii1nnnnn' 
Dijagrami su prikazani na sl. P 
11.2 (c). Da bismo nasli centar 
smicanja profila, nadimo prvo 
rezultujuce. sile po dijelovima 
profila (sl. P 11.2 (d)). Imamo: 2 f. Fa2 r 81x 

X c 

I, l ---

() 

F y2 Ff>a3 1 
+- -- ody=--=- F 

/x 2 48/x 32 

==Fs 

I. 5 

s~' 
Centar smicanja dobijamo iz: 

Me 9 
e=-=--a 

Sl. P 11.2 (c). 

a a u a a 9 
M. = F3 - + F 1 -+ F 5 - + F, - + F4 - =- aF. 

( 2 2 2 -2 2 8 

y 

{d) 

y 

{e) 

Sl. P ll.21d)- ([). 

X s 

F 

F 8 

y 

e=2R 

y 

(f) 



c) U ovom slucaju je: 

"' S~ = J - R cos 9 8 R d& =- R28 sin <p 
0 

F . 
t=rtRism<p, Ix=rtR

3
8, 

a centar smicanja se poklapa sa tezistem profila (sl. P 11.2 (c)). 

d) Za profil na sl. P 11.2 (f) je: 

"' S~= J- R sin & oR d&=R 2o (cos <p- 1) 
0 

Centar smicanja dobijamo iz: 

} 
t=-- (1- cos (jl) 

nRo 

eJMcJ =2R 
F 

2n 

Me= J toR2 d<p= +2FR. 
0 

6 

H 

ta) 

y 
(cJ 

Sl.PII.3. 

y 

{b) 

(d} 

6 

279 



Primjer 11.3. 

Za profU na sl. P t 1.3 (a) odrediti centar smicarija. Dato je: 

b1 =2b, b2 =b, H=2b, o1 =o2 =o. 
Rjesenjc: 

3 
Moment inercije profilajelx=-b3o. Dalje imamo-(sl. P 11.3 (b)): 

4 

dio 1-2: 

d'io3-4: 

dio 2-4: 

S~ (s)=os (b-~). t (s)= ~(b-.~) s 

2F 
t2=t (s=b)=3 b8' 

F 
t(s)=-(b-s)s 

2/x 

S~=O, t=O 

(tj. dio 2-4 ne prihvata opterecenje, vee samo vertikalna rebra). 
Rezultujuce sile u rebrima su (sl. P 11.3 (c)): 

b b 

F 1 =2 f 5tds=2 f of(b-~)sds=~F 
0 0 

1 
F =-F 

2 9 ' 

a centar smicanja dobijamo iz 

Me 
e=y=0,58 b+0,4o, M =F (~b+~)-F (~b+~). 

c 
1 5 2, 2 5 2 

Na primjer, za 8=Q,2b je e=0,66b (sl. P 11.3 (d)). 

11.9. Savijanje grede tank.ozidnog zatvorenog profila 

Neka je greda zatvorenog tankozidnog pro fila opterecena na savijanje silom F 
koja je paralelna y osi, pri cemu su x i y glavne centralne ose inercije poprecnog 
presjeka (pro fila) (sl. 11 : 27). Izdvojimo na nekom mjestu z elemenat grede dz 
duzine s. Lucnu koordinatu s mjerimo pocev od proizvoljnog mjesta, recimo od 
taeke y=O profila. Uticaj odbaeenog dijela grede na ovaj dio predstavicemo 
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normalnim i smi~uCim naponima kao }to je prikazano na sl. 11 : 28. Pri tome 
pretpostavljamo daje smi~uCi napon t=t (s) konstantan po debljini o=o (s) i daje 
u pravcu srednje linije profila, tj. paralelan sa boblom povriinom grede (§to 
zadovoljava uslov da je boma povriina slobodna od optereeenja). 

Gzz 
X 

K 

y 

Sl. II :29. 

Sa -r (0) oznacen je smicuci napon na mjestu s = 0, a sa 1: (s) na mjestu s. Iz uslova 
ravnoteZe da je suma svih sila u pravcu z ose jednaka nuli slijedi 

• 

I
ocr 
___:!!() (s) ds-• (O)o (0)+-r (s)o (s)=O. oz 

0 

Normalni napon na visini y= y (s) od neutralne ose je 

Mx(z) F(l-z) 
cr:u=-

1
-y(s)= 

1 
y(s), 

X X 

(1) 

(2) 
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sto zamjenom u (l) daje 

Odavdeje 

gdje je 

• 
!_ JY fs)dA'- r (O)o (O)+r (s}o (s)=O. 
IX 

0 

o (0) F S~ (s) 
r (s)=-• (0)-~--, o (s) I""() (s) 

S~ (s)= J y (s) dA' 
0 

staticki moment povrsine A' srafirano prikazane na sl. 11 : 27. 

(3) 

(4) 

(5) 

lzraz (4)je~eni izraz za smicuci napon •=• (s) u gredi (konzoli) tankozid
nog zatvorenog profila. Kao sto vidimo, on se razlikuje od izraza za otvoreni profil 
(11.&: 5) za clan [o (O)jo (s)] r (0). Velicina napona • (0) je jos uvijek neodredena i 
zavisi od mjesta na kom djeluje sila F, tj. od udaljenja sile F od y ose. Zaista, 
izborom vrijednosti za • (0) (recimo • (0)=-r0 ), (4) predstavlja rjesenje problema u 
kome sila djeluje na rastojanju d od tezista definisanom sa -

gdje je 

d=Mz 
F' 

Mz= fpn(s)-r(s)o(s)ds 
K 

moment koji se dobija redukcijom napona r (s) na teziste C pro fila (sl. 11 : 29). 

(o) 

(7) 

Ocigledno, za razliCiti izbor vrijednosti za r0 dobijamo razliCitu vrijednost za 
d, tj. razlicite vrste optereeenja koje se medusobno razlikuju za odgovarajucu. 
superponiranu torziju Pitanje se onda logicno nameee: na kom udaljenju od y ose 
treba da djeluje sila F pa da imamo samo savijanje bez torzije tankozidne zatvorene 
cijevi. Odgovor je, naravno, da sila F treba da djeluje na onom udaljenju od y ose za 
koje je ugao torzije (0) jednak nuli. Ovaj uslov definise vrijednost konstante • (0) u 
(4) koja odgovara savijanju bez torzije, a onda iz (6) nalazimo korespondentno 
udaljenje sile F od y ose. 

Moze se pokazati da je ugao torzije ptdfila opterecenog transferzalnom silom 
F dat sa 

1 
0=-

2
- fr(s)ds, 

GA K 

gdje je G modul klizanja, a A povrsina ogranicena srednjom linijom K profila. 

(8) 

Izraz (8) identican je sa Bredtovom formulom koja daje ugao torzije tanko
zidne zatvorene cijevi usljed cistog UVijanja QlOmentom torzije, S tom sto je U (8) 
smicuci napon -r (s) posljedica transferzalne sile F dat izrazom (4 ), dok je kod 
ciste torzije smicuCi napon posljedica momenta torzija M

1 
i dat je izrazom 

-r (s)=M J2o (s) A. Osim toga kod ciste torzije popreeni presjek geometrijski nemijenja 
oblik u svojoj ravni, tj. prosto zarotira u njoj (plus, naravno, vitoperenje), dok kod 
savijanja silom popreeni presjek geometrijski mijenja oblik u svojoj ravni i ne vrsi 
prostu rotaciju u njoj. 
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Ako hoeemo savijanje bez torzije, mora biti 

f 1: (s) ds=O, (9) 
K 

sto definise korespondentnu vrijednost konstante 1: (0) u (4). Unosenjem (4) u (9) 
dobijamo f s~ (s) ds 

t(O)=~ K o(s) . 
0 (O)Jx f !!!____ 

K o (s) 

(10) 

Polozaj sile koji odgovara savijanju bez torzije sada nalazimo iz (6). nakon sto je u 
(7) unijeto (4) sa konstantom 1: (0) odredenom iz (10). Tacka S kroz koju prolazi 
ovako odredeni pravac sile F predstavlja centar smicanja (savijanja) profila. Ako 
sila F ne prolazi kroz S, tada imamo savijanje sa torzijom, pa na rjesenje od 
savijanja bez torzije treba superponirati i rjesenje od Cistog uvijanja momentom 
M, =Fa, gdje je a odstojanje sile F od centra smicanja. 

Primjer 11.4. 

Odrediti smicuce napone u tankom kruznom prstenu na sl. P 11.4 (a). 

Rjesenje: 

Kako je 

iz (11.9:4) imamo 

ci> 

S~(s)=J Rsinll>R 8 d$=R 28 (1-cos<D), 
0 

FR2 

t (<l>)=t (0)-- (1-cos<l>), 
IX 

gdje je t (0) odredeno sa (11.9: 1 0) 

s 

2n 

f R28 (1- cos <I>) d<l> 

F 
0 

FR 2 

c(0)=8/x 21t fx 

y 

(a) 
Sl. P 11.4. 

X 

y 

(b) 
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Dakle, 

sto je prikazano na sl. P 11.4 (b). 
Centar smicanja odreden je iz 

M, 
e=-=0 F ' 

2x 

M,=J t(<l>)oR2 d<I>::O, 
0 

pa je e=O, tj. centar smicanja se poklapa sa tezistem profila. 

Gzz 

11.10. Glavni naponi kod grede savijene silama 

Gzz 

Sl. II :30. 

Vidjeli smo da su od sest kom-
ponenti napona u gredi savijenoj 
silama tri komponente razlicite od 
nule, pa tenzor napona u proizvolj
noj tacki grede glasi 

[ cr J = lg g ~;:] l ~zx crzy criz 

Ako izdvojimo elemenat napregnu
te grede sa stranama paralelnim 
koordinatnim ravnima, on je u sta
nju napona kao sto je prikazano na 
sl. 11 : 30. Ako, medutim, saberemQ 
smicuce napone cr,x i crzy u rezul

tujuci smicuci napofl T koji djejstvuje u ravni z -I (sl. 11:31 ), onda je evidentno da 
imamo ravno stanje napona u ravni z- I. 

"t,......::==::........ 

Sl. II: 31. 

Ako zanemarimo komponentu smicuceg napona cr= (sto po pravilu radimo u 
elementarnoj, tehnickoj teoriji savijanja), onda imamo ravno stanje napona u ravni 
y- z, kao sto je prikazano na sl. 11:32. Da bismo odredili glavne napone i njihove 
pravce u datoj tacki grede. koristimo se obrascima (1.12.1: 11): 
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Sl. ll :32. 

Mohrov krug napona prikazan je, na sl. 11:33. 
Odredivanje glavnih napona u optereeenoj gre
di je izuzetno vaZno jer se preko njih (saglasno 
fiekoj od hipoteza o slomu) formulise kriterijum 
za~ izdrfljivost grede i njeno dimenzionisanje i 
proracun. 

Jasno je da se glavni naponi mijenjaju od 
tacke do tacke u gredi. Da bismo to ilustrovali, 
posmatrajmo stanje napona u gredi pravougao
nog precnog presjeka u tackama A, B, C, D, E, 
kao sto je prikazano na sl. 11:34 (a). KoristeCi 
elementarnu teoriju savijanja grede mozemo 
lako naCi u svim ovim tackama napone crzz i 't, 

sto onda definise naponsko stanje u svakoj od 
ovih tacaka i sto je skicirano izdvajajuci male 

"'tmax 

a 

Sl. II :33. 

pravougaone elemente oko tacaka A- E na sl. 11:34 (b). Jasno je da je napon crzz 

maksimalan u tackama najudaljenijim od neutralne ose, a jednak nuli u tackama 
neutralne ose. SmicuCi napon je maksimalan u tackama neutralne ose, a jednak nuli 
u najudaljenijim tackama od neutralne ose. VeliCinu i pravce glavnih napona u 
tackama A- E sada mozemo dobiti iz obrazaca (1 ), pa su na sl. 11:34 (c) izdvojeni 
elementi oko tacaka A- E na Cijim stranama djejstvuju glavni naponi. Na sl. 
11:34 (d) izdvojeni su elementi na cijim stranama djejstvuju maksimalni smicuCi 
naponi. Naravno, ravni u kojima djeluju maksimalni smicuCi naponi su pod uglom 
od 45° ·u odnosu na ravni u kojima djeluju glavni naponi, kao sto se vidi sa sl. 
11:34 (c) i (d). 

PonavljajuCi ovo isto za ostale popreene presjeke duz ose grede "dobijamo 
kompletnu sliku o glavnim naponima u gredi. Na bazi toga mozemo nacrtati dvije 
familije ortogonalnih krivih koje se zovu trajektorije napona (sl. 11: 35), a u cijoj 
svakoj tacki tangenta na krivu otkriva pravac jednog glavnog napona u toj tacki. 
Ove dvije familije se sijeku pod pravim ·uglom (jer su glavni pravci napona u svakoj 
tacki medusobno upravni), sve krive sijeku neutralnu osu pod uglom od 45° (jer je 
tamo normalni napon jednak nuli), a sa gornjini i don jim vlaknima grede zaklapaju 
ugao od oo iii 90° (jer je tamo smicuCi napon jednak nuli). 

Na sl. 11:36 {a) prikazane su trajektorije glavnih napona za gredu pravougao
nog popreenog presjeka optereeenu koncentrisanom silom u sredini raspona. Pune 
linije odgovaraju zateiucim, a isprekidane pritiskujucim naponima. 
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-0-

~!01-

101 

-!01-

-0-
(b) 

-0-

'Y/; 
I -----.. 

0 
/ "' 
/~ 

\ 

----0-

(c) 

z 

':0~ 
)~ ~, 

\ 
~v--~::;.--' 

\ 

10t 

/ 
-!([};..._ 

-.;;;::: 

I 

~~ /'{~, 
(d) 

Poznm anjc trajck torija glavnih na
pon a od \ dikog jc znacaja pri k onstruisa
nju armirano-bcl.onskih nosaca. Posto he
ton 1m a \coma malu otpornost na isteza
njc. dodajc mu sc cclicna armatura.< ciji 
jc zadatak da prcu1mc zatczucc naponc . 
.:\rrnatur.4.1 sc priblizno rasporcdujc u 
pran:irna gla\nih zatc:Zucih napona (sl. 
II <Hi I b J ). 

Druga Hsta krivih kojc se rnog:u 
nacrtati su tz\. nivo linijc glavnih napo
na. To su linijc kojc spajaju tackc grcde 
sa jcdnakim glavnim naponima. Na sl. 
ll : 37 prikazanc su nivo linijc glavnog 
napona istczanja za konzolu pravougao
nog poprecnog prcsjeka optereccnu silom 
F na kraju. 

U kojoj tackipoprecnog prcsjcka je 
najvcci glavni napon, zavisi od oblika 
poprecnog prcsjcka. To su najcescc naj
udaljcnijc tackc od neutralnc osc. ali mo
gu biti i njima okolnc tacke. U kom 
poprecnom presjeku grede trcba traziti 
najveci glavni napon. zavisi od vrstc gre
dc. tj. vrstc optcrecenja i oslanjanja. 

1 1 .11 . Dimenzionisanje grede pri 
savijanju silama 

::,1 11 34.. Da bi se izvrsilo dimenzionisanje 
grcdc opterecene silama na savijanje. 
neophodno je odrediti kriticnu tacku u 
gredi u kojoj prvo dolazi do pojave pla-

stiCilL' ,kfPrmaciJc. PdJHlsno sloma. saglasno usvojenoj hipotezi o slomu. Ako je 
grcd;1 duga(·!-.;, (\ltkal. wda su normalni n<iponi znatno veci od smicucih (a==~T). 
p;! SL' S;l dtl\ tlljll\l [;!Ciltl~li dimcnzionisanjc mozc Vrsiti samo prema maksimalnom 
Jlllrm:dJJlllll naponu. koji sc. naravno. javlja u kriticnom presjeku grede i u 
na_judai_Jcni_jim tackam;1 od neutralne ose poprecnog presjeka. Kako je u tim 
tackama smicuL·i napon nula. to je napon a== istovremeno glavni napon. pa po bilo 
kujuj <l\J hip\llc/;1 \l slumu slijedi da mora biti 

(1) 

sto prL·dsta\ I_Ft usln\ ;a dimenzionisanje. 

Ak<1 matcrijal ima iste osohine na pritisak i zatezanje, tada je kriticni presjek 
onaj u komc jc moment maksimalan. a ako ima razlicite osohine na pritisak i 
zatczanjc. onda to ne mora hiti. pa trcba provjeriti nekoliko presjeka da bi se nasao 
kriticni prcsjck (vidjcti primjer 11.9). 
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Kod kratkih gr~da. m~du
tim. smicuCi naponi mogu biti za 
nckc poprccnc presjekc greda re
da vclicine normalnih napona. 
tako da je odrcdivanjc kriticne 
tacke u grcdi slozeniji zadatak. 
Kao sto sc vidi u primjeru 11.7. 
kriticne tackc ne moraju biti naj
udaljenije tackc od neutralnc os~ 
Ll kriticnom prcsjcku. vee mogu 
biti i njoj obliznje tackc. pa cak i 
tacke na neutralnoj osi. zavisno 
o usvojenom kriterijumu (hipo
tezi) o kriticnosti. tj. nastanku 
plasticne deformacije iii sloma. 
Osim toga, kritican presjck nc 
mora biti presjek gdje jc mom~nt 
maksimalan. vee moz~ biti n~ki 
drugi, u kome j~ moment manji. 
ali je zato transf~rzalna sila v~
lika. Tako je u primjcru 11.7 
kritican prcsjek D u kome j~ 
.Hx=3,625kNm i F1 =1X.I25kN. 
a ne prcsjek C, iako jc u nje
mu M,=3.75kNm, ali je F 1 = 
=9,375kN. Osim toga. najveei 
glavni napon javlja se u tacki 2 
poprecnog presjeka (l profil), a 
ne u tacki 1 (najudaljenoj tacki 
od neutralne ose). Kriticna tacka 
poprecnog presjcka je tacka 2 iii 
tacka 3 (na neutralnoj osi). za
visno od usvojene hipotcze: po I 
i II hipotezi kriticna je tacka 2. 
ali je po III i IV hipotezi kriticna 
tacka 3. 

Zato sc u inzinjcrskim pro
racunima dimenzionisanjc pribli
zno vrsi prosto zahtijcvajuei da 
jc: 

()~~"' :;o:; () d (2) 

Tm"x :;o:; Td, (3) 

tj. provjerava se tacka u kojoj jc 
a== maksimalno (najudaljenije 
tacke od neutralne ose) i tacka u 
kojoj je T maksimalno, pa se ud
reduju dimenzije (iii optereecnje) 
nosaca tako da su oba uslova. 
(2) i (3 ), ispunjcna. 

y 

y 

I 

F z 

Sl. II: 35. 

(a) 

(b) 

Sl. II: .\6. 

Sl. II: 37. 
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Kod dugackih greda, medutim, dovoljno je provjeriti uslov (2) jer je onda 
uslov (3) sigurno ispunjen, s obzirom da su smicuCi naponi znatno manji od 
normalnih. Ovo isto vaii i za neke kratke grede sa malim stepenom iskoriscenja 
poprecnog presjcka, kao sto je krug, kvadrat i sl., jer je j kod njih ()~ax znatno vece. 
od Tmax· 

Kao sto cemo kasnije vidjeti. za dimenzionisanje moze biti mjerodavan i 
zahtjcv da pomjeranja izvjesnih tacaka nosaca ... (ug1bi i nagibi) ne predu neku, 
unaprijcd zadatu (dozvoljenu) vrijednost. To je dimenzionisanje prema dozvoljenim 
ugihima iii nagibima. kada sc zahtijeva da je: 

iii 

0 ugibima i nagibima grede detaljno cemo govoriti u poglavlju 11.13. 

P r i mj c r 11.5. 

Odrcditi idealni oblik konzole pravougaonog poprecnog presjeka: 
a) konstantne visine h, 

b) konstantne sirine b, 

optcreccnc silt'm F na dcsnom kraju. (Idealni oblik greda ima ako joj je isti 
maksimalni normalni napon cr=z u svim poprecnim presjecima). 

z 

l z 
l 

Sl. P 11.5 (a). 

Rjdenje: 

a) U ovom slucaju je h=const., b=b (z). Idealni oblik dobicemo IZ uslova 
cr~~~·' =con st. Dakle: 

Mx (z) 
()=z=-~-y, 

X 

bh3 

I=
x 12 ' Mx (z)= -F (l- z) 

max 6 F (!- z) 
cr == = h2 b = const. = cr0 , 

odakle je 

b=b (z)=b0 (1-7). 
sto je prikazano na sl. p 11.5 (b). 
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b) U ovom slucaju je b =con st. i h = h (z ), pa je 

-
6ri 1-T 

G~ax = b~ 7 =COBS!.= Go, 

tako da je 

h=h (z)=h0 Jl- T' 
sto je prikazano na sl. p 11.5 (c). 

Sl. P !1.5 ihl 

Primjer 11.6. 

(C). 

(c) 

Prosta greda pravougaonog poprecnog prcsjcka optcrcccna je silom F Sil k;'\1 · 

na sredini raspona (sl. P 11.6 (a)). 
a) Odrediti glavne napone u tackama K, L, M. 1/. K'. 
b) Odrediti napone u tacki L' u ravni cija normala zaklapa ugao od .\0 s<~ : 

osom. 

Rjesenje: 

a)Moment savijanja i transferzalna sila u prcsjcku K-K' (sl. Pll.h(h)) :,u 
Mx=lOkNm i TY=40kN. Normalni napon u prcsjckujc 

(ill 

dok je smicuci napon ( vidi (11 . 7 : 10)) 

T,. s~ 
T = ~-~-

l,~ 
[

kN j 
cm2 · 

(h) 

Vrijednosti normalnog i smicuceg napona u tack am a K, L, .\1, L', K ·. dohijaj u sc 
iz (a) i (b) respektivno za y = - I 5, - 14, 0, 14, 15 [em]. Ovc vrijcdnosti su 
prikazane na sl. P 11.6 (c). Ocigledno je da je u tackama K i /\.' stanjc napona 
linearno, dok je u tacki M stanje Cistog smicanja. 
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OSlJm 

FciJO kN 

~~~~------lj~m 
l.()kN 

(a) 
y 

~7MPa 
(d) 

(c J 

I~J 

SL P 11.6. 
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~56MPa 
- 0,61.1.MPa 

(f) 



Glavne napone racunamo po obrascu 

I J, , cr ,=-(cr __ + cr- +4rl. 
1.- ...., --~ 77. 

(C) 

a njihovc pravce dobijamo iz izraDl 

, 2T 
tg2Ct:=---, 

0:: 

(d) 

Zamjenom vrijednosti na napone cr== iT koje c;u dat..: na sl. P II .o (c) u in~m: (c) i 
(d) dobijamo glavne napone i glavne pravce u tackama K, L. ,\f. I:, K · _ Dohijene 
vrijednosti su prikazane na sl. P II .6 (d), dok su na sl. P II .o (..:) prikazane rami 
kroz tacke K -K' po kojima djeluju najveci naponi ntezanja. odnosno pritiska. 

b) Napone u tacki L' za ravan sa normalom pod uglom od 30 prema : usi 
dobicemo iz izraza (L12:5) i (Ll2:8) za ravno stanje napona u ravni (L :) (sl. 

p 11.6 (f)): 

crn = cr YY cos2 <p + cr ==sin 2 <p+ cr zy sin 2<p = !5 ,56- sin
2 

120' + 0,644- sin 240 

= 11,11 [MPa] 

1 1 
Tn=2 (crY},- crz=) sin 2<p- crrz coS2o;p =l (- 15,561 sin 240'- 0,644-cos240' = 

=7,06[MPal 
Iste vrijednosti se dobijaju i pomocu Mohrovog kruga napona (sl. P II .o (g)). 

Primjer 1L7. 

Za nosac prikazan na sl. P 11.7 (a) odrediti: 

a) najveci glavni napon u gredi, 
b) kriticnu tacku nosaca respektujuCi prve cetiri hipoteze 0 slomu, 

Rjesenje: 

a) U presjeku C je:Ty=9,315 kN, AJx=3,75 kNm. 
Normalni napon u presjeku C je 

lv!" 375 
crz==[- _v=7189 y=O,US22 y., 

X , 

tako da je u tackama 1, 2 i 3 (sl. P 11.7 (b)): 

1 
kN 

crzz=0,522 ~-2. 
em 

SmicuCi napon odredujemo iz izraza 

pa je u tack am a 1, 2 i 3: 
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r2 = 9,375 · 360 =O 
2 

kN 
7189 · 2 ' em2 ' 

9,375 ·424 kN 
r3 7189·2 0,2765 em2' 

Glavne napone dobijamo iz 

1 
2 2 cr1 2 =- (cr .. ± y cr .. + 4r ), . 2 •• •• 

odakle je: 

{
cr 1 =0,522 

1 : ' 
cr2 =0 {

cr1 =0,4975 
2: ' 

G2 =- 0,08 {
cr1 =0,2765 

J: 
cr2 =- 0,2765 

Dakle, najveCi glavni napon u presjeku C je u tacki 1, cr
1 

=0,522kN/em2. 
U presjeku D je Ty= 18,125 kN, Mx=3,625 kNm, paje: 

Mx 362,5 
cr =-- y=--y=O 0504 y 

zz I X 7189 ' 

I kN 
cr .. =0,504 -,, 

·· em-
2 kN 

cr zz = 0,4032 - 2 ~ em 

18,125 · 360 kN 
t

2 -0454-
71 89 · 2 ' em2 ' 

3 18,125·424 kN 
T 0,5345-2 . 

7189·2 ell1 

Prema tome, glavni· naponi u tack am a 1, 2 i 3 su: 

{
cr 1 =0,504 

I: , 
cr2 =0 {

cr1 =0,6983 
?· 
... cr2=-0,2951' {

cr1 =0,5345 
3: 

cr2 =- 0,5345 [kN/emlJ, 

pa je najveCi glavni napon u presjeku D u tacki 2, cr
1 

=0,6983 kN/em2. 

U poredujuci dobijene rezultate vidimo da je najveCi glavni napon u gredi u tacki 
2 presjeka D i iznosi cr 1 = 0,6983 kN/em2. 

b) Kritican presjek je presjek D. Kandidati za kriticne tacke u njemu su tacke 2 i 3. 
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Tacka 2: 

kN 
I: Gupor=G1 =0,6983 - 2 , 

em 
kN 

II: Gupor=cr1 -vcr2=0,7967 - 2 , (v = 1/3) 
em 

kN 1 2 2 2
].!.. kN 

III: Gupor=crl-cr2=0,9934-2, IV:crupor= r::J(crl-cr2) +cr2+crl 2=0,8835--2. 
em v 2 em 



Tacka3: 

kN 
I: O"upor=0,5345 --

2
, 

em 

kN 
Ill: O"upor= 1,069--

2
, 

em 

kN 
II: O"upor = 0,7127 --2 em 

kN 
IV: O"upor=0,9258--2 · 

em 

Dakle, po I i II hipotezi kriticna je tacka 2, a po III i IV hipotezi tacka 3 presjeka 
D. 

10kN 17,SkN 

{b) 

@ 8 

3,75 

fa) {c) 

Sl. P 11.7. 

Primj er 11.8. 

Za gredu I profila opterecenu kao na slici izvrsiti dimenzionisanje (tj. izabrati 
I profil) respeJ<:tujuCi uslove: a~•x,;;ad i 'max,;;'d· Datoje: q=lOOkNjm, !=2m, 
a=0,5 m, ad= 15 kN/em2

, Td= 10 kN/em2
. 

Rjesenje: 

Dijagrami transferzalne sile i momenta savijanja u gredi prikazani su na sl. P 11.8. 
Maksimalni moment savijanja je M;•x=43,95 kNm. Dimenzionisanje vrsimo' iz 
uslova 

odakle je otporni moment 
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Iz Tablica pro fila nalazimo da je za profil I 24 Wx = 354 cm3
, sto je prva veta 

vrijednost od Wx = 293 cm3
, pa usvajamo I 24 profil. 

Maksimalni normalni napon crzz koji se sada javlja u gredi je 

Mmax 4395 kN 
cr:;:,··=-x--=--= 12,4--2. 

Wx 354 em 

Provjerimo jos da li usvojeni I 24 profil zadovoljava uslov tmax :::;;'td. Kako je 
maksimaln~ transferzalna sila neposredno lijevQ- od presjeka B (T;'"'= 106,25 kN), 
imamo 

Prema tome, usvoJeni profil zadovoljava i uslov o smicuCim naponima. (lz Tablica 
za I 24 profil nalazimo: I x = 4250 cm4 i S~ = 206 cm3

, I;= 0,87 em za tacke neutralne 
ose, gdje je smicuCi napon maksimalan). 

z 

Mmax=43,95 

Sl. P 11.8. 

Primjer 11.9. 

Odrediti maksimalno dozvoljeno opterecenje F grede od livenog gvoZda na sl. 
P 11.9 (a). ako je cr; =4 kNjcm2

, cr;; = 12 kN/cm2
. Poprecni presjek grede jeT profil 

na slici. K&k.o treba postaviti profil za vecu izdrzljivost nosaca, sa pojasom 
okrenutim gore iii dolje? 
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Rjesenje: 

3 
Sa dijagrama momenta savijanja grede vidimo da je M;•x=2. aF. Kako je 

M;ax pozitivno (isteze donja vlakna) i kako liveno gvoZde znatno bolje podnosi 
pritisak od zatezanja, T profil treba postaviti sa pojasom okrcnutim dolje (sl. 
P 11.9 (b)), jer je tad a a~ax negativno. Dimenzionisanje vrsimo na sljedeCi naCin. U 

3 
presjeku C je moment maksimalan Ae•x=- aF, pa je: 

' 2 

3 
-·30·F 
2 

(}"max.+= ·4~4, 
zz 918 

3 
-·30·F 
2 

(Jmax, - = ' II ~ I2 
zz 918 ' 

F~20AO kN 

F ~22,25 kN. 

Dakle, sto se tice presjeka C, mora biti F ~20,40 kN. No, prora{:un jos nijc zavrscn. 
Moze se, naime, dogoditi da je presjek B opasniji od prcsjeka C iako jc I /1.1 nl < :'-1c, 
jer je profil postavljen tako da se u presjeku B pojas nalazi u sabijcnoj zoni, tj. profil 
nije racionalno iskoristen u presjeku B. Dakle, u prcsjcku B jc: 

. 30F 
()max,.,.=--' JJ ~4 

zz 918 ' 
F~ll,l3kN 

30F 
(}"max,-=-- ·4 ~ 12 

zz 918 ' 
F ~91,8 kN. 

pa, sto se tice presjcka B, mora biti F ~ 11,13 k N. 

Prema tome, maksimalno dozvoljeno opterecenje grcdc je 

Fmax=min {20,40; 11,13}=11,13kN. 

ZF F 
z 

(a) 

Sl. P 11.9. 
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Primj er 11.10. 

Za nosac i optereeenje na sl. P 11.10 (a) izvrsiti: 

a) dimenzionisanje nosaca zahtijevajuci daje cr:ax~crd, 
b) dimenzionisanje nosaca prema momentu koji iznosi 60% od najveeeg 

momenta, i nosac pojacati 1ame1ama. 

Datoje: a=h, 5=0,2 a, F=20kN, q=30kN/m, 1=2 m, r=0,5 m, 
crd=14 kN/cm2

• 

Rj esenj e: 

a) Iz 

slijedi 

(a) 

. . d fi . w IX "t . No, otporm moment Je e tmsan sa x =--, pa PO~> o Je: 
Ymax 

slijedi 

Wx= 0,22 a3 • (b) 

F 

~: 
fbi 

fa} 4,1 (c} 

Sl. P 11.10. 
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Iz (a) i (b) je sada 0,22a3 ;>42,1, tj. a> 5,75 em. 

Dakle, usvajamo: a= h = 6,0 em, o = 0,2 a= 1,2 em. 

b) Iz uslova 

slijedi 

l 0,60· 590 3 4 
W x= 0,22 a ? 25,29 em, a;> ,9 em. 

14 

No, kutijasti profit dimenzije a= 4, 9 em zadovoljava samo u dijelu nosaca gdje je 
Mx ~60% M;ax=3,54 kNm. U ostalim dijelovima nosac treba pojacati lamelama 
(sl. P 11.10 (b)) Ciju debljinu odredujemo iz: 

Mmax 
_x_~O" 

W* d• 
X 

Mmax 

w:?-x-= 42,1 em3 

(j" d \ 

I* 
W* =-"

x Y!ax 
74,9 + 2 (2,94 + 0,5t) 2 5,88 

2,94 + t > 42·: 

dakle je t;>0,6 em. Nosac pojacan lamelama prikazan je na sl. P 11.10 (c). 

11.12. Deformacioni rad pri savijanju grede silama 

Deformaeioni rad akumuliran u gredi savijenoj silama je 

d=J d*dV, (1) 

gdje je 

(2) 

s obzirom da su ostale komponente tenzora napona jednake nuli. 
OgranicavajuCi se na tehnicku teoriju savijanja, tj. zanemarujuci komponentu 

smicuceg napona crzx• (2) postaje 

1· 1 2 l 2 
d* =2 O"zzEzz + (j" zyEzy = 

2
£ O"zz + 2G O"zy' 

odakle, s obzirom da je: 

Mx (z) 
(j"zz=-I-y, 

X 

T>, (z) S~ (y) 
(j" = ---'----'--

zy I x C, (y) ' 

(3) 

(4) 
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dobijamo 

1 M; (z) 2 1 T; (z) S~2 (YJ 
d*=2E~y +2G I; ~2 (y) . (5) 

IntegraleCi (5) po ukupnoj zapremini grede dobijamo 

l I 

IM; (z) dz I P, (z) dz 
.91= +x 

2Eix 2GA ' 
(6) 

0 0 

gdje je A povrsina popreenog presjeka grede, a 

x= A Js~2 
(y) dA 

I; ~2 (y) 
(7) 

A 

koeficijent koji zavisi od oblika poprecnog presjeka grede (na primjer, za krug je 
10 6 

x=-, za pravougaonikje x=-, itd.). 
9 5 

Prvi clan u (6) je dio deformacionog rada od normalnog napona, a drugi clan 
od smicuceg napona. Ovaj drugi dio je redovno znatno manji od dijela deformacio
nog rada usljed normalnog napona, pa se u primjenama moze zanemariti, tj. uzeti 
da je akumulirani deformacioni rad u gredi savijenoj silama 

l 

d=IM; (z)dz. 
2Er, 

0 

Ako je u pitanju gr.eda promjenljivog poprecnog presjeka (Jx =lx (z)), tada je 

l 

IM; (z) dz d= . 
2Elx (z) 

0 

11.13. Elasticna linija grede 

11.13 .l. Diferencijalna jednaCina e/asticnc linije 

(8) 

(9) 

Deformisani oblik osovine grede naziva se elasticna linija grede (sl. 11 : 38 ). 
Kao sto smo vidjeli u poglavlju 11.1, krivina elasticne linije konzole opterecene 
silom na kraju proporcionalna je momentu, tj. 

(I) 
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gdje je sa v oznaceno pomjeranje uY tacaka 
osovine grede. Na razliCitim mjestima z mo
ment je razliCit, pa prema tome i krivina. (Kod 
Cistog savijanja spregovima krivina je konstant
na duz ose grede jer je 9Jix =con st. du:Z ose 
grede). Ako je, medutim, u pitanju greda opte-
recena na savijanje silama rasporedenim po v 
bocnoj povrsini, krivina nije proporcionalna 
momentu savijanja, ali je razlika toliko mala da y~ 
se u prakticnim proracunima moze zanemariti. 
Zato cemo koristiti jednaCinu (1) za odredivanje 
elasticne linije grede bez obzira na vrstu osla-

z 
F 

Sl. 11:38. 

njanja i opterecenja grede, dakle i u slucajevima kao na sl. 11 : 39. Ovo, u stvari, 
znaCi da cemo pri odredivanju elasticiie linije grede zanemarivati uticaj smicucih 
napona na krivinu grede. 

A 

~llil!lt ~ 
S!. 11:39. 

Ordinate elasticne linije nazivaju se ugibi grede, a nagibi tangente na elasticnu 
liniju nazivaju se nagibi grede. (Nagibi, u stvari, predstavljaju obrtanje poprecnih 
presjeka grede ako zanemarimo smicucu deformaciju i cinjenicu da poprecni 
presjeci ne ostaju ravni i upravni na osu grede). 

dz 

1 

I 
vt 

Sl. 11:40. 

z 

pdi.P=ds ~dz 

.L = !1::£. >o 
P dz 

Uporedujuci (1) i (2) zakljucujemo da je 

d2
L' Mx (z) 

dz2 =- ---m:-' 

Da bismo izveli diferen
cijalnu jednaCinu e!asticne li
nije grede, dovoljno je uociti 
da u koordinatnom sistemu 

· (z, v) pozitivnu krivinu iza
ziva negativan moment (sl. 
11: 40). No, za male deforma

dv 
cijeje <p~tg <p=-, paje 

dz 

(3) 

.dje je sa Mx (z) oznacen moment na mjestu z (uz usyojcnu konYenc~ju o pozitiv
nom momentu). 
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Jcdnacina (3)je diferencijalnajednacina elasticne linije grede. Njenom integra
ci.Jom dobijamo jednacinu elasticne linije 

z·=r(::). (4) 

:'\apominjemo da s obzirom na relacije: 

dM 
~,x=T\'(;;) 
(;; . 

(5) 

gdje su Tr (::) i q (::) transferzalna sila i spoljasnje optcrcccnjc grcdc, jcdnaCinu (3) 
mozcmo prcpisati i u nhliku: 

Tr(::) 

EI, 

J'r lf (::) 

d::"' El, 

(6) 

(7) 

Pn intcgraciji difcrencijalnc jcdnacim: (3). odnosno (6) iii (7). intcgracionc konstantc 
odrcdujcmo iz granicnih uslova. Na primjcr. u tacki oslonca su ugib i moment 
jcdnaki nuli (r=O. z·"=O). u ukljcstcnju su ugib i nagibjcdnaki nuli (r=O, r'=O), 
dok su na slobodnom kraju grede moment i transfcrzalna sila jcdnaki nuli (r" =0. 
r'" =0). 

U primjerima koji slijede ilustrovacemo postupak intcgracijc diferencijalne 
jednaCine elasticne linije (3), tj. odredivanje jednacine elasticne linijc (4). 

z 

Sl. P 11.11. 

Primjer 11.11. 

Odrediti jednacinu elasticne linije 
kontinualno opterecene konzole na sl. 
Pll.ll. 

Rjesenje: 

Moment savijanja u presjeku z konzole je 

Mx (z)= -~ (L-z)2
, 

pa diferencijalna jednacina elasticne linije (1 1.13.1:3) glasi 

Odavde integracijom slijedi: 

q 
Elxv' = -- (L-z)3 + C1 , 

6 

Integracione konstante dobijamo iz grani6lih uslova da je za z=O: v=O, v'=O, 

odakle je C1 =! qL3
, C2 = _ _!_ qL4 . Prema tome je: 

6 24 
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v'=-q-z (3L2 -3Lz+z2), 
6El,. 



Ugib i nagib slobodnog kraja konzo1e su: 

Prirnjer 11.12. 

qL4 
vB=v (z=L)=--

8Elx: 

qV 
<i>B=v' (z=L)=--. 

6Elx 

Odrediti jednaeinu elasticne linije proste grede optereeene koncentrisanom 
silorn kao na sl. P 11.12. 

Rjesenje: 

Moment savijanja u grcdi jc defi
nisan sa: 

h 
.\1, (.:: l = L F.::, 0 '-S.:: '(a 

h 
Jfx(.::)=LF::.-F(::.-a), a'-S::.'-SL, 

pa je di fcrcncijalna jednacina ela
sticne linijc: 

v a 

y 

b 
El v"= --Fz x: L , 0'-Sz:<.Sa 

b z3 

F 

b 

L 

Sl. P 11.12. 

Nakon integracije dobijarno: 

b z2 

EI v' = -- F - + C · 
X L 2 !• 

El v= --F -+ C z+C 0'-Sz'-Sa 
X L 6 1 2• 

b z2 (z-a)2 b z3 (z-a)3 

El v'=--F-+F--+C · Elxv=--F-+F--+C3 z+C4 , a'-Sz'-SL. 
X L 2 2 3

' L 6 6 

Granicni uslovi su: r (0)=0, v (L)=O, v; (a)=v~(a), v1(a)=vd (a), odakle dobijamo: 

Fb 
C1 =C3 =

6
L (L2 -b2

), C2 =C4 =0. 

Dakle: 

Fb 2 2 _2 El v=-z (L - b -:r) O~z~a 
X 6L ' 

Fb 2 2 _2 F (z-a)3 

El v=-z (L -b -z-)+ a~z~L. 
X 6L 6 ' 
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Maksimalni ugib je oko sredine grede; lijevo od sile ako je sila blize desnom kraju 
grede, i obratno. Nagibi na krajevima su: 

, , Fab (L+b) 
<f>A =V IZ=0) 

. 6LEix ' 

Fab (L+a) 
<p =v' (z=L)=- . 

B 6LEJx 

Ako je a=b, tada imamo: 

FL2 

{I) --{1) --

't'A- 't'B-16El ' 
X 

P r i·mj er 11.13. 

( L) FL
3 

Vmax=V Z=l = 48EJx. 

Odrediti elasticnu liniju grede na sl. P 11.13 {a). Dato je: Wl, a, b, Elx. 

Rjdenje: 

Moment savijanja je: 

IJJl 
Mx (z)=Lz, 

IJJl 
M (z)=-z-Wl 

X L ' 

pa diferencijalna jednaCina elasticne linije glasi: 

ffil 
EI v"= --"' X L ~, 

IJJl 
EI v" = -- z + IJJl 

X L ' 

Integracijom dobijamo: 

IJJl zz 
El v'=---+C 

X L 2 1' 

IJJlz3 
El v = -- - + C z + C 

X L 6 1 2' 

m z3 z2 

EI v = ---+ IJJl - + C z + C 
X L 6 2 3 4' 

Granicni uslovi su: 

v (0)=0, v (L)=O, v; (a)=v~ (a), v1 (a)=vd (a), 

odakle dobijamo integracione konstante: 

C =Wl (a- L -~) C2 =0, 1 3 2L ' 
C =- ffil (a2 + L2) 

3 L 2 3 ' 
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Prema tome je: 

(a) 

v (z)= ~~: [ -(~J +3 (~Y -(3 ~: +2) ~ +3 ~:], a~z~L. 
Iz izraza (a) slijedi da je: 

9J1 ab (a-b) 
v (a)= 3EI L 

X 

IDlL [ (b)2

] cpA=v' (0)~ 1-3 - , 
6EIX L 

'PB = v' (L) = IDlL [1- 3 ('!_)2

]. 
6Elx L 

(b) 

Analiza: Da bi bilo cpA> 0, iz (b) slijedi da je b < 0,577 L i a> 0,423L. Ako je i cp B > 0, 
onda mora biti a<0,577L i b>0,423L. Prema tome, ako je cpA:>O i cpB>O, spreg 9J1 
djeluje u intervalu (0,423L; 0,577L) (sl. P 11.13 (b)). Slicno slijedi za preostale 
mogucnosti (cpA> 0, 'PB <0) i (cpA< 0, 'PB < 0) (sl. P 11.13 (b)). 

~-~to~ 
I 

I 

'mbfL 

(a} 

Primjer 11.14. 

z 

Sl. P 11.13. 

1lt 
A 0,423L~ 
~ 

~3L ~ 0,577L .,.,.,.,..,., 

(b) 

Odrediti jednaCinu elasticne linije Gerberove grede na sl. P 11.14. 

Rj esenj e: 

Diferencijalna jednacina elasticne linije je 

Elxv" =- Mx (z), 
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gdje je moment savijanja definisan sa: 

F FL 
M (z)=-z--

x 2 2 , O~z~L 

F FL 
Mx (z)=lz-2, L~z~2L 

Granicni uslovi su: 

F FL 
Mx (z)=lz-l-F (z-2L), 2L~z~3L. 

v (0)=0, u' (0)=0, v1 (L)=vd (L) 

v1 (2L)=vd (2L), v[ (2L)=v~ (2L), v (3L)=O, 

sto daje integracione konstante koje se javljaju pri integraciji diferencijalne jedna
Cine elasticne Iinije: 

JednaCina elasticne Iinije onda glasi 

23 
C5 =-FL, 12 

v(z)=!.!!._[3(!_)
2 -(!_)1 +1-!_1 +2(!_)3 -12(!_)2 +24!_-16]. 

12EJX L L >L L z>2L L L L 

Odavde specijalno slijedi: 

FL3 

Va=V (L)=--
6Elx 

FL2 

(j)d-
G 6EI 

Sl. P 11.14. 

11.3.2. Odredivanje ugiba i nagiba grede metodo111 
superpozicije 

X 

Diferencijalna jednaCina elasticne Iinije grede je linearna diferencijalna jedna
Cina, pa ima osobinu, aka su v1 i v2 rjesenja diferencijalne jednaCine, tad a je i v1 + v2 
rjesenje diferencijalne jednacine. Ovo omogucuje metodu superpozicije pri odrediva
nju ugiba i nagiba grede. Nairne, aka je 
v1 =v1 (z) ugib grede koji se javlja pod djej-
stvom opterecenja q1 =q1 (z), a v2 =v2 (z) ugib 
grede pod djestvom opterecenja q2 =q2 (z), tada F / 

/ je v1 (z)+v2 (z) ugib grede koji se javlja pod 
djestvom opterecenja q1 (z)+q2 (z). Metod A B 

J ~ J 1 t q 

~ superpozicije se veoma cesto koristi, pogotovu 
kada se spoljasnje opterecenje grede maze raz
dvojiti na dijelove za koje imamo rjesenja (reci
mo iz Tablica, i sl.). Na primjer, na sl. 11:41 

a 

L 
ugib od kontinualnog opterecenja q i koncentri- Sl. 11:41. 

304 

b 



sane sile F mozemo naci kao zbir ugiba posebno od kontinualnog optereeenja i 
posebno od koncentrisane sile. Koristeei Tablice ugiba (vidi Dodatak B), dobijamo 
da je ugib kraja B konzole jednak 

qa3 (3a+4b) F L3 

VB +--. 
24Efx 3Elx 

Primjer 11.15. 

Odrediti metodom superpozicije (pomoeu Tablica) ugib i nagib tacke C grede s 
prepustom na sl. P 11.15 (a). 

Rjesenje: 

Zamislimo da smo gredu razdvojili na dva dijela kao na sl. P 11.15 (b). Tad a je 
oeigledno: 

F 

L a 

fa) 
(b) 

Sl.P11.15. 

11.3.3. Maxwell-Mohrova metoda fiktivnog nosaca 

Ova metoda odredivanja ugiba i nagiba elasticne Iinije bazira se na matema
tickoj anal~giji izmedu diferencijalne jednacine elasticne linije grednog nosaca 

d2v Mx (z) 
dz2 =- Elx 

(1) 

i diferencijalne zavisnosti izmedu napadnog momenta i spoljasnjeg optereeenja 
grednog nosaca 

(2) 

20 Otpornost materijaia 
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Evidentno je da su jednacine (1) i (2) ist0g oblika. Prema tome, ugib v grednog 
nosaca mozemo odrediti tretirajuCi desnu stranu jednacine (l) kao fiktivno optere
cenje grednog nosaca, pa za njega odrediti (nacrtati) ,napadni moment". Tako 
dobijene vrijednosti ,napa.dnog momenta" od fiktivnog optereeenja predstavljaju 
ugibe elasticne linije. Kako je 

(3) 

to su nagibi elasticne linije jednaki ,transferzalnoj sili" od fiktivnog optereeenja 
datog desnom stranom jednacine \d. 

Medutim, analogija diferencijalnih Jednacina (1) i (2) .nije dovoljna. Neophod
no je takode obezbijediti i analogiju granicnih uslova. Zato se fiktivnim opterece
njem mora opteretiti ne stvarni, vee fiktivni nosac dobijen tako da se ispune uslovi 
analogije granicnih uslova. Slobodno oslonjenom kraju stvarnog nosaca (v=O, 
v' f 0) odgovara takodc slobodno oslonjen kraj fiktivnog nosaca (M x = 0, T f 0). 
Slobodnom kraju stvarnog nosaca (vfO, v'=fO) odgovara ukljestenje fikt1vnog 
nosaca (MxfO, TYfO), uklijestenom kraju odgovara slobodan kraj, Gerberovom 
zglobu odgovara oslonac, itd., kao sto je prikazano na sl. 11:42. 

A A 
s---"A 

(a} 

Primjer 11.16. 

----f 
(b} (c) {d) 

Sl. II :42. 

Za nosac na sl. PI J .16 (a) odrediti ugib tacke A i nagibe u tackama A i C 
Dato je F. I, Elx. 

F 

{a) 

{b) 
Sf. P 11.16 (a)- (b). 
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Rjesenje: 

Fiktivni nosac i fiktivno optereeenje pri
kazani su na sl. Pll.l6(b). Iz uslova 
ravnoteze fiktivnog nosaca slijedi: 

5 1 2 
.'FA=(,Ff2 (-), .'Fc=(,F/ (+), 

2 
..K =-F/3 (+). 

A 3 

Prema tome je: 



Napomena: Ugib i nagib nosaca na ne
kom mjestu su pozitivni ukoliko su fik
tivni moment i transferzalna sila pozitivni 
na tom mjestu, saglasno usvojenoj kon
venciji o smjeru pozitivno~ momenta, od
nosno transferzalne sile {sl. P 11.16 (c)). 

Primjer 11.17. 

Koristeet se metodom fiktivnog no
saca naei ugib i nagib u tacki E nosaca na 
sl. P 11.17 (a). Dato je F, L, Elx. Odrediti 
takode nagib u tacki B. 

Rj esenj e: 

Sl. P 11.16 (c). 

Fiktivni nosac i optereeenje prikazani su na sl. P 11.17 (b). Fiktivne reakcije su: 

13 2 
:Fe= --FL, 

6 

25 2 
:F =-FL 

B 6 ' 

a liktivni moment i transferzalna sila u presjeku E su: 

Prema tome je: 
v~~, 1sre 

l'r =-.-, =- -.-. 
- 1:.., 6 n, 

Nagih u taci B dclinisan jt: sa. 

I $'~ 
ljlH=-, 

EI, 

13 2 
:FE= --FL. - 6 

(b) 

SL P 11.17. 
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pa kako je: 

d 23 2 F =--FL 
B 12 ' 

dobijamo: 

11.13 .4. Odredivanje ugiba i nagiba grede promjenljivog popreenog 
presjeka 

Di ferencijalna jednaCina elasticne linije 

, Mx (z) 
v =---

EIX 
(J 

moze se priblizno koristiti i za grede neprizmaticnog oblika, recimo kao na s 
11:43, s tim sto je sada Ix=Ix (z). Za giede sa naglom promjenom popreeno 
presjeka (kao na sl. 11 : 43 (a)) postoji lokalna koncentracija napona u taekam 
nagle promjene, ali ovo nema znacajan efekat na velicinu ugiba grede. Za gred 
kontinualno promjenljivog poprecnog presjeka (kao na sl. 11:43 (b)), vrijednosti z; 
ugibe i nagibe sracunate koristeCi (1) bice dovoljno tacne pod uslovom da jc 
promjena postepena, tj. ugao a. mali (do oko 20°). 

-I z -

(a} y fbi 
Sl. 11:43. 

Ilustrujmo integraciju diferencijalne jednacine (1) za neprizmaticnu gredu na 
sl. 11 :44. Greda je pojacana u sredisnjem dijelu tako da joj je moment inercije u 
tom dijelu dva puta veCi. Zbog simetrije dovoljno je posmatrati samo lijevu 
polovinu grede. Diferencijalna jednacina elasticne linije je: 
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F 
-z 
2 

v"=-
Eix' 

F 
-z 
2 

v"=---
2Elx' 

L 
O~z~

.:1 



Integracijom ove dvije diferencijalne jednaCine (lobijamo cetiri integracione kon
stante (po dvije za svaku jednaCinu), koje mozemo odrediti iz uslova v (0)=0, 

v' (~)=0, v1 (~)=vd (~). v; (~ )=v~ (~). Ova cetiri uslova daju cetiri 

integracione konstante, -Cime su u potpunosti odredene jednacine elasticne linije 
grede u oba dijela grede. 

Ponekad se greda promjenljivog popreepog presjeka posmatra kao prizmatic
na greda, s tim sto se redukuje momentni dijagram. Na primjer, za slucaj grede na 
sl. 11 :44 mozemo pti odredivanju elasticne linije smatrati da je greda prizmaticna 
sa konstantnim momentominercije Ix, s tim da se momentni dijagram u sredisnjem 
dijelu redukuje (smanji) dva puta, s obzirom da je tamo 

~ (!:_ z) 
2 2 2 v"=---=----2Elx EJx 

F 
-z 

Dakle, treba integraliti diferencijalnu jednaCinu (1) sa vrijednostima momenta 
Mx = Mx (z) koji je crtkano prikazan na Sl. 11:44. Umjesto formalnog integraljenja 
diferencijalne jednaCine, uz ovo se cesto koristi metoda fiktivnog nosaca pri 
odredivanju ugiba i nagiba na karakteristicnim mjestima. 

F 

X 

lx 2lx Ix 

Ljl, Ljl, Ljl, L/1,_ 

E.b 
I, 

Sl. 11:44. 

Primj er 11.18. 

Odrediti ugib na sredini grede na sl. P 11.18. 

Rje8enje: 

Zbog simetrije posmatracemo samo polovinu grede. Moment savijanja je 

L 
O~z~-

2' 
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F 

Sl.P11.18. 

F 
Eiv"= --z 

2 ' 

LF 
Eiv"= -----

4 2' 

a momenti inercije su: 

bh3 

I =-=:I 
X 12 > 

4z 
I =-I 

X L ' 

L 
O~z~-

4 

L L 
-~z~-. 
4 2 

Prema tome, diferencijalna je 
nacina elasticne linije glasi: 

L 
O~z~-

4 

L L 
-~z~-. 
4 2 

Integracijom slijedi: 

F 
EI v' = -- z2 + C

1 4 ' 

FL 
Eiv'= --z+C

3 8 ' 

F 3 
Eiv= --z +C1z+C

2
, 

12 

FL 
Eiv= ---z2 +C3z+C

4
, 

16 

L 
O~z~-

4 

L L 
-~z~-. 
4 2 

Granicni uslovi su: 

v (0)=0, 

1 3 
C4 =--FL-. 

768 
Prema tome je: 

Eiv= ~~: [ -48 (iX +48 (i)-lJ 

L 
O~z~-

4 

L L 
-~z~-. 
4 2 

(L) 11 FL3 
Ugib na sredini grede je v - =---. 

2 768 EI 
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Primjer 11.19. 

Za nosac na sl. P 11.19 (a): 

a) izvrsiti dimenzionisanje u presjecima 1-1 i 2-2 ako je crd = 12 kN/cm2 . 

b) odrediti vrijednost maksimalnog ugiba i nagiba tako dimenzionisanog 
nosaca ako je E = 20 MN/cm2 • 



Rjesenje: 

a) U presjeku 1-1 je jM;axj =aF, Jx=2873 04
, Ymax= 11 O, pa iz 

aF 
---·110~0" 
2873 04 

d 

slijedi 8;;?:0,985em, tj. 0=1 em, Jx=2873em4
. 

U presjeku 2-2 je M;'ax=2aF, lx=2873 +2420 t+ 220 t2
, Ymax = 11 8+ t, pa iz 

2aF 
2873+2420t+220t2 ( 11 /5+t)~ad 

dobijamo t=1,2 em, lx=6094 em4
. 

b) Difereneijalna jednaCina elasticne linije je: 

·M 
I' X v =-

£·2873 

" Mx v =-
£·6094 

Mj2, 12 

EI 

-a~z~O 

Fiktivni nosac je prikazan na sl. P 11.19 (c). Fiktivne reakcije su: .9Fc= 
= F D=0,205a2F, Ale= At D=0,372a3F (- ). Takode je: A.-~=0, g;A =0,705a

2
F, 

AE=0,39la3F, JFE=O. 

F '111t=2aF 2F '111t=2aF 

(a) 

11
106 ·~106 t 6 - 6 

~06 ~ 
(b) 

1-1 2-2 

(c) 

Sl. P11.19. 
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Prema tome imamo: 

.4tc a3F 
Uc=-=-0372-

EI ' EI' 

ff' a2F 
mc=~=0205-.,.. EJ ' EI' 

ff' a2F 
mA=~=0705-
't' EI ' EI' 

pa su maksimalni ugib i nagib u nosacu: 

a3F 
umax=v£=0,391 m=0,204 em, 

11.13.5. Odrediuanje ugiba i nagiba grede metodama 
deformacionog rada 

Saglasno prvom Castiglianovom stavu izvod deformacionog rada po sili 
jednak je pomjeranju napadne tacke te sile u pravcu te sile, tj. 

ad 
V=-ap, 

gdje je za gredu savijenu silama 
l 

Dakle, 

d= . I
M~ (z) dz 

0 
l 

2Efx 

I 
aMx (z) 

v= ad= Mx (z) aF dz. 

aF EIX 
0 

Slicno je izvod defo.rmacionog racla po koncentrisanom spregu 
nagibu nosaca na mjestu djejstva sprega i u ravni sprega, tj. 

l 

I 
aMx (z) 

cp=ad= Mx(z) am dz. 

aWl EIX 
0 

(1) 

(2) 

(3) 

savijanja jednak 

(4) 

Ako sa j oznaCimo tzv. generalisano pomjeranje (tj. ugib v ili nagib cp), a sa Q tzv. 
generalisanu silu (tj. silu F ili spreg 9J1) tada se (3) i (4) mogu zajednicki zapisati u 
obliku 

(5) 

0 

Ukoliko se traii (generalisano) pomjeranje na mjestu nosaca gdje ne djeluje 
koncentrisana (generalisana) sila, tada se moze dodati fiktivna generalisana sila Q 
na tom mjestu, pa koristiti formula (5) ina kraju staviti Q=O,jer na tom mjestu ne 
djeluje nikakva sila. 
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Primjer 11.20. 

a) Odrediti ugib i nagib desnog kraja konzole opterecene silom F kao na sl. 
P 11.20(a). 

b) Odrediti ugib konzole na mjestu z = l/2. 

Rjesenje: 

a) Kako je: 

Mx (z)= -F (1-z), 

ugib konzole u tacki C je 

0 

iJMx oF =-(1-z), 

Da bismo nasli nagib u tacki C, dodajmo fiktivni spreg IDl u tacki C (sl. 
P11.20(b)). Tadaje: 

Mx (z)= -F (l-z)-im, 

l 

-J[-F(/-z)](-1) _FP 
<rc- EI dz- 2El . 

X X 

0 

b) U cilju odredivanja ugiba u tacki D dodajmo fiktivnu silu Q kao na sl. 
Pll.20(c). Tadaje: 

Mx(z)=-F(l-z)-QG-z} O~z~~; Mx(z)=-F(l-z), ~~z~l, 

paje 
1:2 

v =I[ -F(/-z)][ -G-z)] dz~_F_P_ 
D EJx 12EJx 

0 

z F 

8 c 

'2 

(b) (c) 

Sl. P 11.20. 
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Primjer 11.21. 
Odrediti ugib i nagib u tacki C nosaca na sl. P 11.21 (a), kao i pomjeranje 

tacke B. Dato je a, l, F, Elx. 

Rjesenje: 

Ugib u tacki C odredujemo iz 

od o 
Vc= oF= oF (.Jill+ d'z), 

gdje su .91
1 

i .91
2 

deformacioni radovi u dijelu CD i 0 nosaca. Iako je dio 0 nosaca 
opterecen u sustini na kombinovano naprezanje savijanjem moment om M 2 = aF i 
aksijalnom silom N 

2 
=F, deformacioni rad usljed aksijalne sile je zanemarljiv u 

odnosu na deforma9ioni rad usljed savijanja, pa je 
I I I 

= fM~ dz fN~ dz::::::: fM~ dz 
.s;/2 2Elx + 2EA - 2Elx . 

0 0 0 

Dakle: 

0 0 

Nagib u tacki C odredicemo nakon sto u tacki C dodamo fiktivni spreg 9Jl (sl. 

P11.21 (b)). Tadaje: 

paje 
a I 

crc= dz+ dz=-- (a+2l). f
(-Fz)(-1) J(-Fa)(-1) Fa 

Elx Elx 2Elx 
0 0 

Da bismo odredili horizontalno pomjeranje tacke B, dodajmo u tacki B fiktivnu silu 
H (sl. P 11.21 (c)). Momenti u dijelovima nosaca su: 

M
1 

= -Fz, lff2 = -Fa-Hz, 

paje 
a I 

f ( -Fz)·O f (-Fa)(- z) Fal
2 

uB= dz+ dz=--. 
EIX EIX 2EIX 

0 0 
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Horizontalno pomjeranje tacke C jednako je horizontalnom pomjeranju tacke 
B, tj. uc=uB. Analogno nalazimo da je vertikalno pomjeranje tacke B (sl. 
P 11.21 (d)) jednako nuli. (Zapravo je vertikalno pomjeranje tacke B jednako 
skracenju Stapa AB usljed pritisne sile F, ali tu deformaciju zanemarujemokao malu 
u odnosu na deformaciju usljed savijanja). 

A 

{a) 

A 

{b) 

Sl. P 11.21. 

F 

...;H;.,;,._va-+-... C 
a 

A 

{c) 

v F 
s.,.........-a _ _,c 

A 
(d) 

Maxwell-Mohrova metoda. - U primjenama Castiglianovog stava (5) cesto se 
koristi jedna njegova varijanta poznata pod imenom Maxwell-Mohrova metoda. 
Nairne, poznato je da je napadni moment linearna funkcija od opterecenja,_ tj. 
generalisanih koncentrisanih sila Qi i podijeljenih sila qi 

Mx (z)=al Ql +a2Q-2 + · · · +b1q1 +bzq2 + · · ·' (6) 

tako daje 

(7) 

No, koeficijent ai mozemo shvatiti i kao napadni moment Mx (z) u nosacu usljed 
djejstva samo jedinicne sile Qi = 1, tj. 

tako da (5) postaje 

oMx (z) 
ai=Mx (z), 

oQi 

0 

(8) 

(9) 

Prema tome, odredivanje pomjeranja nosaca na nekom mjestu vrsi se tako sto se 
odredi izraz za napadni moment Mx (z) usljed datog optereeenja nosaca i izraz za 
napadni moment Mx (z) usljed jedinicn~ sile na mjestu gdje se tra:li pomjeranje, pa 
izracuna integral (9). Ovaj postupak miziva se Maxwell-Mohrova metoda. 

Primjer 11.22. 

Odrediti Maxwell-Mohrovom metodom ugib i nagib desnog kraja konzole 
L 

optereeene silom F kao na sl. P 11.22 (a), kao i ugib konzole na mjestu z = l. 
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Rj esenj e: 

Moment savijanja u konzoli na sl. P 11.22 (a) je 

Mx (z)= -F (1-z), 

dok je moment usljed jedinicne sile na sl. P 11.22 (b) 

Mx (z)= -1· (1-z). 

Prema tome, 
I 

Vc=JF (l- z)2 dz= p[3 . 

E/x 3E/x 
0 

Moment savijanja od jedinicnog sprega (sl. P 11.22 (c)) je 

paje 
I 

=IF (l-z) dz= Ff2 . 
cpc EI . 2EJ 

X X 

0 

Na kraju, moment usljed jedinicne sile u ta~ki D (sl. P 11.22 (d))je 

pa je ugib tacke D l/2 

l 
O~z~-· 

2' Mx (z)=O, 

J 
F (l-z) (~-z) 

2 p[3 
Vn= ----------dz=----. 

Elx 12Elx 
0 

z l; 81 
z 

1 B~ l 
fa) (t) 

B~ 
z 

1 ~~ B~ z -1 r 
D 

(b) 
(d) 

~--+-""--- c 

Sl. P 11.22. 

P ri mj er 11.23. 

Odrediti nagib u tacki C nosaca (rama) na sl. P 11.23 (a), kao i horizontalno 
pomjeranje tacke B. Dato je: q, h, I, EI2 . 
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l<.Je8enje: 

Nagib u tacki C nosaca odredicemo koristeCi izraz 

3 IM.M. 
Q>c= L -'-' dz. 

i=l E;f; 

Momenti savijanja u dijelovima 1, 2 i 3 nosaca su: 

ql qz2 
M =-z--

2 2 2 ' 

dok su momenti usljed jedinicnog sprega ( sl. P 11.23 (b)): 

1 
M 1 =0, M 2 =1-1z, M 3 =0. 

Zamjenom u (a) dobijamo 
l 

q> =J-1 ('ql z-qz2)(1-:_)dz=_!f_. 
c EI 2 2 2 I 24EI 2 

0 

Horizontalno pomjeranje tacke B dobicemo iz 

3 
JM.M. uB= L -'-' dz, 

'=1 E;f; 
gdje su: 

M 1 =1·z, M 2 =1·h, M 3 =1·z 

(a) 

momenti u dijelovima nosaca usljed jedinicne sile u tacki B (sl. P 11.23 (c)). Dakle, 
l l 

uB=fM2Mz dz=f~(ql z- qz2) hdz= qhP . 
EI2 EI2 2 2 12EJ2 

0 0 

OCigledno je iz geometrije problema da je: 

qh/3 
Uc=Uv=hq>c=--

24EI2' 

1 

C'r'---'t!..-.,...2-

h 

1ft 
{b) 

Sl. P 11.23. 

3 

'It 

2 

3 

(c) 
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P.r i mj er 11.24. 

Odrediti ugib i nagib u tacki C konzole promjenljivog popreenog presjeka na 
sl. P 11.24 (a). 

Rje8enje: 

Momenti savijanja u dijelovima 1 i 2 su: 

M1 =-F z, M =-F·(~+z) 
2 2 ' 

pri cemu z mjerimo od tacke C za dio 1, a od tacke B za dio 2. Momenti od 
jedinicne sile na sl. P 11.24 (b) su: 

M 1 =-l·z, M =-1·(~+z) 
2 2 ' 

pa je ugib u tacki C 

Ii2 F z 
. Fz2 2+ Fl3 7F13 

J
l/2 (l )2 

f El1 El2 24El1 24El2 

Vc= -dz+ dz=--+--. 

0 0 

Nagib odredujemo iz 
l/2 l/2 

= f M 1M 1 dz + I M zM z dz 
<rc El El ' 

1 2 

F 
A-'111illlllllllj!lllllllllliiiii~B;......,--l C 

(a) 

!r 
~ (b) 

~ ':::)1 
(c) 

Sl. P 11.24. 
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gdje su M 1 = - 1 i M 2 = - 1 momenti usljed jedinicnog sprega u tacki C ( sl. 
P 11.24 (c)). Dakle, 

l/2 

1/2 F -+z I (l ) 
<re= Fz dz+ 2 dz= p[2 + 3Flz. f El1 El2 8El1 8El2 

0 0 

Verescaginova metoda. - Ukoliko je krutost na savijanje konstantna duz ose 
grede, (9) postaje 

I 

1 f -f=- Mx (z) Mx (z) dz. 
Elx (10) 

0 

Umjesto formalne integracije integrala u (10), ovaj integral se cesto racuna po tzv. 
Verescaginovom postupku. Nairne, dok dijagram napadnog momenta Mx (z) moze 
imati proizvoljan oblik zavisno od opterecenja, dijagram Mx (z) usljed jedinicne sile 
je uvijek pravolinijski (recimo kao na sl. 11 :45). Ovo omogucuje izvodenje Veres
caginove formule za racunanje integrala u (lO).Zaista, sa sl. 11:45 je oCigledno 

(11) 

paje 
I I 

J Mx (z) Mx (z) dz=(tgcx) J ~dAM. (12) 
0 0 

No, po teoremi o srednjoj vrijednosti integral na desnoj strani u (12) jednak je 
~AM, tj. jednak je proizvodu koordinate ~ tezista povrsine AM dijagrama Mx (z), i 
povrsine AM tog dijagrama, pa je 

I 

J Mx (z) Mx (z) dz=(~ tgcx)AM=MeAM, (13) 
0 

gdje je Me ordinata dijagrama Mx (z) na mjestu tezista povrsine dijagrama Mx (z). 
Prema tome, pomjeranje racunamo po formuli 

(14) 

tj. mnozen~ povrsine AM dijagrama momenta Mx (z) sa ordinatom Me dijagrama 
momenta Mx (z) na mjestu tezista povrsine AM, i dijeljenjem sa Elx. Formula (14) 
naziva se Verescaginova formula i vrlo je prakticna za odredivanje pomjeranja 
tacaka nosaca. 

Primj er 11.25. 

Odrediti metodom Verescagina ugib i nagib kraja C konzole opterecene silom 
F kao na sl. P 11.25 (a). 
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Rjesenje: 

Mnozeci momentne dijagrame na sl. P 11.25 (a) i (b), saglasno izrazu (11.13.5: 14) 
dobijamo da je ugib konzole u tacki C 

dok se za nagib dobija, mnozeci momentne dijagrame na sl. P 11.25 (a) i (c), 

1 
(-l)ll(-Fl) 

<J>c 

F 

B-1---_,;=---~c 

(a} 
Sl. P 11.25. 

1 

1 

(c) 

Napomena 1: Ukoliko se dijagram momenta Mx (z) Iomi duz ose grede, tad2 
treba Verescaginov obrazac primijeniti posebno za svaki di~ rezultate sabrati (je1 
smo izveli Verescaginov obrazac smatrajuCi da se dijagram Mx (z) ne Iomi). Ovo jt: 
ilustrovano u narednom primjeru. 

P ri mj er 11.26. 

Odrediti ugib sredine grede pod djejstvom koncentrisane sile na sredini grede 
(sl. P 11.26 (a)). 

Rjdenje: 

Verescaginov obrazac primjenjujemo za polovine momentnih dijagrama, tako da 
dobijamo 
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Sl. P 11.26. 

ljt, 

(b) 

Napomena 2: Ukoliko je nalazenje tefista povrsine AM komplikovano, moze 
se povrsina AM izdijeliti na pogodne dijelove AM; (cija se tezista C; lako nalaze), pa 
koristiti Verescaginov obrazac u obliku 

1 -
f=-l:Mc.AM .. 

EIX i I I 

P ri mj er 11.27. 

Odrediti ugib u tacki B konzole na sl. P 11.27 (a). 

Rjdenje: 

Momentni dijagram na sl. P 11.27 (a) izdijelimo na tri dijela 
Cija se tezista lako nalaze, kao sto je prikazano na slici. 
Tada imamo: 

P ri mj er 11.28. 

~F 
3Ft~

8

fa) 

2/t;:j'(b) 
Sl. P 11.27. 

Koristeei metodu Verescagina dokazati uzajamnost Maxwellovih koeficije
nata prikazanu na sl. P 11.28 (a)- (d). 

(a) (b) 

1 <l> ® 

{C) Sl. P 11.28 (a)- (d). (d) 

21· Otpomost materijala 
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Rjesenje: 

Posmatrajmo prvo slucaj na sl. P 11.28 {a). Koristeei Verescaginov postupak, prema 
sl. P 11.28 {e) slijedi: 

FO =__!_[(~~~F/)(~~~)+(2/ 2Fl)(~~)+(~ 21 }:_Fl)(}:_l)+ 21 EI 2 5 25 3 3 25 5 25 3 25 3 5 25 15 

+ ---Fl -- =00107-. (1 2/ 2 ) (2 6/)] FP 
2 5 25 3 25 ' EI 

Analogno se dobija 
FP Fo12 =0,0107 -, 
EI 

[3 
Cime je dokazana jednakost o12 =o21 =0,0107 EI. 

Na isti naCin se dokazuju preostale jednakosti. Za slucaj na sl. P 11.28 {b) 
dobija se (vidi sl. P 11-.28 {e)): 

Fa =__!____ [(~ ~ ~ Fl) (}:___) +(21 }:___ Fl) (~) + (~ 21 }:___ Fl) (~) + 
· 

21 EI 2 5 25 15 5 15 5 2 5 25 3 

Analogno je 

[2 
pa je dokazana i jednakost a 21 =o12 =0,016 EI. 

Sl. Pll.28(e). 
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Slicno slijedi za slucaj na sl. P 11.28 (c) 
[2 

021 = cx12 = + 0,048 -, 
EI 

dok je za slucaj na sl. P 11.28 (d) 

Primj er 11.29. 

l 
cx12 = cx.21 = + 0,0667 EI . 

Koristeei poznate vrijednosti Maxwellovih uticajnih koeficijenata odrediti 
ugibe i nagibe u tackama 1 i 2 grede na sl. P 11.29. 

Rjesenje: 

Na osnovu principa superpozicije slijedi: 

l/5 

Primj er 11.30. 

'F, 

' 
2 

2t!s 

Sl. P 11.29. 

2115 

Odrediti metodom Verescagina ugib u tacki C grede na sl. P 11.30 (a). 
Odrediti takode promjenu nagiba tangente na elasticnu liniju u zglobu G. Dato je: 
F, l, E/1 , 11/12 =2. 
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Rjdenje: 

Ugib u tacki C dobicemo ,mnozeei" dijagrame na sl. P 11.30(a) i (b): 

Istu vrijednost mozemo dobiti i ako zamislimo da smo sveli nosac na isti moment 
I 

inercije I =12 , a smanjili dijagram momenta k=,l..=2 puta na dijelu gdje je moment 
Iz 

inercije 11 (crtkano prikazano na sl. P 11.30(a)). Dakle, 

EI v =(~ lFl) (~~)+(~IF/)(~~)+(~~ Fl) (~~)=~FP 2 
c 2 4 32 2 2 32 22 2 32 6 

1 F/3 1 FP 
Vc=--=--. 

6EI2 3EI1 

Promjenu nagiba tangente na elasticnu liniju grede u zglobu G dobicemo 
mnozeCi dijagrame na sl. P 11 30 (a) i (c): 

(1 F'' (5) ( 1 Fl) (1) -,t_:.)- --[- -
-'-2 3,22 3 

L1<pc=-- + 
EI1 EI2 

F 

·~,[c 
• 1 

11 '/3 

2 (c) 
Sl. P 11.30. 

Primjer 11.31. 

Odrediti pomjeranje tacke C nosaca na sl. P 11.31 (a), kao i obrtanje po
preenog presjeka B. Odrediti takode promjenu rastojanj~ izmedu tacaka B i C. 
Dato je: F 1 = lOkN, F 2 =20kN, E=20MNjcm2 , I =3000cm4 • 
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Rjesenje: 

Mnozeei dijagrame na sl. P11.31 (a) i (b) dobijamo 

u =-
1 (~·2· 20-~·2+2·20· 2+2· 20· 2+~·2·40·2)=4 44cm CEI2 3 2 , , 

dok se sa dijagrama na sl. P 11.31 (a) i (c) dobija 

Vc= ~I (2·20·1 +2· 20· 3+l· 2·40· 1

3°)=4,8~cm. 
Nagib u tacki B slijedi sa dijagrama na sl. P 1.1.31 (a) i (d): 

<p =-
1 

(2 · 20·1 +~· 2· 40·1)=0 0133 rad =0 76° B EI 2 , , . 

Promjenu rastojanja izmedu tacaka B i C dobicemo ,mnozeCi" dijagrame na sl. 
P 11.31 (a) i (e): 

11 (BC)= ~I [ G·2·2o) GJ2)+(2·20) (lJ2)]=0,786cm. 

60 

2m 
2 

(a) 
c...._ __ _J 

~=10 

11.14. Staticki neodredene grede 

11.14.1. Odredivanje nepoznatih reakcija metodom sila 

Za gredni nosac ka.Zemo da je staticki neodreden ako je broj nepoznatih 
reakcija veza veCi od broja statickih jednacina ravnoteze. Na sl. 11 :46 prikazano je 
nekoliko vrsta staticki neodredenih greda. Razlika izmedu broja nepoznatih kom
ponenti reakcija i raspolozivih jednaCina ravnoteze grednog nosaca predstavlja 
stepen staticke neodredenosti. Na primjer, nosac na sl. 11:46 (a) je jedanput staticki 
neodreden, na sl. 11:46(b) dva puta, ana sl. 11:46(c) tri puta. Da bi se odredili 
naponi u ovakvim gredama, te izvrsilo dimenzionisanje, neophodno je prvo odrediti 
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sve nepoznate reakcije. Za to postoje razni naCini, a mi cemo se ovdje ograniCiti 
samo na tzv. metodu sila. Po ovoj metodi obrazuje se od staticki neodredenog 
staticki odreden nosac uklanjanjem suvisnih veza. Uticaj uklonjenih veza se zamje
njuje nepoznatim reakcijama (silama ili spregovima) koje nazivamo staticki ne
poznatim (prekobrojnim). Potom se formiraju jednacine koje slijede iz geometrij
skih uslova o pomjeranjima (ugibima i nagibima) na mjestima veza Qednacine 
kompatibilnosti). Tako se dobija kompletan sistem jednaCina, sastavljen od static
kih jednacina ravnoteze i jednaCina kompatibilnosti, iz kog se mogu odrediti sve 
nepoznate reakcije. 

1 
A 

1 I 
(o) (b) (c) 

Sl. 11:46. 

Isti nosac mozemo na razliCite naCine uCiniti staticki odredenim. Na primjer, 
nosac na sl. 11:46 (a) mozemo uCiniti staticki odredenim kao sto je prikazano na sl. 
11:47 (a) iii (b). Za slucaj na sl. 11:47 (a) staticki nepoznataje si,la Y, a za slucaj na 
sl. 11:47 (b) moment .\f. Naravno da rjesenje ne zavisi od izbora staticki nepoznate. 
tj. nacina na koji se obrazuje staticki odreden nosac, ali pogodan izbor moze znatno 
olaksati racunski dio rjesavanja problema. 

(a) 

MQ lF 
11. fr .,..,.,.,., 

(b) 

l 
Sl.ll:47. 

U primjerima koji slijede ilustrovacemo primjenu metode sila pri rjesavanju 
staticki neodredenih grednih nosaca. 

P ri mj er 11.32. 

Greda AB uklijestena je na lijevom kraju A i poduprta na desnom kraju B. 
Odrediti reakcije veza usljed kontinualnog opterecenja q (sl. P 11.32 (a)). 

Rjesenje: 

Zadatak je oCigledno jedanput staticki neodreden. KoristeCi metodu sila, zamislimo 
da smo uklonili oslonac B i njegov uticaj predstavili silom YB. Dobili smo staticki 
odredenu konzolu na sl. P 11.32 (b), s tim sto je sila YB nepoznata veliCina. Da 
bismo je odredili, koristimo uslov da je ugib u tacki B jednak nuli. Dakle, 
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3 
odakle je YB =s qL. Reakcije u ukljestenju A sada je lako naci iz statickih uslova 

v •• • _5 1 2 
ravnoteze. DobtJamo. YA -- qL, M A=- qL . 

8 8 
Zadatak smo mogli rijesiti i uvodenjem reaktivnog momenta M A kao staticki 

prekobrojne velicine (sl. P 11.32 (c)). Tada bi uslov kompatibilnosti bio da je nagib 
u tacki A jednak nuli, tj. 

1 
odakle je M A=- qL 2 . Ostale reakcije onda slijede iz jednaCina ravnoteze. 

8 

L 

(a) 

Primjer 11.33. 

tq l Is 

(b) f Ys 

tqt J~ 
~ 

(];~• ~ 
MA 

Sl.Pll.32. 

(c) 

Obostrano uklijestena greda opterecena je koncentrisanom silom kao na sl. 
P 11.33 (a). Odrediti reakcije veza. 

Rjesenje: 

Obostrano uklijestena greda je dva puta staticki neodredena. Za staticki nepoznate 
izaberimo reaktivne momente u ukljestenjima, MA i MB (sl. P 11.33 (b)). Njih cemo 
odrediti iz uslova da su nagibi u tack am a A i B jednaki nuli, tj.: 

odnosno: 

Fab (L+b) +(-MAL)+(- MBL)=o 
<p A 6LEI 3EI . 6EI 

Fab (L+a) +(-MAL)+(- MBL)=o. 
<pB 6LEI 6EI 3EI 
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t a 
.[LjB 

(a) 

d? JF :lJ 
~4 ""'"M 

{b) B 

A] IF 
~ ref ""s {c) 

Sl. P 11.33. 

P r i mj e r 1 1.34. 

Odavde je rjesavanjem po M A i M B: 

Fab2 

MA=--
12 

Fa2b 
M =--

B 12 . 

Iz statickih jednaCina ravnoteze sad a je 
lako naCi preostale reakcije (sile u 
ukljestenjima A i B): 

Fb2 Fa2 

r4 =u (L+2a), ~=u (L+2h). 

Isto rjesenje dobili bismo da smo 
za staticki nepoznate uzeli silu i mo
ment u ukljestenju B (sl. Pll.33(c)), 
samo bi tada geometrijski uslovi bili 
da su ugib i nagib u tacki B jednaki 
nuli. 

Naci reakcije veza nosaca na sl. P 11.34 (a) i nacrtati dijagrame presjecnih 
sila u nosacu. 

Rjesenje: 
Zamislimo da smo nosac razdvojili u 
presjeku C (sl. P 11.34(b)). Nagib i 
ugib u tacki C mora biti isti za oba 
dijela nosaca, tj.: 

Kako je: 

l Fca3 Mca2 
v =-----
c 3EI 2El ' 

d Fe (2a)3 Mc(2a)2 q (2a)4 

rc-=- -3EI-2m-+Siil, 

zamjenom u (a) imamo: 

3 4 2 
-Fca+3Mc=-a q 
2 3 
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a 2a 

{a} 

11 ....,....,.""r1"11""1"'1-.. 

27~~~~~~~~ 

{c) 
Sl. II: 34. 

38 aq 
27 



. 16 4 2 
odakle Je Fe=- aq, Me=- a q. Iz 

27 27 
·· jednaCina ravnoteze sada direktno 

slijede reakcije veza: 

16 
FA=-aq, 

27 

12 
M = --a2q 

A 27 ' 

38 
FB=- 27 aq, 

18 2 
MB=- 27 a q. 

Dijagrami presjecnih sila prikazani su 
na sl. P 11.34 (c). 

Pr i mj e r 11.35. 

Konzola na sL P 11.35 (a) optere
cena je kontinualnim opterecenjem q. 
U taeki B je zglobno vezan stab CB 
krutosti na istezanje E 2Az. Ako je kru
tost grede na savijanje E 1h odrediti 
silu u Stapu CB. 

Rjdenje: 

h 

L 

-1 (a) c 

AI~:::' :•:~...r-L ...I. ...... _-.L. ...... _-:. ..... _-:1:--~: 
{b) s 

Sl. P 11.35. 

Ugib konzole AB u tacki B (sl. P 11.35 (b)) jednak je izduzenju stapa 
CB, tj. vB=~ (CB), pa kako je: 

(a) 

(b) 

Sl. P 11.36. 

Sh 
~ (CB)= EzAz' 

dobijamo 
3 I 

S =- qL ---------. 
8 h EIII 

1+3- -
L3 EzAz 

Primjer 11.36. 

Koliki treba da bude zazor ~ pa 
da sve tri reakcije u osloncima budu 
jednake nakon djejstva kon~inualnog 
opterecenja·q nosaca na sl. P 11.36 (a)? 

Rjesenje: 

Iz jednaCine ravnoteze je 

FA+FB+Fe=qL, 

pa je, s obzirom na uslov zadatka, 
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Ugib grede u tacki C jednak je ~. tj. 

odakle dobijamo 

Pri mj er 11.37. 

5 qL4 Fe L3 

v =-----=~ 
c 384 EI 48EI ' 

7 qL4 

~=--. 
1152 EI 

Odrediti reakcije veza nosaca na sl. P 11.37 (a). Odrediti takode ugib tacke E. 

Rjdenje: 

Zbog simetrije problema dovoljno je posmatrati polovinu nosaca (sl. P 11.37 (b)). 
Vrijednost nepoznatog momenta savijanja ME dobicemo iz uslova da je zbog 
simetrije nagib u tacki E jednak nuli, tj. q>£=0. Izraz z'l. nagib u tacki E dobicemo 
Maxwell-Mohrovom metodom fiktivnog nosaca (sl. P 11.37 (c)) 

7 
odakleje ME=-Fl. Reakcije u taeki A su sada: 

48 

F l 5 
M =M ---=--Fl. 

A E 2 2 48 
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EI v 
c E 2El ,,, ,,, ,,, 

(a} 

.E. 
1 

?)ME 
1/t. ,,, 

(b) 

E 
UWJ!!!W.Ullll ME ...... '--:::---

Fl M,'E--
1 

2 
{c) 

Sl. P 11.37. 

T 

E1 

D t,, 
B 



Primjer 11.38. 

ZanemarujuCi deformaciju usljed aksijalne sile, naCi reakcije nosaca na sl. 
P 11.38 (a). Nacrtati dijagrame presjecnih sila za cio nosac. (Uzeti h=L). 

r
a h c rs ___ : .... 

I Fc 

e q ~ § 

{a) {b) {c) 

Sl. Pll.38(a)-(c). 

Rje8enje: 

Nosac je jedanput staticki neodreden. Umjesto oslonca C stavicemo silu Fe (sl. 
P 11.38 (b)) i zahtijevati da je vertikalno pomjeranje tacke C jednako nuli. Izraz za 
vertikalno pomjeranje tacke C dobicemo superpozicijom kao sto je prikazano na sl. 
P 11.38 (c). Dakle, 

(a) 

gdje je: 

(Fe h) l 
r:t=--

B EI ' 
1 Fch3 

v =---
c 3 EI . 

Sl. P 11.38 (d). 
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Zamjenom u {a) dobijamo 

Dijagrami presjecnih sila prikazani su na sl. P 11.38 (d). 

Primjer 11.39. 

Odrediti maksimalni moment savijanja u nosacu na sl. P 11.39 (a). 

F 

c D c 
.1:.. L I 2 2 I 

h h § I 
\ 

A B H\ A 

(a J (b) 

Rjesenje: 

Sa sl. P 11.39 (c) je ocigledno 

gdje je: 
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3FL 
!,() 

3FL 
I.D 

Sl. P 11.39 (d). 

ac 
c - -- ..... 

D 

§ @ I 
I 
I 

_ _)_£} 
\.. .L.' 

H 

·--------~ 

(c) hcf.c UA 

SL P 11.39 (a)- (c). 

(H h) L 

2EI ' 
Hh3 

u =--
A 3EI. 

(a) 

Zamjenom u (a) dobijamo da je hori
zontalna sila u osloncima A i B 

3 1 
H=-F ( )? . 8 h - h 

2 - +3-
L L 

3 
Na primjer, za h =L je H =- F. 

40 
Oijagrami momenta savijanja su pri
kazani na sl. P 11.39 (d). Maksimalni 

7 
moment je M max= 

40 
Fl. 



Primjer 11.40. 

Odrediti razmicanje tacaka K 1 i K 2 zatvorenog rama na sl. P 11.40 (a), kao i 
primicanje tacaka P 1 i P 2 . 

Rjesenje: 

Posmatrajmo posebno dijelove rama AC i CD (sl. Pll.40(b)). Nepoznatu vrijed
nost momenta M dobicemo iz uslova da je nagib u tacki C isti za oba dijela, tj. 

Kako je: 

I Mh 
<i>c= 2EI ' 

1 

zamjenom u (a) dobijamo 

d Fe ML 
<i>c= 16Elz- 2£/2, 

FL 
M= ( h 17 ). 

8 l +--=
L I, 

Razmicanje tacaka K 1 i K 2 sada nalazimo iz 

dok je primicanje tacaka P 1 i P2 

..-=+----1-'---tD 

Etft 

'2 

8 

/a) (b) 

SL P 11.40. 

(a) 

(c) 
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Primjer 11.41. 

Ram prikazan na sl. P 11.41 (a) zagr~je se za L1T=250°C. Odrediti maksimalni 
moment u ramu. Ram je od 110 profila (1=171cm4

), E=20MN/cm2
, ex= 

=1,25·10-soc- 1 , l=0,5m. ' 

Rjesenje: 

Ram je dva puta staticki neodreden. Uticaj oslooca B zamijenicemo nepoznatim 
reakcijama X 8 i Y8 ( sl. P 11.41 (b)) koje odredujemo iz uslova da je pomjeranje 
tacke B jednako nuli. Izraze za pomjeranja tacke B dobicemo korjste6 princip 
superpozicije, kao sto je prikazano na sl. P 11.41 (c). Dakle: 

A~l c 
I 

B 
fa) 

A 
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XBP 
x8 = 2/cxLlT +fe-[ q>---=0 

3EI 

Y8 (21? (X 8 /) (2l)Z 
v8 =lcxLlT- + =0, 
. 3EI 2EI 

A J----'21;.;....---. C 

(b) 

(d) 

Sl. P 11.41. 



tj.: 

Ya (21)3 (X al) (2lf 
lr::t.A.T- + 0. 

3El 2EI 

Odavde dobijamo sistem jednacina: 

6X 
_ 

8 
__ 3Elr::t.A.T 

B Ya- p 

cijim rjesavanjem nalazimo: X a =8,8 kN, YB =6 kN. Dijagrami momenta u ramu su 
prikazani na sl. P 11.41 (d). Maksimalni moment je Mmax=Mc=4,4kNm. 

11.14.2. Odredivanje reakcija integracijorn 
diferencijalne jednaCine elasticne linije 

Nepoznate reakcije veza kod staticki neodredenih grednih nosaca mogu biti 
odredene i integracijom diferencijalne jednaCine elasticne linije. Procedura je potpu
no ista kao i kod staticki odredenih nosaca i sastoji se u postavljanju diferencijalne 
jednaCine elasticne linije nosaca, njenoj integraciji i koriscenju granicnih uslova. Pri 
tome se moze koristiti diferencijalna jednaCina elasticne linije izraiena preko 
momenta savijanja, transferzalne sile ili kontinualnog opterecenja (vidi odjeljak 
11.13.1). Koriscenje granicnih uslova vodi odredivanju konstanti integracije i 
staticki nepoznatih reakcija. Ovaj metod rjesavanja staticki neodredenih grednih 
nosaca je, medutim, pogodan samo ako je optereeenje relativno prosto i ako nisu u 
pitanju kontinualne grede (odjeljak 11.12.3), vee grede sa samo jednim rasponom. 
Ako to nije slucaj, metod je nepraktican jer je racunski dio posla integracije i 
odredivanja integracionih konstanti suvise obiman. 

Primjer 11.42. 

· Odrediti reakcije u vezama poduprte konzole na sl. P 11.42. 

Rj esenj e: 

Diferencijalna jednacina elasticne linije izrazena preko kontinualnog optereeenja q 
glasi 

J4-v q 

dz4 El-
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Sukcesivnom integracijom dobijamo: 

J3v q 
dz3 = EI z+Ct 

L 
J2v q z2 
dz2 = EI 2+Ctz+C2 v 

dv q z3 z2 

dz= EI 6+Ct 2+C2z+C3 

qz4 z3 z2 
v= EI 24 +Ct 6+C2 2+C3z+C4. 

y 
Sl. P 11.42. 

Da bismo odredili integracione konstante, koristimo granicne uslove: 

odakle slijedi: 
v (0)=0, v' (0)=0, 

5 qL c =---
1 8 EI' 

v (L)=O, 

Nepoznate reakcije sada lako dobijamo iz izraza: 

v" (L)=O, 

3 
YB=TY (z=L)=- EI v"' (z=L)= -p,qL 

5 
YA = TY (z=O)=- El v'" (z=O)=p,qL 

1 
MA =Mx (z=O)= -EI v" (z=O)= -p,qL2

• 

Dobijeni predznaci u vrijednostima za reakcije definisu smjer reakcije u smislu 
konvencije o pozitivnim vrijednostima transferzalne sile i momenta savijanja. Na 
primjer, znak ,-" !1 vrijednosti za YB znaci da YB djeluje navise gledano s desne 
strane. 

Primjer 11.43. 

Odrediti reakcije poduprte konzole na sl. P 11.43 opterecene koncentrisanim 
spregom IDl na desnom kraju. 

Rjdenje: 

Diferencijalna jednaCina elasticne Iinije je 

J4v 
EI dz4 =q==O, 

odakle slijedi integracijom: 

Elv"'=C1 , EI v" = C 1 z + C 2 , 
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Granicni uslovi su: 

v (0)=0, 

v (L)=O, 

v'(O)=O 

E!v" (L) =- 9J1, 

sto definise vrijednosti integracionih kon
stanti: 

39J1 c ----
1- 2 L' 

1 c2 =- 9J1 
2 ' 

C3 =C4 =0. 

Prema tome, jednaCina elasticne linije je 

9J1 L 2 [ ( z )3 ( z )2] 
v (z)= 4EI - L + L . 

Reakcije veza su sada: 

Primjer 11.44. 

L 

Sl. P 11.43. 

39J1 
Y8 =- Elv"' (L)=--. 

2L 

z 

Obostrano uklijestena greda dobije malu rotaciju lijevog ukljestenja za ugao 
e, kao na sl. P 11.44. Odrediti reakcije u ukljestenjima. 

Rjdenje: 

Integracijom diferencijalne jednacine elasticne linije 

dobijamo: 

Elv"' = C1 , 

8 

v 
Sl. P 11.44. 

pa jednaCina elasticne linije glasi 

22 Olpornost matenjala 

ElL'1V=q=O 

Iz granicnih uslova: 

z 

je: 

v (0)=0, v' (0)= -e 
v' (L) =0 

v(L)=O, 

4EI 
C2 =-6 L , 
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Reakcije u ukljestenjima su sad a: 

6£1 
Y = - EI v"' (0) =- e 

A L2 ' 

6£1 
Y, = -- Elv"' (L)=- e 

B L2 ' 

11.14.3. Kontinualne grede 

4F 
MA = -Elv" (0)= --1:} 

L 

2£1 
MB= -Elv" (L)=-e. 

L 

Pod kontinualnom gredom podrazumijevamo gredu koja neprekidno prelazi 
preko vise od dva oslonca (sl. 11 :48). Ovakve grede se"cesto sreeu u konstrukcija
ma, pa zasluzuju posebnu paznju. Jasno je da je kontinualna greda staticki 

l l I t ! *2s: 1 <rQ11 
A zs:: K Li 

""'""" ~ .,.,.,.,.,., ~ 

1 2 3 I. 5 
Sl. II :48. 

ncodreden nosac. Ako je kontinualna greda oslonjena na n oslonaca i ako je 
optcrccenjc vertikalno, tada postoji n reakcija i dva staticka uslova ravnoteze, pa je 
nosac (n- 2) puta staticki neodreden. (Na primjer, nosac na sl. 11:48 je tri puta 
staticki ncodreden). Naravno, ovako neodreden nosac mozemo rijesiti u principu 
metod om sila, tj. ukloniti sredisnja (n- 2) oslonca, njihov uticaj zamijeniti sa 
staticki nepoznatim reakcijama r; (i = 2, 3, ... , n- 1 ), pa ispisati (n- 2) j"ednaeine 
kompatibilnosti da jc u tackama 2, 3, ... , n- 1 ugib jednak nuli. No, u svakoj od 
ovih jednacina ulazile bi sve nepoznate reakcije, jer ugib na nekom mjestu zavisi od 
svih sila kojc djeluju na nosac, pa bi bilo neophodno rjesavati sistem jednaCina sa 
punom matricom sistema, sto je obiman i dug postupak. Zato se ovakav postupak 
koristi samo za kontinualne grede koje se oslanjaju na dva iii najvise tri oslonca. Za 
kontinualnc grede sa vise oslonaca najpogodnije je za staticki nepoznate uvesti 
momentc savijanja na mjestima sredisnih oslonaca; tj. zamisliti da smo razdvojili 
kontinualnu gredu na (n-1) prostih greda (sl. 11 :49), pa staticki nepoznate 

Sl. 11:49. 

momente savijanja nad osloncima odrediti iz uslova da nagibi susjednih greda na 
tim mjestima moraju biti isti. Na taj nacin dobija se sistem od (n- 2) jednaCine od 
kojih svaka sadrZ:i najvise po tri nepoznate veliCine (momenta nad osloncima). 
Ovakav sistem jednaCina je, naravno, daleko lakse rijesiti. Nakon sto se tako odrede 

338 



momenti Mi (i=2, 3, ... , n-1), reakcije u osloncima dobijamo rjesavanjem (n-1) 
proste grede, pri cemu je reakcija u k-tom osloncu jednaka zbiru reakcija na tom 
mjestu od lijeve i desne proste grede. 

Mk-1 

1 
Mk Mk Mk.,.f 

' ~ \¥ II HIll 

' Lk-1 Lk 

Sl. 11:50. 

Razvijmo sada navedenu proceduru, tj. formulisimo jednaCine koje v,0de 
rjesenju problema. U tom cilju uoCimo proizvoljni k-ti oslonac kontinualne grede i 
njemu korespondentne dvije susjedne proste grede (sl. 11: 50). Uslov kompatibil
nosti za ove dvije grede je da u tacki k obje moraju imati isti nagib, tj. 

Kako je: 

d Mk Lk Mk+t Lk -d 

<pk= 3EI + 6EI +<pk, 
k k 

(I) 

(2) 

gdje su sa <P~ q>~ oznaceni nagibi- od spoljasnjeg (osnovnog) opterecenja (ne 

racunajuCi staticki nepoznate momente nad osloncima), zamjenom u (1) dobijamo 

Lk-1 (Lk-t Lk) Lk -d -~ Mk_ 1 --+2Mk --+- +Mk+ 1 -= -6E (q>k-q>k). 
lk-t lk-1 lk lk 

(3) 

Ako nagibe q>i i q>~ izrazimo koristeci Maxwell-Mohrovu metodu (odjeljak 
11.13.3) kao transferzalne sile od fiktivnog opterecenja: 

(4) 

pri cemu je pretpostavljeno da su reakcije .F ~ i SF t okrenute nag ore, tada ( 3) pos-

taje L (L L ) L ( y-t yd) 
M ~+2M ~+____!_ +M ____!_ __ 6 -~+-k (5) k-1 k k+l - . 

lk-1 lk-1 lk lk lk-1 lk 

JednaCina (3), odnosno (5), naziva se jednaCina tri momenta iii Clapeyronova 
jednacina. Ovakvih jednaeina ima onoliko koliko ima sredisnjih oslonaca, tj. koliko 
puta je kontinualna greda staticki neodredena. Sv_e se dobijaju iz opste formule (3 ), 
odnosno (5), za razne vrijednosti k = 2, 3, ... , n- 1. 

Ako je moment inercije konstantan duz ose grede, jednaCina tri momenta 
postaje 

(6) 

22* 
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a aku su ista i rastojanja izmedu svih susjednih oslonaca, tj. Lk = L za k = 2, 3, ... , 
n- 1, tada je 

(7) 

Rjesavanjem sistema od (n- 2) jednacine oblika (5), odnosno (6) iii (7), odredujemo 
svc staticki nepoznate momcnte M, ( k = 2. 3 ..... n- l ). Reakcije u osloncima 
pot om dobijamo rjesavanjem (n- I) proste gredc. Na primjer, reakcija u osloncu k 
Je 

yk = y~ + y~' (8) 

gdje su Y~ i Y~ reakcije u osloncu k lijeve i desne grcde (od osnovnog optereeenja i 
momenata), tj.: 

(9) 

M M --
Yf=---~--k-+ Yf. 

Lk+l Lk+! 

U (9) su sa Y~ i Y~ oznaceni dijelovi reakcija usljed osnovnog opterecenja. 
Prije nego sto ilustrujemo primjenn izvedenih obrazaca na nekoliko primjera, 

napominjemo da smo u dosadasnjoj analizi kontinualnih greda smatrali. da su oba 
kraja (lijevi i desni) kontinualne grede prosto oslonjeni. Ako to nije slucaj, tj. ako su 
jedan iii oba kraja uklijesteni, broj nepoznatih rnomenata je poveean. Da bi se rijesio 
ovakav problem, najprostije je zamijeniti ukljestenje sa dodatnom prostom gredom 
beskonacno velikog momenta inercije (sl. 11 :51). Time se obezbjeduje da je nagib u 
tacki 1 jednak nuli, a na raspolaganju nam je jos jedna dodatna jednaCina tri 
momenta za oslonac 1. Pri tome, duzina dodatne grede L0 f 0 nije bitna jer ne utice 
na rezultat. 

I I I I I 

Lt Lz 

Sl. ll. 51 

Primjer 11.45. 

Odrediti reakcije i nacrtati dijagrame presjecnih sila kontinualne grede na sl. 
P 11.45 (a). 

Rjesenje: 

IzjednaCina (11.14.3:7) imamo za k=2, 3: 

- 6 
l d Ml +4M2 +M3- -- ($1'2+$1'2) 

L 
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odnosno, s obzirom na sl. P 11.45 (b) i (c): 

6 qL3 

4M +M =---
2 3 L 16 

6 qL3 

M2+4M3=- L 24 ' 

1 1 
odakleje: M2 = -

12 
qL2

, M3=-
24 

qL2
• 

fz stati~kih jedn~ina (slP 11.45 (d)) onda slijedi: 

5 
Y1·=-qL 1 12 ' 

11 
Y4 =-qL 

24 ' 

" 1 Y2=24 qL, 

5 
Y2 = Y~+ Y~=g-qL, 

I 1 
Y3=- 24qL, 

Dijagrami presjoonih sila prikazani su na sl. P 11.45 (e). 

SJ. Pl1.45. 

Primjer 11.46. 

" 13 Y3=24 qL, 

Za kontinualni nosa~ na sl. P 11.46 (a) konstantne krutosti na savijanje: 

a) odrediti reakcije u osloncima i uklj~tenju i nacrtati dijagrame presjoonih 
sila, 

b) izraeunati ugib nosa~a u tacki k. 

Dato je: a=lm, l1 =3m, 12=2m, F=20kN, M=40kNm, q=60kN/m, El= 
= 368 ·lOS kNcm2

• 

341 



'l.\~\~t\)t: 

a) Iz jedna~ina (11.14.3: 5) imamo za k=2, 3 (sl. P 11.46 (b)): 

2 (It +12) M + 12 M =!.!_ aF-~ (9G'' +9G'd) 
I 2131 I 2 2 

12 2/2 6 I 
]M2+TM3= _],3• 

odnosno, s obzirom na sl. P 11.46 (c): 

Odavde je: 

~lit.!~ 
It 

(
1 ql~) 2 {11 +12) M2 +12M3 =11aF- 6 3l1M + 

24 

ql~ 
12M2 +212M3 = - 6 

24 

10M2 +2M3 = -300 

2M2 +4M3 = -120, 

®,£!''~;!!~ 
12 

(c) (b) 

(d) 

(f J 

20 

Sl. P 11.46. 

65 

26,61 

13;13 
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(e) 

0 

55 

15,67 
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sto daje: M 2 = - 26,67 kNm, M 3 = - 16,67 kNm. Reakcije u osloncima obijamo 
pomoeu sl. P 11.46 (d): 

Y1 =31,11 kN, 
Y3 =55kN, 

Y2 = Y~+ Y~=-11;11+65=53,89kN, 
M3 = -16,67 kNm. 

Dijagrame presjeenih sila je sada lako dobiti i oni su prikazani na sl. P 11.46 (e). 

b) Iz Tablica ugiba superpozicijom nalazimo ( sl. P 11.46 (f)) da je ugib u tacki k 

5 q/i M2l~ M3 l~ 
vk = 384 EI + 16EJ + 16EI = ... =0,04S em. 

11.14.4. Odredivanje reakcija staticki neodredenih 
problema metodama deformacionog rada 

Rjesavanje staticki neodredenih nosaca metodom deformacionog rada spro
vodi se tako sto se nosac na uobicajeni naCin svede na staticki odreden uvodenjem 
staticki prekobrojnih generalisanih sila; pa se postave uslovi da su generalisana 
pomjeranja na mjestima i u pravcima tih sila jednaka nuli ili nekom poznatom 
izrazu. Pri tome koristimo Castiglianov stav za pomjeranja, tako da dobijamo 
sistem linearnih algebarskih jednaCina 

os~ 
-=~
oX; ' 

(i=1,2, ... ,n), ( 1) 

gdje je d deformacioni rad u nosacu, xi staticki prekobrojne generalisane sile, ~i 
korespondentna generalisana pomjeranja. a n stepen staticke neodredenosti. Rjesa
vanjem sistema (1) nalazimo sile X; (i = 1, 2, ... , n), a zatim iz statickih us! ova 
ravnoteze preostale reakcije u nosacu. 

Cesto se, medutim, sistem jednacina za odredivanje sila X; formira direktno 
koristeCi Maxwellove uticajne koeficijente C);/ 

Dw+DnX1 +<\~2 + ... +o;,Xn=~; (i=1, 4, ... , n). (2) 

Ovo je sis tern tzv. kanonskih jednaCina. VeliCina Ow je pomjeranje na mjestu i u 
pravcu sileX; od osnovnog optereeenja (ne racunajuCi staticki prekobrojne sileX;), 
a o;. je pomjeranje nfi mjestu i u pravcu sileX; od jedinicne sile na mjestu i u pravcu 
sile )(i. Fizicka interpretacija jednaCina (2) je oCigledna: pomjeranje ~; na mjestu i u 
pravcu sileX; je zbir pomjeranja od osnovnog optereeenja (o;o) i pomjeranja usljed 
silaX; (onX1 +o;~2 + ... +D;,X.). Pri tome, koeficijente D;o i oii racunamo koristeci 
Maxwell-Mohrovu ili Verescaginovu metodu. 

Primjer 11.47. 
Obostrano uklijestena greda opterecena je kao na sl. P 11.47 (a). Odrediti 

reakcije u ukljestenjima. 

Rjesenje: 

Greda je dva puta staticki neodredena. Za nepoznate reakcije izaberimo X 1 i X 2 ( sl. 
P 11.47 (b)). Ove reakcije odredicemo iz uslova da su ugib i nagib u tacki B jednaki 
nuli, tj.: od od 

ox =O, ox =O. 
1 2 
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Kako je 

imamo: 

Odavde je: 

L 

.9/l=f M
2
dz 

2EI' 
0 

L 

J[x1 (L-z)+X2 -~ ~ (L-z?] (L-z)dz=O 

0 

0 

10LX1 +15X2-q0L2=0 

12LX1 +24X2-q0L2=0, 

1 2 
X2= --qoL (=MB). 

30 

7 1 2 Preostale reakcije slijede iz je.dnaCina ravnoteze: YA =- q
0
L, M A= -- q

0
L . 

20 60 

(a) (b) 

Sl.Pl1.47. 

P r i m j e r 11.48. 

Za ram na sl. P 11.48 (a) nacrtati dijagrame presjecnih sila. 

(a) (b) 

Sl. P 11.48 (a)- (b). 
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Rjesenje: 

Ako za staticki prekobrojne izaberemo sileX 1 i X 2 ( sl. P 11.48 (b)), tada je: 

Deformacioni rad u ramu je 

gdje je: 

Prema tome, imamo: 

os~ as~ 
-=0, -=0. 
OX1 oX2 

L L 

I
Midz IM~dz 

d= --+ --
2EI 2EI ' 

0 0 

iJMl 
--=z oX1 ' 

oM2 -=L oX1 ' 

L L 

I xi z·zdz+ I ( X1L+X2z- q;2) Ldz=O 

0 0 

Sl. P 11.48 (c). 
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L L 

I X 1 z·O·dz+ I (x 1L+X2z- q~
2

)zdz=O, 
0 0 

odnosno: 

1 3 
odakle dobijamo: X 1 =-

28 
qL, X 2 =? qL. Iz statickih jednaCina dalje slijedi: 

4 3 2 
. YA =- qL, M A=--- qL . Dijagrami presjecnih sila prikazani su na sl. 

7 28 
P 11.48 (c). 

a 

2a 2a 

Sl. P 11.49 (a). 

a 

2a 

A 
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Primjer 11.49. 

Odrediti maksimalni moment savijanja 
u nnsacu na sl. P 11.49 (a). 

Rje8enje: 

Zhug simetrije geometrije nosaca i opterece-
F 

nja je: Y4 = YB= 2, MA=MB, pa je nosac 

dva puta staticki neodreden. Posmatrajmo 
samo lijevi dio nosaca (sl. Pll.49(b)). U 
presjeku C djeluju aksijalna sila X 1 i moment 
savijanja X 2 . Zbog simetrije horizontalno 
pomjeranje tacke C i nagib u tacki C moraju 
biti jednaki nuli, pa kanonske jednaCine 
(11.14.4: 2) glase: 

(a) 

___ ...!._ 

2a 

Sl. P 11.49 (b). 



KoristeCi metodu Verescagina, sa sl. P 11.49 (b) slijedi: 

I ( aF) Fa
3 

8w=EI -2a·l (-a)= EI' 

8 = _!_ (- ~ a aF . I - 2a. aF . 1) = - ~ F az : 
20 EI 2 2 2 4 EI 

1 3a 
8 =- (a· I · 1 + 2a · I · 1 ) =-22 EI EI' 

812 =821 =~I ( -~·2a·2a·l )=- ~~
2

. 
Zamjenom u (a) je: 

8 
-aX1 -2X2 =-aF 
3 

5 
-2aX1 +3X2 =-aF, 

4 
I 

odakle dobiJ·amo: X = --F 
1 8 ' 

1 
X 2 =-aF. 

3 

Dijagrami presjecnih sila 
prikazani su na sl. P 11.49 (c). 
Maksifnalni moment je u pre

. 1 
sjeku C i iznosi Mmax=-aF. 

3 

Primjer 11.50. 

2a 

® 
0 

Ff2 
a 

1 

0 0 
12aF 

LF 
® 

8 

.LF 
2 

Sl. P 11.49 (c). 

Odrediti pomjeranje tacke C nosaca na sl. P II.50 (a). Krutost nosaca na 
savijanje je El =0,3 ·Hf kNm2

. ~ 

i,m l.m 

fa) 

201<Nm (c) 347 



Rje8enje: 

Nosac je jedanput staticki neodreden. Za staticki prekobrojnu izaberimo moment u 
ukljestenju A, X 1 ( sl. P 11.50 (b)). Kanonska jednacina glasi 

Sa sl. P 11.50 (c) je: 

() =~ (-~·4· 20·~-~. 5. 20·~)=- 43
'
33 

10 EI 2 3 2 3 EI ' 

() =- - -+ 1 ·4·0 778+-·-·5·- =-1 [1 (1 ) 1 1 1] 2,75 
11 EI 2 2 ' 2 2 3 EI ' 

pa je 

()10 43,33 
X 1 = --= --=15,8kNm. 

()11 2,75 

Preostale reakcije slijede iz jednaCina ravnoteze: YA ~ 7 kN, Yc ~ 3 kN. Dijagrami 
momenta savijanja u nosacu prikazani su na sl. P 11.50 (d). Pomjeranje tacke C 
dobicemo ,mnozeci" dijagrame nA sl. P 11.50 (d) i (e): 

1 [ (1 ) (1 ) (1 ) (2 )]· 39,4 kNm
3 

Xc=£j- 2.2,257·15,8 ·3+ 2.1,743·12,2 ·3+ 2·5·12,2 3.3 = EI 

Xc=1,3cm. 

® 
J:•3 

1S,B-MA ~ 
IA•7 3 

(II} 

(d) 

Sl.Pl!.50(d)-(e). 

Napomena: Prema Maxweli~MohrovoJmetodi pomjeranje tacke nosaca racu

na se prema izrazu f= f ~7 dz, gdje je M momentna raspodjela u nosacu od 

opterecenja nosaca, a M momentna raspodjela u nosacu od jedinicne sile na mjestu 
i u pravcu u kome se traii pomjeranje. Moze se pokazati da jt> za staticki 
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neodredene probleme svejedno da li se momentna raspodjela M racuna u odnosu na 
staticki neodredeni iii izabrani staticki odi-edeni (osnovni) nosac. Jednostavnije je, 
naravno, ovo drugo, pa je to i koristeno u primjeru 11.50. 

P r i m j e r 11.51. 

Odrediti dijagram momenta savijanja u nosacu na sl. P 11.51 (a). Dato je: a, q, 
El. 

Rjesenje: 

Nosac je tri puta staticki neodreden . .Ako zamislimo da smo ga razdvojili na dva 
dijela kao na sl. P 11.51 (b), medusobni uticaj ovih dijelova predstavicemo silama X 

1 
i X 2 i momentom X 3 . Vrijednost ovih presjecnih sila dobicemo pomocu kanonskih 
jednaCina: · 

810 +811X 1 +81~2+813X3 =0 

82o+821X1 +02~2+02~3=0 

Koeficijente oij odredicemo metodom Verescagina pomocu sl. P 11.51 (c)- (f): 

0 =-2· -3a·3a·-3a =--1 (1 2 ) 18a
3 

11 EI 2 3 EI ' 
8 =-

1
- 2-(~ a·a·~ a+3a·a·a)= 

20 
a

3 

22 EI 2 3 3 El 

, 1 8a o = -- 2 · (3a · 1 · 1 +a· 1 · 1) =-33 EI EI' 813 =031 =~I 2·G 3a·3a·1 )= ~
2 

023 =032 =0. 

Koeficijente Ow odredicemo pomocu Maxwell-Mohrove metode: 
3a 3a 

8 = -~ f qz3 zdz=- 27~~ 
10 EI 18a 10 El 02o=- ~If~:; adz~ -r :4 

0 0 

3a 

83o = - ~I f ~:; · 1 · dz = - ~ ~~ 
• 0 

Zamjenom vrijedn<;>sti za 8ij i Ow u (a), dobijamo: 

odakle je: 

X 1 ~0,1821qa, 

20aX 1 + lOX 3 = 3qa2 

160X2 =27qa 

72aX1 +64X3 =9qa2
• 

X2 ~0,1688qa, X3 ~ -0,0643qa2
• 

(a) 
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Vrijednosti momenta na karakteristicnim mjestima nosaca je sada lako odre
diti superpozicijom, kao sto slijedi: 

M A =0,1821qa· 3a+0,1688qa· a- 0,0643qa2
- l:a 27a3 =- 0,8492qa2 

M B =0,1821qa· 3a- 0,1688qa· a- 0,0643qa2 =0,3132qa2 

A1c=0.1688qa·a-0,0643qa2 ·1 =0,l045qa2 

MJJ= -0,1688qa·a-0,0643qa2 ·1 = -0,2331qa2 . 

Dijagram momenta savijanja u nosacu prikazan je na sl. P 11.51 (g). 

I•J r=n 
~Ja 

'T~ 

,., Qra x1"
11a 

~·1 

a a 

Ja~ ~Ja 
Sl. P !1.51. 

Primjcr 11.52. 

Odrcditi pomjeranje tacke C nosaca na sl. P 11.52 (a) ako je: EJ = 
='0.5·1(fkNm2

., I/A = 0,64 m2
, a=2m, F=20kN. 

Rjdenje: 

Ako zamislimo da smo uklonili stap DG iz nosaca (sl. P 11.52 (b.)), tada mora biti 

X 1 (2a) o10 +o11X 1 = ---- (a) 
EA 
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Koeficijente b10 i o11 odredujemo metodom Verescagina pomoeu sl. P 1l.S2 (c): 

010=-
1 [~ (aF+2aF) a-~ a]+_!_[~ (2aF -aF)· 2a·a]= 1,83 a

3

F 
E/2 9 E/2 EI 

o =- -a·a·-a+2a·a·a+-a·a·-a =2 67-. 1. (1 2 1 2 ) a
3 

11 El 2 3 2 3 ' El 

F 

rr a 1 Xt 2a Xt G 
!' G 

c - (b) 

/c) 

{d} 

Sl. P 11.52. 

Zamjenom u (a) dobijamo 

1 ,83F + 2,67X I= - 0,32X I' 

odaklejeX1 = -0,6F. 

Pomjeranje tacke C sada mozemo odrediti ako ,pomnozimo" po metodi 
Verescagina dijagrame momenata na sl. P l1.S2 (d): 

u =__!___ [~·a·a·F-~ a+(a·a·F-~ a+~ a·O 4aF· Sa)+ 
c EI 2 3 2 2 ' 3 

(1,4-l,6)aF l Sa] 
+---

2 
--·· 2a · 2a + 2' a (....:. 0,6aF) '3 

19 a3F 
Uc=--=4,0Scm. 

IS EI 

3S1 



11.15. Savijanje krivog stapa 

Iako je predmet nase analize prizmatican (prav) stap, ovo poglavlje posvecuje
mo krivom stapu, tj. stapu cija tezisna osa nije prava linija, zbog velike upotrebe 
krivih stapova u gradevinskim, masinskim i drugim konstrukcijama (na primjer, 
lukovi, dizalice, kuke i sl.). Pri tome cemo se ograniCiti na krivi stap Cija je tezisna 

P-P 

• 
Sl. II :52. 

11.15 .1. Cis to savijanje krivog stapa 

linija, tj. linija koja spaja tezista 
poprecnih presjeka stapa, ravna 
kriva i ciji poprecni presjeci 
upravni na tezisnu 'Jiniju stapa 
imaju bar jednu osu simetrije (sl. 
11 :52). Ukoliko se takav, sime
trican, krivi stap optereti u ravni 
simetrije stapa, u toj ravni ce se 
dogoditi i deformacija, tj. savi
janje stapa. Nas je zadatak da 
odredimo naprezanje i deforma
ciju u tako opterecenom krivom 
stapu. Prvo cemo posmatrati 
Cisto savijanje, a zatim i savijanje 
silama krivog stapa. 

Neka je krivi stap konstantnog poprecnog presjeka opterecen u ravni simetrije 
sa dva sprega savijanja 9Jl koji djeluju na krajevima stapa (sl. 11:53 (a)). Ovako 
opterecen krivi stap je opterecen na cisto savijanje. Pri odredivanju napona i 
deformacije pretpostavicemo, kao i kod pravog stapa, da nakon deformacije 
poprecni presjeci stapa ostaju ravni i upravni na tezisnu liniju stapa. To znaCi da s~ 
poprecni presjek b- b zaokren.e oko neutralne ose n- n u odnosu na poprecni 

(a} (b) 

Sl. 11:53. 

presjek a-a za mali ugao .1 (d<p), gdjeje d<p prvobitni ugao izmedu presjeka a-a i 
b- b ( sl. 11 :53 (b)). Polo.Zaj neutralne ose n - n, tj. njeno udaljenje e od tezisne ose 
c- c, tek treba da odredimo. Ocigledno je da su uzduzna vlakna ispod neutralne ose 
n- n, tj. na konkavnoj strani stapa, izduzena, a na konveksnoj strani sabijena. 
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Dilatacija vlakna m- m na udaljenju y od neutralne osc, pn cemu je osa y 
usmjerena ka centru krivine tezisne Jinije stapa, jc 

.\' Ll (d<p) 
£=---- -- ··, 

(p-y)d<p 
(I) 

gdje je sa p oznacen poluprecnik krivine neutralne ose stapa. Korcspondentni 
napon je 

Ll(d<p) y 
a=Ec:=E --- . d<p p- y 

(2) 

Vidimo, dakle, da raspodjela napona nije linearna po visini y, kao kod pra\og 
stapa, vee hiperbolicna: prema konvcksnim vlaknima (y < 0) napon se mijenja 
sporije, a prema konkavnim (y>O) brze (sl. II :54). Zato je i neutralna osa 
pomjerena od tezisne osc prema konkavnoj strani stapa tier suma normalnih sila u 
poprccnom presjeku mora biti jcdnaka nuli ). Takode primjecujemo da moment 
savijanja sa smjerom kao na sl. 11 :53 (a) (koji, daklc, tcZi da smanji pocetnu krivi
nu stapa) izaziva izduzenje vlakana y>O, tj. pozitivan napon u njima, pa taj smjer 
momenta uzimamo za pozitivan (vidi izraz (9)). Izraz za .napon (2) sadr/i dvijc 
ncpoznatc vclicinc. piLl (d<p). Njih ccmo odrccliti 11 w;ln\a r:t\nntch· da jc suma 
normalnih sila u poprecnom prcsjeku stapa jcdnaka nuli 1 da "_it: moment ov1h s!la 
jednak spoljasnjcm momentu: 

adA=E - · __ dA=O j. Ll(d<p)I \" 
d<p p- .\' 

(3) 

A 

m 

I Ll ( d <p ) I \"2 
yadA = E - -· dA =9JI. 

d<p p- y 
(4) 

.-I 
Sl II: 54 . 

Iz jcdnacine (3) jc ocigledno da staticki moment ponsinc poprecnog presjcka u 

odnosu na neutralnu osu (! ydA) nije jcdnak nuli. pa prcma tome ncutralna osa 

nije teZisna osa poprecnog presjcka, vee je pomjerena od nje ka konkavnoj strani 
stapa za velicinu e = R- p, gdje je R poznati poluprc"cnik krivine tc:Zisne Jinijc stapc!. 
Vclicinu e, a zatim i poluprecnik krivine neutralne osc p. dobijamo iz (3) nakon 
transformacije 11 = e + y (11 je, daklc, udaljenje uocenog vlakna od tezisne ose ). kao 
sto slijedi: 

I 
y I 11-e I 11 I l 

pa.Je 

·· ---dA= -·· dA= · dA-e - dA=O, (5) 
p-y p-11+e R-n R-11 

A A 

I_Yl dA 
R-11 

A 
e==~~---

f I __ dA 
R-n 

.4 

(6) 
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A 
p=R-e=----

f-1-dA 
R-TJ 

A 

(7) 

Za dati oblik popreenog presjeka stapa sracunava'liem integrala u (6) i (7) nalazimo 
vrijednosti za e i p. 

Na slican nacin se iz (4) dobija 

ILdA=Jy-p+p ydA= 
p-y p-y 

A A 

.4 A A A 

jer je staticki mor.'lent povrsine poprecnog presjeka za te:lisnu osu (~: 11d A) Jcdnak 

nuli. Zamjenom (8) u (4) sada imamo 

d (d<p) 9Jl 
£--=-. 

dcp eA 
( l) ) 

sto unosenjem u (2) dajc konacan izraz za napon 

9Jl \' 
cr=-· -·-. ( I 0 I 

eAp-y 

Ako je radijalna dimcnzija krivog stapa (visina pt1prccrwg prCSJd.d hI maLl u 

poredcnj u sa poluprecnikom krivinc R tczisne linr jc stapa (11 ~ .}__ I\\_ u ( 10 I 
. . I 0 } 

mozemo zanemariti _r u poredenju sa p. pa sc pokazujc da i;ra; 11111 pnhiJ/no 
postaje 

931 
0=-y. 

I 
(II) 

h 
Ovo znaCi da se za stapove sa malim odnosom illt1/C koristrti formula ;a napon 

R 
(II) kao kod pravog stapa. Grcska koja sc pri tnmc pravl le Wt:ga nckoliko 
procenata. 

P ri mj er 11.53. 

Odrcditi napon u krivom stapu pravougaonog j1tlplc(·nng prCSJcka dimcnzija 
hxh=l0x20cm na sL Pl1.53(a) koji jc oprcrcL·~·n n;r 'avrj;rnjc momcntom 
9Jl =I 0 kNm. Poluprecnik krivine stapa je R = 40 Clll 
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Rjesenje: 

Iz izraza (1 1.1 5.1:1 0) je 

pri cemu je: 

No,. 

paje 

9Jl y 
cr=---, 

eA p-y 

p 
A 

f-1
-dA 

R-TJ 
A 

h 

I-1-dA= hf

12 

- 1 -bdTj=bln R+~' 
R-TJ R-TJ R-~ 

A -h/2 2 

h 

p= R+h/2 
ln--

R-h/2 

20 
-=39,15cm. 

5 
in~ 

3 

Dalje je: e=R-p=40-39,15=0,85cm, eA=0,85·200=170cm3
, pa Je izraz za 

napon u popreenom presjeku stapa ( sl. p 11.53 (b)) 

1000 y y 
cr =- 5 88 [kNjcm2

]. 
170 39,15-y ' 39,15-y 

Naponi u donjim i gornjim vlaknima stapa su: 

<J1 =<J (_v=~- e)= 1,79 kN/cm2
, cr2 =<J (y = -~- ~) = -1,28 kN/cm2

. 

fa) 

(b) 

Sl. P 11.53. 

23* 
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11.15.2 .. Savijanje silama krivog .~tapa 

. ~?s~atra)mo "&a<.\a "&\uca~ ~a'l\~a\\)0. ¥..1\'iC\~ ~\'0."'0. ~\hm.'a. \~\~ l\"'" · . 
S\ffie\n~e s\a\?a \s\ \\·55\ )) U · · . ;Y . . \.\J~l\\)\1 \l tavnt 
stapa. Od presje6nih. sila ase. u tOJ. ravni_I dogodtce ~e I defor~acija, tj. savijanje 
momenta S .. ·• . . . . prOIZVOJ~Om poprecnom prCSJCkU stapa, pored 

aVIJanJa, Javljaju I normalna 1 transferzalna sila. Ovc presjecne sile 

(a} (b} 

Sl. II :55. 

dobijamo na uobicajen na
cin, redukcijom svih sila de
sno (iii lijcvo) od uocenog 
prcsjeka na tcziste poprecnog 
presjeka. Pozitivni smjerovi 
presjecnih sila prikazani su na 
sl. II :55 (b). N ormalni napon 
usijed momenta savijanja M 
u uoccnom poprccnom pre
sjeku racuna se po formuli 
izvedenoj za slucaj cistog sa
vijanja, tj. po formuli 

M y 
0'=---

eA p- y' 
(1) 

dok je napon koji odgovara normalnoj sili N ravnomjerno rasporeden po poprec
nom presjeku i iznosi 

N 
0'=-. 

A 

Ukupan normalni napon u poprecnom presjeku je zbir napona (1) i (2) 

M y N 
0'=---+-. 

eA p- y A 

(2) 

(3) 

Sto se tice smicuceg napona koji odgovara transferzalnoj sili T u uocenom 
poprecnom presjeku, obicno se pretpostavlja da je njegova raspodjela ista kao i kod 
pravog stapa, tj. data sa 

TS' 
1'=--

H;, (4) 

gdje veliCine S', I i <; imaju ista znacenja kao i u formuli Zuravskog (11 ,7: 6) za 
pravi stap. 

Ukoliko su, medutim, u pitanju krivi stapovi Cije su poprecne dimenzije male 
u poredenju sa poluprecnikom krivine njegove tezisne ose, tada su naprezanja usljed 
normalne i transferzalne sile mala u poredenju sa naprezanjem usljed momenta, pa 
se uzima u obzir samo normalni napon od savijanja, i to sracunat po obrascu za 
pravi stap 

M 
0'=- y. 

I 
(5) 

Pomjeranja ovakvih krivih stapova mozemo najlakse odrediti pomocu Castigliano
vog stava 
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gdje je .stl deformacioni rad koji je akumulirari u stapu i koji racunamo po obrascu 

.stl = J M
2

ds . 
2EI 

0 

(7) 

U izrazu (7) ds je elemenat duzine tezisne linije stapa, a integraljenje se vrsi po 
ukupnoj duzini s stapa. 

Primjer 11.54. 

Odrediti napon u opasnom presjeku p- p kuke dizalice koja je opterecena 
silom F = 20 kN. Presjek p- p ima oblik trapeza. Dato je: R1 = 5 em, h = I 0 em, 
b1 =6cm, b2 =2cm. 

Rjesenje: 

Normalni napon je dat izrazom (11.15.2: 3) 

F M y 
cr=-+---. 

A eA p- y 

U presjeku p- p kuke je: 

1 
A=- (b1 +b2 ) h=40cm2 

2 

M =F R=20·9,17 = 183,3 kNcm, 

25 
R=R1 +h 1 =5+6=9,17cm 

h 
p=-----. 

f-1
-dA 

R-TJ 
A 

Za trapez je 

J~
1 -dA 

R-TJ 
A 

gdjeje R 2 =R 1 + h=l5cm, paje: 

40 
p =8,35cm 

8ln 3-4 

e=R- p =9,17- 8,35 =0,82 em. 

Zamjenom u (a) dobijamo 

cr=0,5+5,59 Y., [kNjcm2
], 

8,35- y 

M y 
eA P-Y -

® 
£ 
A 

® 

(a) 

F 
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tako da je: 

cr1 =cr (y=h 1 -e)=4,245kNjcm2 

P ri mj er 11.55. 

Odrediti vertikalno pomjeranje tacke B krivog stapa konstantnog presjeka 
opterecenog silom F kao na slici. Poprecne 2imenzije stapa sti male u odnosu na 
polupreenik krivine R tezisne ose stapa. Krutost stapa na savijanje je EI. 

Rje8enje: 

od Saglasno Castiglianovom stavu, vertikalno pomjeranje tacke B je fB = oF . 

Deformaciori rad u stapu je 

..A=JM
2

ds ..,.,.. lEI , ds=Rdcp, M= -FRcoscp, 

Sl. P 11.55. 

F 

B 

Primjer 11.56. 

0 

paje 

tj. 

oM 
•M- n/2 

f oF f (-F R cos q>) (- R cos cp r 1 = --ds= . Rdm 
JB El El y, 

0 0 

Odrediti maksimalni moment savijanja u tankom kruznom prstenu koji je 
opterecen sa dvije jednake sile suprotnog smjera kao na sl. P 11.56 (a). Dato jeRi F. 
Odrediti zatim odmicanje napadnih tacaka sila F. Krutost prstena na savijanje je 
EI. 

Rj esenj e: 

Zbog simetrije posmatrajmo samo cetvrtinu prstena (sl. P 11.56 (b)). Nagib u tacki 
2 mora biti jednak nuli, tj. 

rt/2 

od J M ::2 
-= Rdcp=O. oM2 EI 

0 
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n/2 

f (~Rcoscp-M2) (-l)dcp=O, 

0 

1 F 
odakle dobijamo M 2 =;:FR=0,318FR. Moment u presjeku 1 je M1 =2 R-

-M2 =0,182FR. 

Moment savijanja u popreenom presjeku definisanom uglom cp je 

(a) 

sto je prikazano na sl. P 11.56(c). Maksimalni moment je u presjeku 2 i iznosi 
Mmax=M2 =0,318FR. 

Odmicanje napadnih tacaka sila (sl. P 11.56(d)) dobijamo iz 

oM 
8.91 8 ( fn/2 M2 ) fn/2 M oF 

A=-=- 4 -Rdcp =4 --Rdcp 
oF oF 2EI EI ' 

0 0 

sto nakon unosenja (a) daje 

n/2 
FR

3 f (1 1)2 (1t 2)FR3 FR3 A=4- -coscp-- dcp= --- -=0 149-. 
EI 2 1t 4nEI' EI 

'() 

Ffz 
F N~J 2 

~~~ 
F 

lt:J 
lbJ 

/tl} 
(dJ 

Sl. P 11.56. 
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12. 1\0\IBI~OVA~O ~.\PREZAI\JE GREDE 

12.1. Razlicite Hste komhinmanog naprezanja i odrediranje 
napona i deformacijl' 

U prethodnim pog:la\ ljima razmatrali smo razlicite vrstc naprczanja kojima 
nwlc hiti i;lo;/cn g:rcdm no sac: lincarno naprczanjc (k t}jc obuhvata aksijalno 
naprc;anJc. sa\·ijanJc srrcg:mima i cksccntricni rritisak). torziju i savijanjc silama. 
Ovn su bik llSJH)\ nc \Tstc napraanja g:rcdnog: nosaca. Grcdni nosac. mcdutim. 
mo/c biti izlo/cn i kombinaciJi O\ih naprczanja. na primjer. istovrcmcnom naprcza
nju na istc;anjc. tnr;iju i smijanjc. Tada g:ovorimo o tzv. kombinmanom (ili 
slo/cnom) naprc;anju g:rcdnog: nosaca. Osnmni problem kod kombinovanog na
rrc;anja je odrcdi\anjc naponskog: i dcformacionog stanja. No. kako su sve 
jcdnacinc kojc opisuju pojcdinacnc \Tstc naprczanja linearnc (za slucaj malih 
chsti(nlh dl.Jllrlll<!Cl.Jd. sto llli I prctf1\lS(avJjari'O), to SC naf10ili j dcformacijc kod 
kumbinovanog: naprc;anja nwgu prosto dobiti koristcci princir supcrpu;i'-·iJt:, tj. 
sabiranjt:m naf1Pll<l. l1dnosno dcfnrmacija, usl_jcd pojcdinacnih narrczanja. 

s 

z 

s 

ly 

(a) (b) !c) 
ly 

SL I 2: I. 

Jcdnu \ rstu kombinnvanog: narrczanja mi smo vee upoznali. To jc cksccntric-
111 pritisak (gla\ a K I. koJi u stvari prcdstavlja kombinaciju savijanja i aksijalnog 
naprc;anja. Takodc jc i smijanjc sprcgovima koji nc lcze ni u jcdnoj od glavnih 
ra\ ni incrcijc kombinovano naprczanjc od dva rara srrcgova, od kojih svaki lczi u 
po jcdnoj glan10J ra\ni incrcijc grcdnog nosaca. Isti jc slucaj i kod savijanja silama. 
Akt1 silc nc lc;/c u jcdnoj nd glamih ravni inercije (sl. 12: I (a)), imamo koso 
sa\ 1janjc silama. ra silc trcba razloZiti u komponcntc koje lczc u glavnim ravnima 
incrc1jc i tako dohiti kombinaciju savijanja silama u dvijc ravni, nakon ccga 
mo/cmo kt)ristiti rrincip supcrrozicijc. Normalni napon jc 

.\4, A( 
0=== r+ x, 

l, . I,. 
(I) 

gdjc jc .\I, komponcnta momenta savijanja u uoccnom poprecnom prcsjcku oko x 
osc, a .\/, oko r osc (uzcti pozitivni ukoliko su smjerovi kao na sl. 12: I (b)). 

360 



Neutralnu osu dobijamo iz uslova crzz=O. Rezultujuce pomjeranje, tj. ugib elasticne 
linije (f), dobijamo geometrijskim sabiranjem komponentalnih pomjeranja (u i v) (sl. 
12:1 (c)). Pravac rezultujuceg pomjeranja je upravan na neutralnu osu poprecnog 
presjeka. 

Ukoliko je u pitanju 
kombinovano naprezanje sa-
vijanjem silama i aksijalnim 
naprezanjem (sl. 12: 2), tada 
je normalni napon dat izra-
zom z 

Tz (z) Mx (z) 
erzz=~+-1-y, (2) 

X 

a smicuCi y 

TY (z) S~ (y) 

IX s (y) 
(3) 

Sl. 12:2. 

U slucaju kombinacije savijanja silama i torzije (sl. 12: 3), normalni napon je 

Mx (z) 
erzz=-1--y, 

X 

(4) 

aok je smicuCi napon sastavljen iz dvije komponente: jedne usljed transferzalne sile 
koju racunamo po hipotezi Zuravskog, i druge usljed torzije koju racunamo zavisno 
od oblika poprecnog presjeka po odgovarajucem obrascu. Medutim, po pravilu je 

y 

komponenta smicuceg napo
na usljed transferzalne sile 
znatno manja od komponente 
usljed torzije, pa se u prora-

z cunima zanemaruje i uzima u 
1-.;.,;...B....,;;;;;..,JL..,.;;;.;...JY)n..;;.;;.a..&( z....;;;.);;;..&.......;;;..;...L....;;;.;;...L __ _::;,.,. obzir samo smicuci napon 

' usljed torzije. Na primjer, za 
kruzni poprecni presjek je 

M
1 

(z) 
t=--r. 

Io 
Sl. 12:3. (5) 

Kao sto vidimo, u svim vrstama kombinovanog naprezanja grednog nosaca 
imamo prisutne samo dvije komponente napona: normalni i smicuCi napon u ravni 
poprecnog presjeka grede. Prema tome, stanje napona je ravno (sl. 12:4 ), pa se 
glavni naponi odreduju iz izraza: 

2t 
tg2o:= --. 

crzz 

·-
(6) "p II ill "P 

~1 
-1: 

Sl. 12:4. 

1:max 

On 

361 



Na primjer, ukoliko je pitanju savijanje i torzija grede kruznog popreenog presjeka 
(sf. 12: 5 ), tada su glavni naponi u tack am a A i B dati sa 

cr1 2 =~3 [Mx(z)±JM;(z)+M?(z)]. . rr:R (7) 

y 

Sl. 12:5. 

Primjer 12.1. 

a) Odrediti maksimalni normalni napon u nosacu na sl. P 12.1 (a). 

b) Odrediti ugib u tacki C nosaca. 

Poprecni presjek nosaca je Z I 0 profil, a modul elasticnosti je E =2M Njcm 2
• 

(a} 

Sl. P 12.1 (a)- (b). 

Rjdenje: 

a) Glavne centralne ose inercije poprecnog presjeka (Z 10 profila) definisane su 
ug1om ex= 26,2' (tg ex= 0,492, sin cx = 0,44, cos ex= 0,9), a korespondentni glavni 
centralni momenti inercije su: Ix=270cm4

, Ir=24,6crn4
• S obzirom da 

opterccenje djeluje u ravni TJZ, koja nije glavna ravan grede, imamo koso 
savijanje grede. Pri tome je: Mx=Mc. coscx=0,9Mc., Mr=M~ sin ex=0,44M~. 

Normalni napon je definisan sa 

cr .. = Mx v+~Y x=M .. (cos!:. v+ sincx x), 
•. I X - I}' <; 1, - I y 
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odakle je 

Neutralna osa poprecnog presjeka (za svc poprccnc prcsjcke) je 

y=- 5,37x. 

Najudaljenije tacke su T1 i T2 (sl. Pl2.l (b)), (xr =-
10

sina.=-2,22cn 
I 2 

Yr = -
10 

cosa.= -4,5cm), paje 
1 2 

cr~•x= 104[0,0033 (- 4,5)+0,018 (- 2,2)] =- 5,51 kNjcm2
• 

b) Da bismo odredili ugib u tacki C, razlozimo opterecenje u dvije glavne ravni ka< 
na sl. P 12.1 (c). Komponenta ugiba tacke C u ravni xz je 

dok je komponenta ugiba u ravni yz 

{c/ 

I y 

{d) l] 

Sl. Pl2.l(c)-(d). 
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Rczultujuci ugih jc 

.fc="'v u;+r/= ... =0.16Ycm. 

Pravac ovog ugiha dctinisan jc sa 

sto .JC urra\no na ncutralnu osu 11-11 (sl. P 1~.1 (h)). Projckcija rczultujuccg 
ugiha na pra\ac q jc 

Primjcr ~~-~-

Za IHlsac na sl. P ~~-~(a): 

a) ustanmiti prirndu naprczanja u dijclmima nosaca. 

b) odrcditi ugib tackc C nosaca. 

Rj d c nj c : 

a) Sa dijagrama prcsjccnih sila na sl. PI~-~ (a) \idimo da jc dio nosaca FJC 
optcrcccn na sa\ ijanjc. dok jc dio AB optcrcccn na komhino\ a no naprc;anjc 
savi_Jall.JCI11 1 uvipnjcm. Na primjcr. u prcsjcku . .J jc (sl. P ~~-~-(h)): 

If ·~o F 
L I = 

m"' R rrR2. 

Ociglcdno jc T~11 .. , ~ '~,;:". pa sc smicuci napon usljcd transfcrzalnc silc mole 
zancmariti u odnosu na smicuci napon usljcd torzi]c. Na primjcr. ;au= lOR. 
T:n"' = 6, 7n o T~t;fl,. 

(a} 

Sl. P 12.2. 

164 

(b) 

·~, "4 
8 J(f~:c 

Fa \ 
yl 

(c) 



b) Ugib tacke C dobicemo superpozicijom kako je prikazano na sl. P 12.2 (c): 

FP Fa2 l Fa3 

v =-+-·-+
c 3El 2Gl 3El' 

Primjer 12.3. 

Za nosac na sl. P 12.3 (a): 

a) nacrtati dijagrame presjecnih sila, 

(aF) I 
~s=G.f 

I 

b) u prcsjeku I- I odrediti maksimalni normalni napon i maksimalni smicuci 
napon, 

c) odrcditi glavne napone u tacki I presjcka i maksimalni smicuci napon u toj 
tacki. 

Dato je: F=20kN, I= I m, a= I m. 

Rjesenje: 

a) Dijagrami presjccnih sila prikazani su na sl. P 12.3 (a). 

Sl. P 12.3 (a) 
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b) U presjeku 1-1 imamo kombinadju aksijalnog naprezanja, kosog savijanja i 
I 

torzije: Tz=F, Mx= -F :2' My= -Fa, Mz=Fa. 

Normalni napon je, prema tome, 

tj. 
crzz = 0,0333- 0,0222y- 0,1x, 

s obzirom da je: A=600cm2
,. Ix=45000cm4

, Iy=20000cm4 . Maksimalni 
normalni napon je u tacki II ( -10, -15) 

cr~ax = 1,3663 kN/cm2 . 

Zanemarujuci smicuCi napon od transferzalne sile, maksimalni smicuCi 
napon u presjeku 1-1 je (sl. P 12.3 (b)) 

Kako je M1 =Mz=20·100=2000kNcm, W
1
=0,346· 203 =2768 cm3 , dobijamo 

Tmax=0,723 kNjcm2
• 

c) U tacki I presjekaje crzz=1,0333kNjcm2
, t=0,723kNjcm2, pa su glavni naponi 

1 
cr1 , 2 =2 (1,0333 ±J1,03332 +4· 0,723 2 )=0,517 ±0,889, 

. kN kN 
tJ. cr1 = 1,405--2 , cr2 =- 0,372--2 . Maksimalni smicuCi napon u tacki I je 

em em 

I _1 - kN 
Tmax-- (cr1 - cr2)-0,889--

2
• 

2 em 

z 

' Fa 
Fa 

y 

Sl. P 12.3 (b). 
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12.2. Dcformacioni rad i njcgova primjcna kod kombinovanog naprczanja 

Deformacioni rad akumuliran u kombinovano naprcgnutoj grcdi dohijamn 
sabiranjcm dcformacionih radova od pojedinacnih naprczanja, tako da jc 

I I I I 

f M~dz fM;dz fM;dz fT;dz 
d= --+ --+ --+ --. 

2Elx 2EIY 2Gl, 2EA 
0 0 0 () 

II) 

pri ccmu jc zancmaren deformacioni rad od smicuCih napona usljcd transfcrzalnih 
sila. Osim toga, dcformacioni rad usljed aksijalne sile je znatno manji od deforma
cionog rada usljed savijanja i torzije, pa se i on zanemaruje, tj. ostaje da je 

I I I 

f M;dz f·w;d::: IM;dz 
d= --+ --+ --. 

2Elx 2El, 2G/, 
0 0 0 

L 
Tabela 12:1. Vrijednosti integral a J MM dz 

0 

l>z r::aMt EdM2 Mt 
L 

ET:3M3 L L 
L yM1M3 2 (M1+M-z)M3 

~M3 L L 
i L JM1M3 r;fM1 +2M2JM3 

M3~ L L 
I_L 6MtM3 5 (2M1 •M2JM3 

L 

SjMt. 
5Mtf2MJ+Mt.l+ 

L M3 5 M1(Mr2M4J 
L L +r;M?Mr2Mt.l 

L d 
~ 5(t .. L}M1 M3 .. 

~ ; (1+fJMtM3 
+ tf1•f/M2M3 LL . ..J 

ffi L 
3MtM3 

L 
3fMt+M2JM3 

~M3 L 
J;MtM3 

L T]{M1 +lM2JM3 

~1 
-L....:. 

L 
]M1M3 

Lr a 6 1 .. yJM1M3 

L b 
6(1 .. L)M7M3 

L b -(1+-1 MtMJ + 
6 L 

+ ~ ft+yl M1 M4 

za c~a 

_b_MtM3-
3 

2 
L{a-c} M M -

6ad 1 3 

j (1 .. fjJM1M3 

L 0 2 
f2(1 +f+fjiMtM] 

'}.67 
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Generalisano pomjeranje f koje odgovara generalisanoj sili Q (sili, momentu 
savijanja iii uvijanja), odredujemo koristeci Castiglianov stav 

'M oM X 'M aMY I M aM, 
!= aas~Q =J x oQ dz+J y oQ dz+J , iJQ d:::. 

Elx Ely GI, 
(3) 

0 0 0 

Na raspolaganju nam je, jasno, i Maxwell-Mohrova metoda 

l I l 

I 
I

MXMX J IMYMY d IM,M, J-= ---tz+ --- z+ --t- .. 
. EI_, ElY GI, 

14) 

0 0 0 

gdje su Mx, Mr, M, momenti usljed jedinicne generalisane sile na mjestu gdjc sc trazi 
pomjeranje. Pri odredivanju vrijednosti integrala u (4) mozemo koristiti i Vcrcsca
gino~postupak. Od koristi je i tabela 12: I u kojoj su date vrijednosti intcgrala 

f M M d: za nekoliko karakteristicnih oblika funkcija M i M. 

P r i mj e r 12.4. 

Odrediti sve tri komponente pomjeranja tackc D nosaca na slici. Dato jc: 
F 1 =F 2 =10kN. 1/=lOkN m. a= I m, E=2.5G=2.5MN cm 2

. 

{a} {c) 

(d) !e) 
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Rjdenje: 

Geometrijske karakteristike poprecnih presjeka nosaca su: 
\ 

Iy,t =860 cm4
, 

Ix, 2 =4860 cm4
, 1 y , 2 = 1500 em\ I,, 2 =4000 cm4

. 

Dijagrami presjeenih sila prikazani su na sl. P 12.4 (a). Pomjeranje tacke D dobice
mo Maxwell-Mohrovom metodom (sl. P 12.4 (a) - (e)): 

2a 2a 

f 
M M fF2a·z Xv= ~dz= --dz= ... =5,33cm 
Ely, 2 Ely, 2 

0 0 

a 2a 2a 

f
M.M. d f MXMX d f M,M, d Yv= --- x+ --- z+ -- z= 
EI •. 1 Elx. 2 GI,, 2 

0 0 0 

x2 
a q ....::_ X 2a 

f 
2 f [F1 (a+z)+qaz] z 

= - - dx+ dz+ 
Efz, 1 Elx, 2 

0 0 

a2 -
2aq - a 

+f -
2
- dz= ... =8,73cm 

GI, ,2 
0 

a _ 2a a 2a 

Zv= fMYMY dx+f MYMY dz=fF2x·x dx + f F2a·a dz= ... =6,88cm. 
Ely, 1 EI y, 2 EI y, 1 EJ y, 2 

0 0 0 0 

12.3. Dimenzionisanje pri kombinovanom naprezanju 

Da bi se izvrsilo dimenzionisanje nosaca optereeenog na kombinovano (sloze
no) naprezanje, neophodno je odrediti kriticnu tacku nosaca, saglasno usvojenoj 
hipotezi o slomu. Za zilave materijale to znaci da treba naCi tacku u kojoj je najveCi 
smicuCi napon, odnosno najveea energija promjene oblika, zavisno da li se koristi 
III iii IV hipoteza o slomu, a za krte materijale treba naCi tacku u kojoj je najveCi 
maksimalni glavni napon, s obzirom da je za krte materijale prihvatljiva I hipoteza. 
Kako naCi kriticnu tacku, medutim, slozen je problem. Prvo treba ocijeniti koji je 
poprecni presjek kritican (opasari), pa zatim naci kriticnu tacku u tom poprecnom 
presjeku. Obicno se provjeri n!koliko poprecnih presjeka i tacaka u njima prije 
nego sto se dode do odgovora. Dakle, probanjem se ustanovi kritican presjek i 
tacka u njemu. Kod kosog savijanja kriticne tacke su najudaljenije tacke od 
neutralne ose opasnog popreenog presjeka, dok se u slucaju kombinacije savijanja i 
torzije mora provjeriti vise tacaka prije nego se zakljuci koja je kriticna. Ilustrova
cemo postupak dimenzionisanja i provjere kombinovano optereeenih nosaca na 
nekoliko primjera. 

24 Otpornost materijala 
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Primjer 12.5. 

Dimenzionisati nosac I profila koji je optereeen kao na sl. P 12.5 (a). Dato je: 
F=10kN, q=10kN/m, l=2m, cr4 =16kNjcm2

• 

Rje~enje: 

Nosac je optereeen na koso savijanje. pijagrami momenata savijanja u glavnim 
ravnima prikazani su na sl. P 12.5 (b). Kritican presjek je u ukljcltenju A : 
Mx=-25kNm, M"= - 20kNm {sl. Pl2.5(c)). Normalni napon u presjeku je 
definisan sa 

a njegova ekstremna vrijednost se javlja u uglovima presjeka, dakle za x = xmax i 
y = Ymax• pa dimenzionisanje vrsimo iz uslova 

crm•x= IMxl + IM>'I ~cr 
z:z w w d • 

X .)' 

tj. 

crm•x=IMxl (1 + Wx jM"I) ~cr. 
%% w w IM I d 

X }' X 

(a) 

w 
Pretpostavimo da je -2-=9. Tada iz (a) slijedi 

w" 

2500( 2000) - - 1+9 -- ~14 wx 2500 , 

i f~-~ -10 

F 
y 

A z A 
(cJ 

• 
It 

6> 

{b} 

Sl. P 12.5. 
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pa iz Tabliea pro fila nalazimo da je za I 40 profit: Wx = 1460 em3
, ·wY = 149 cm3

. 

Maksimalni normalni napon za ovaj profil je 

mllx _ 2500 2000 _ kN kN 
(J%Z ---+---15,13 -2 < 16--2' 

1460 149 em em 

pa zakljucujemo da treba usvojiti I 40 profil. 

Primjer 12.6. 

KoristeCi se hipotezom najveceg smicuceg napona odrediti preenik vratila 
opterecenog kao na slici. Datoje crd=14kN/em2

• 

Rjesenje: 

Dijagrami presjeenih sila prikazani su na sl. P 12.6 (a). U proizvoljnom 
popreenom presjeku se, dakle, javljaju momenti savijanja Mx i MY i moment torzije 

lkN 
fJkN 

1l 

y y 

f)OkNcm 

{b) 

(a) Sl. P 12.6. 

Mz, tj. moment savijanja M = JM;+M; i moment torzije M,. (sl. P 12.6(b)). Prema 
tome je: 

24° 
\ 

t 
le =1 =1 = - lo 

'> X y 2 

Mz 
'C= - r. 

Io 
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/ 
/ 

/ 

Kriticne tacke u svakom poprecnom presjeku su na obimu kruga : 

2M 
crm•• = - R 

zz I ' 
0 

Uporedni napon po hipotezi najveceg smicuceg napona je 

pa je 

J 2 2 
2R J 2 2 crupor = cr •• + 4t = - M + M . ~ crd . 
Io 

(a) 

Kritican presjek je onaj u kome je J M 2 + M; najvece. Provjerom nekoliko presjeka 
utvrdujemo d a je J M 2 + M; najvece u presjeku neposredno desno od presjeka D. U 
tom presjeku je 

J M1 + M; =JM; + M;+ M;=J402 + 1002 + 200Z = 227,16kNcm. 

Zamjenom u (a) dobijamo 

odakle je 

4 
- 3 ·227,16 ~ 14, 
nR 

R ~ 2,74cm, tj. D~5,48cm. 

Primjer 12.7. 

Dimenzionisati dijelove nosaca na sl. P 12.7 (a) respektujuCi hipotezu o najve
cem smicucem naponu. Dato je: F 1 = 10 kN, F2 = 8 kN, ad= 12 kN/cm 2

, L1 = 80cm; 
L2 = 100cm, L 3 = 50 cm . 

Rjei§enje: 

Dio C D je opterecen na savijanje momentom Mx i istezanje silom T. (sl. P 12.7 (b)), 
pa je 

r. Mx 
a =- +- y. 

•• . A I 
)C 

Kritican presjek u ovom dijelu nosaca je presjek C : 

4 64 

sto daje d ~ 7,5cm, pa usvaj amo d = 8cm. 
Dio BC je optereeen na koso savijanje i t orziju (sl. P 12.7 (c)). Kritican presjek 

je p resjek B u kome je; Mx= - lOOOkNcm, My=800kNcm, M
1
=500kNcm. 

K andidati za kriticne tacke u presjeku B su tacke I, II i III. 
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Tacka I: 

0' =amax=IMxl +IMYI JMxl (1 + Wx IMYI)= 1000 (1 +~ 800)~12 
upor zz W W JV W I M I W 2 10()() ~ 

X )I X )I X X 

Tack a II: 

aupor=al- a2 =Ja;% +4t2
' 

M>' 800 
a::= W =-1 -, 

)I - b3 
4 

M1 500 
t= w =o 346b3 

I ' 

1 2 4312 
a = - 132002+4·1445 =-3-~12, b~7,1 em. upor b3 V b 

Tacka III: 

aupor=O'l- a2 =Ja;% +4t2, 
Mx 1000 

0'%%= w =-3-, 
X -b3 

8 

M1 500 
t =k3 w =0,859 0 346 b3 

I ' 

~It Hem 

J . 
(b} 

SL P 12.7. 
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Prema tomeje b = max {7,88; 7,1; 6,72}=7,88cm, pa usvajamo b=8cm. 
Dio AB je optereeen na savijanje i torziju (sl. P 12.7 (b)). Kritican je presjek A 

u kome je M =J( -1300)2 + (800)2 = 1526 kNcm, M, = 1UOOkNcm. Najveei naponi 
su na obimu kruga: 

M D 48 848 crmax= - --
zz 1 2- rtD3 ' 

- rtif 
64 

M, D 16000 
'tmax= 1 2= rtD3 . 

- rt!Y' 
32 

Prema tome je 

crupor=cr, - (12 =Jcr;z+4't2 =~J48 8482 +4·160002 ~ 12, 
rtD 

sto daje D ~ 11,57 em, pa usvajamo D = 12 em. 

12.4. Rje:Savanje stati~ki neodredenih problema kombjnovanog naprezanja 

Sl. 12:6. 

Primjer 12.8. 

Ukoliko je broj nepoznatih reakcija v.eza veCi 
od broja statickih uslova ravnoteZe, kaiemo da je 
nosac staticki neodreden. Na primjer, na sl. 12:6 
imamo kombinovano opterecen prostorni ram uklije
sten u ta~ki A i zglobno vezan u tacki B, koji je tri 
puta staticki neodreden jer postoji 6 + 3 = 9 nepozna
tih reakcija veza, a samo sest jednacina ravnoteze. Pri 
rjesavanju ovakvih staticki neodredenih nosaca kori
stimo se ranije uvedenom metodom svodenja nosaca 
na staticki odreden uvodenjem staticki prekobrojnih 
generalisanih sila i zahtijevanjem da korespondentn~ 
generalisana pomjeranja budu jednaka nuli iii nekom 
poznatom izrazu. Pri tome se za odredivanje pomjera
nja najcesce koristi metoda deformacionog rada, tj . 
Castiglianov stav i kanonske jednacine. Rjesavanje 
staticki neodredenih problema kombinovanog napre
zanja ilustrovano je u primjerima koji slijede. 

Odrediti dijagrame presjecnih sila konstruk~ije na slici. Konzola AD se 
naslanja u tacki C na ram BC. Izvrsiti zatim dimenzionisanje. Dijelovi konstrukcije 
su kruznog poprecnog presjeka. Dato je: a=lm, F=20kN, crd=14kN/cm2

, 

G=0.4E. 

Rjesenje: 

Ako razdvojimo konzolu i ram, njihov medusobni uticaj mozemo predstaviti silom 
X, koju nalazimo iz uslova da je ugib konzole u tacki C 

374 

5 F (2a)3 

Vc = 48 El 
1 X (2a)3 

24 El 



 

jednak ugibu rama u tacki C 

Dakle, 

5 31 3131 313 - F (2a) --X (2a) = - Xa +-Xa + - Xa 
48 24 3 0,8 3 ' 

odakle dobijamo X =0,37F. Dijagrami presjeenih sila su prikazani na sl. P 12.8 (b) i 
(c). Kritican presjek je u ukljestenju A, pa dimenzionisanje vrsimo iz zahtjeva 

sto daje R ~6,7 em. 

11 
;/a 

'-

~/ a jF 
c D (a) 

X 

F 
z 

fbi (c} 

Sl. P 12.8. 

Primjer 12.9. 

Greda Z 20 profila optereeena je kontinualnim optereeenjem q duz cijelog 
raspona, au tacki C je poduprta sa dva stapa MC iNC (sl. P 12.9 (a)). Odrediti 
napon u ovim stapovima ako se oni zagriju za ~T=50°C. Dato je: q=lOkN/m, 
£ 1 =2·10S MN/m2 , E2 = 1<f MN/m2

, cx1 = 1,25·10-soc - 1 , d = 3 em. 

Rj esenje: 

Sa sl. P 12.9 (a) je 

(a) 
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pri cemu je 

S/1 
A/1 =--- ex1 /1 AT= .. . =0,0014S-0,1251. 

E1A1 

Velicina TJc=CC' mora biti jednaka ugibu grede AB (sl. P 12.9 (b)) u tacki C u 
pravcu Tl· S obzirom da je u pitanju koso savijanje, posmatrajmo ugibe posebno u 
glavnim ravnima xz i yz (st. P 12.9 (c)). Ugib u ravni xz je 

5 q,/ 1 (J'j S sin ex) /3 

Xc=-----
384 Ei, 48 E~1 

dok je ug~b u ravni yz 

5 q, f 1 (J'j Scosex) /3 

Yc=J84 EJx- 48 Ej" 

Projekcija rezultujuceg ugiba u pravcu 11 je (st. P 12.9 (d)) 

. 5 qf (cos
2 

ex sin
2 

ex) 1 J3 s r (cos
2 

ex sin
2 

ex) TJc=Xcsmex+yccosex=-- - - +-- - - ---+--
384 E2 Ix I1 48 £ 2 Ix I, ' 

odakle se dobija, s obzirom na geometrijske karakteristike Z 20 profila 
(/x=2510cm4

, / 7 =147cm\ tgex=0,313, cosex=0,9543, sinex=0,299), 

_ 5 10·~ · 106 (0,95432 0,2992
) 1 J3 S·23 · 1W (0,95432 0,2992

) 

Tlc- 384 lif·l0- 1 2510 +147 -48 1if·l0-1 2510 +147 ' 
tj. 

2m 

(a} 

f'[IT''~ ......... ____ _ __ ..,.,.... 
itlSsina 

)( 

376 
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(c) 

llc = 2-0,289S. 

Bz~ 

I !11 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

fYScoSQ. 

y 

8~ x a 

y 

(b) 

z 

{d) 

(b) 



 

ILjednacujuCi (a) i (b): 
2 .J3 (0,0014S - 0,1251) = 2 - 0,289S, 

dobijamo silu u stapovima S = 7,38 kN. Napon u stapovima je 

cr =~= 7'
38 

= 1 04kN/cm2. 
AI 321t , 

4 
Primjer 12.10. 

Za ram na sl. P 12.10 (a) odrediti dijagrame presjecnih sila, pa riaCi pomjeranje 
tacke D. Svi dijelovi rama su istog pravougaonog poprecnog presjeka dimenzija 
ax 2a. Dato je: F = 20kN, I = 1m, a= 10cm, E = 20MN/cm2

, G = 0,4E. 

Rje s enje: 

Nosac je dva puta staticki neodreden. Za staticki prekobrojne uzecemo sile u 
osloncu D (sl. P 12.10 (b)), pa kanonske jednacine glase: 

810 +811X1 +81~2 = 0 
(a) 

82o+821X1 + 82~z = O. 

Koeficijente 8ij odredicemo metodom Verescagina pomocu sl. P 12.10(c), kako 
slijedi: 

8 = -
1
- (- ~I· FI· ~ 1) +-1

- (-~ I · Fl·~ z)+-1 
( - I· FI·I) = - 6 47 FI

3 

10 Elc, 2 3 Elx 2 3 G/, ' Ea4 

820 = -
1
- (-~ I · FI·I) + -

1
- (- ~I· FI ·~ 1) + -

1
- (-I· Fl·I) =- 8,22 Fl

3 

Elc, 2 Ely 2 3 Gl, Ea4 

8 = -
1
- (~ I·L·~ t) +-1

- (~ t · l·~ z) +-1 
(t·I·I) = 6 47 !_ 11 Elc, 2 3 Elx 2 3 Gl, ' Ea4 

1 ( 1 2 ) 1 1 (1 2 ) 1 I
3 

822 = - - l · I ·- I +-(l · l·I)+- - I·I· - 1 + - (l·l·I) = 9,47 - 4 
El, 2 3 Elc, Ely 2 3 Gl, Ea 

1 (l ) 1 I3 012=- - l·I·I + - (l · /·1) =6,22 - 4. 
Elc, 2 Gl, Ea 

Zamjenom u (a) je sada: 
6,47X1 +6,22X2 =6,47F 

6,22X1 +9,47X2 =8,22F, 

odakle dobij amo X 1 = 0,449F, Y 2 = 0,573F. 
Dijagrami napadnih momenata . u nosacu prikazani su na sl. P 12.10(d). 

Pomjeranje tacke D dobicemo Verescaginovim postupkom mnozeCi dijagrame na sl. 
P 12.10(d) i (e): 

1 ( 1 ) 1 (1 ) Ff3 u 0 = - - - I·0,551 Fl·l + - - I ·0,427 Fl · l = 0,8675 - 4 = 0,08675cm. 
Elx 2 Ely 2 Ea 
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a 

~2a . l 
y 

_.f_ l 

8 a 

z ~'t-~ 
'Tl 

D 

(a) 

(d) 

F 

c 

Primjer 12.11. 

1 t 
{c) 

Sl. P 12.10. 

Za nosac na sl. P 12.11 (a) odrediti: 

a) reakcije u vezama i dijagrame presjecnih sila, 

b) ugib tacke B. 

Dato jc : q, I, a, G =0,4£. 
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Rj esenj e: 
Sl. P 12.1 I (a). 

Ako je geometrija nosaca u jednoj ravni a opterecenje upravno na tu ravan, tada su 
od presjecnih sila samo tri razliCite od nule, jer su jednake nuli sile u ravni nosaca i 
moment oko Qse upravne na ravan nosaca. Zato je gornji nosac samo tri puta 
staticki neodreden. Rijesicemo ga, umjesto preko kanonskih jednacina i deforma
cionog rada, prosto na sljedeCi naCin. Pretpostavimo da smo nosac razdvojili na 
mjestu B (sl.P 12.11 (b)). Tada na mjestu B ugib lijeve i desne konzole mora biti 
isti, nagib konzole CB u tacki B mora biti jednak uglu rotacije poprecnog presjeka 
B konzole AB, i nagib konzole AB u tacki B mora biti jednak uglu rotacije 
poprecnog presjeka B konzole CB. Dakle: 

¥;, [3 y3[2 qf Yll3 Yif2 
-----=----- --
3£1 2El 8EI 3EI 2EI 

Y21 qP Y11
2 fil 

- =--- ---
Glt 6EI 2EI EI 

Y1f2 l)l Y3l 
---- =-
2EI EI GI, 

Rjesavanjem ovog sistema jed!laCina 
nalazimo: 

yl =0,2ql, y2 =0,03qf2, 

Sl. P 12.11 (b). 

~ 
Pri tome ·je korisceno da je l=lx =1>'=- 11=0,14a4

• Dijagrami presje-
12 

cnih sila prikazani su na Sl. P 12.11 (c). 
b) Ugib tacke B nalazimo posmatrajuCi konzolu AB na sl. P 12.11 (b): 

Primjer 12.12. 
Odrediti vertikalno pomjeranje tacke C u kojoj djeluje vertikalna sila F na 

horizontalni ram. uklijesten u tackama A i B(sl. P 12.12 (a)). Ram je u obliku 
polukruga sa kruznim poprecnim presjekom {GJ, =0,8 EI). 

Rjesenje: 
Zbog simetrije posmatrajmo samo polovinu rama (sl. P 12.12 (b)). Nagib u tacki C 
mora biti jednak nuli, tj. 0 .;;~ 

- =0 oM ' c 
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O,Bql 0.03qt2 D.2ql O,OI.qt2 

,Bql 

@ 0,03ql 

QOSqt2 
Sl. P 12.11 (c). 

gdje je 

n/2 n/2 

d=f M; Rd9+f M; Rd9 
2EI . 2G/

1 

0 0 

deformacioni rad u posmatranom dijelu rama, a Ms i M1 su momenti savijanja i 
torzije u proizvoljnom poprecnom presjeku rama definisanom uglom e: 

Prema tome je 
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e e 
Ms=Mc cos9 - FR sin - cos -

2 2 

e e 
M1 =Mcsin 9-FR sin - sin - . 

2 2 

n/2 11/2 

J 
aMs J aMI M - M -

as;~ saM I aM -
- = c Rd9+ c Rd9=0, 
aMc EI G/1 

0 0 



 

odnosno 
~ ~ f ( Mccose-~FR sine) cosede+ 0:8 f [ Mcsine-FR~ (1-cose)J sine de =O, 

0 0 

~to daje nakon integracije Mc=0,32FR. 
Momenti savijanja i torzije u ramu su sada: 

1 
M 5 =0,32FR cos e- - FR sine 

2 

M1 =0,32FR sine - ~FR (1- cos e). 
2 

Vertikalno pomjeranje tacke C dobicemo iz Castiglianovog stava: 

n/2 n/2 

as;~ FR
3 {f ( 1 )

2 

1 f [ 1 ]
2 

} f= - =2- 0,32cose- - sine de +- 0,32sine- - (1-cose) de . 
aF El 2 0,8 2 

0 0 

FR3 

! =0254-. 
' El 

(a) 

Sl. P 12.12. 

Primjer 12.13. 

Odrediti pomjeranje tacke C nosaca od L 200 x 200 x 20 pro fila na sl. 
P 12.13 (a). Dato je : F= lOOkN, I= 1m, E=20MNjcm2

• 

31<1 



 

Rjesenje: 

Nosac je jedanput staticki neodreden. Nepoznatu reakciju X odredicemo uz uslova 
llc = 0, tj. iz uslova 

a .!II a .!ill a .Ji/2 
-=--+- - =0 ax ax ax · 

gdjc je .!II= .!111 + .!112 deformacioni rad u nosacu , S obzirom da je u pitanju koso 
savijanjc· u dijelovima nosaca, imamo 

J
21 

iJMx J21 

oM,. 2l M- M-
D.Ji/1 x ax r ax 1 ( 1 1) J oM~ d 
--= dz+ dz= - - +- M . -- z. 
ax Elx EI,. 2E IX I,. ~ ax 

0 0 0 

Sa sl. P 12.13 (b) je 

21 . 1 21 f M~ 00~c, dz = f Xz·zd=+ f [Xz - F (z-1)] zdz=2f3 (1,333X -0,417F), 

0 () 0 

tako da je 

() .!111 I ( I I ) 3 -=- - + - I (1,333X - 0,417F). 

Slil:·no nalazimo 
ax E Ix Ir 

21 21 

o.Jll, I(' ')J aM" 1 (1 1)J - -= )'7 -+·- M"-:1-dw=- - +- (2X-F)/·2ldw= 
iJX _[:_ /,. / v l.X 2£ /u / v 

.o 0 

=-- -+- I (4X - 2F). 

Pr~ma lt,m~o:. konacno 

1 (I 1) 3 

E IX I,, 

u.Jll 1(1 ') -=- -+- /3 (5,333X - 2,417F)=O, 
iJX E 1_. 1,. 

l'daklc je X = 0.453F. 
Komponcnta1na pomjeranja tacke C dobicemo pomocu sl. P 12.13 (c). Kom

ponenta pomjeranja u pravcu ~ ose je : 

21 - 21 - 21 - 21 -

j. MXMX f M,.My f M .. M.. f M.M. ~c= --dz+ --- dz+ --dw+ --dw 
El X El }' EI u . El v 

0 0 0 0 

F/3 FP FP F/3 

=0 1873 - - 0 1873 - +0094--0094 -
, EI ' El ' El ' EI 

X }' II V 

= (_!_- _!_) 0,0933 F/
3 

= ... =- 0,3 em, 
IX I}' E 
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pri temu iz Tablica pro fila nalazimo da je za L 200 x 200 x 20 profit: 

I"= 4540 cm4 =I v , 

Slicno nalazimo da je komponenta pomjeranja u pravcu :: ose: 

Zc=-
1 (_!_+.!._) OJ88F/3 = .. . =0,5cm. 

2E I u I v 

fb} 

2t 

(CJ 

Sl. P 12.13. 

3RJ 



 

13. STABILNOST GREDE 

13.1. Uvodne napomene 

Kao sto smo vidjeli, pod djejstvom spoljasnjeg opterecenja u gredi se javljaju 
naprezanj~ i deformacije, _pri cemu se u deformisanoj konfiguraciji uspostavlja 
ravnoteza izmedu spoljasnjih i unutrasnjih sila u gredi. Pri, tome smo, precutno, 
pretpostavljali da je deformisani ravnotezni oblik grede stabilan, tj. da mali 
poremecaj u optereeenju izaziva malu dopunsku deformaciju koja iscezava sa 
uklanjanjem poremeeaja. Na primjer, u analizi aksijalnog naprezanja grednog 
nosaca smatrali smo da je pritisnuti ravnotezni polozaj grede stabilan, tako da 
dodatna bocna sila F izaziva ugib koji nestaje nakon uklanjanja sile F, tj . greda se 
vraca u prvobitni pravi ravnotezni polozaj (sl. 13: 1 ). Moze se, medutim, dogoditi 
da gredni nosac (kao i drugi konstruktivni elementi, ploce, ljuske i sl.) budu takve 

p p 

Sl. 13: 1. 

p 

geometrije i tako optereceni 
da u deformisanoj konfigura
ciji zauzimaju nestabilan rav
notezni polozaj i da je dovo
ljan i najmanji poremecaj da 
izazove ttajno odstupanje od 
tog polozaja, koje ostaje i na
kon otklanjanja poremecaja. 
Gredni nosac pri tome gubi 
svoju nosivost i funkciju, i 
dolazi do njegovog sloma. 
Ovo se, naravno, u proracu-

nima konstrukcije mora sprijeciti, pa je nas zadatak u ovom poglavlju da ana
liziramo problem stabilnosti grednog nosaca. 

Klasicna jlustracija fenomena nestabilnosti moze se dati pomoeu eksperi
menta sa kuglom na udubljenoj i ispupcenoj podlozi (sl. 13: 2). RavnoteZni polozaj 
kugle na sl. 13: 2 (a) je ocigledno stabilan, jer ako se nekim poremecajem kugla 
izvede iz tog ravnoteznog polozaja, ona se vraca u njega nakon otklanjanja 
poremeeaja. Medutim, kugla na sl. 13:2 (b) je u nestabilnom ravnoteznom polozaju 
i dovoljan je i najmanji poremeeaj da je trajno izvede iz njega. p 

{a) 
Sl. 13:2. 

(b) 
Sl. 13:3. 
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Ekvivalentna situacija se javlja sa pritisnutim stapom. Iz iskustva je poznato 
da se dovoljno vitak stap pri dovoljno velikoj (kriticnoj) pritisnoj sili mozc izviti, sto 
vodi gubljenju njegove nosivosti i funkcijc kao konstruktivnog clcmenta (sl. 13: .1). 
Izvijanje pritisnutog stapa je, u stvari, fenomcn ncstabilnosti, jcr jc pri odredcnoj 
pritisnoj sili vertikalni ravnotczni polozaj stapa ncstabilan, i dovoljan jc najman.ri 
poremecaj (recimo, slucajno bocno djejstvo) pa da sc stap izvijc, tj. pocnc naglo da 
savija i uskoro slomi. 

3::E
-::: --- -=-=> 

I I 

iP Pi 
I I 
I I 

b..:.=- - - - =J 

(a) 
(b) (c) 

SL 1J ..\ 

Slicna situacija, tj. nastanak sloma usljcd fcnomcna ncstabilnosti. ja'.ija sc 1 u 
mnogim drugim slucajcvima. Na primjcr_ na sl. 1.1:4 (a) prikazan jcAvijcni oblik 
uske konzole oplerecene na savijanjc kriticnom silom F. Na sl. 13: ...J. (b) prikazan jc 
izvijeni oblik tankozidne cijevi pod djcjstvnm kriticne sile pritiska P. dok jc na sl. 
1.1:4 (c) prikazan izvijeni oblik tankozidne cijcvi pod djcjst vom kriticnog mumcnl<~ 
torzije M,. Mi cemo se ograniCiti samo na analizu stahilnosti pritisnutih gn;dnih 
nosaca (tj. stapova ili stubova). Analizu ccmo ;apoccti tako ;to ccmo pn·,, 
posmatrati gredni l10SaC koji je Op!CfCCCI1 istOVfCl1lC!10 bocnim Oplcrcccnjcm I 

pritisnom silom, i ustanoviti uticaj pritisnc silc 1ia vclicinu ugiba nosaca. Vidjcccmo 
da pri odredenoj (kriticnoj) sili pritiska, bcz obzira koliko malo jc bocno optcrceT
nje, dolazi do pojave velikih ugiba, tj. do gubitka nosivosti i sloma grcdc. 0\o JC 
direktno u vczi sa fenomcnom nestabilnosti rritisnutc grcdc, o ccmu jc zatim 
detaljno rijec. 

13 .2. Uticaj aksijalne sile na ugib grede 

Ukoliko su optcreccnje i dcformacijc nosaca tahi da sc dcformisana konfigu
racija neznatno razlikuje od nedeformisanc, mozc sc smatrati pri postavljanju 
uslova ravnotc:le i izvodenju izraza za napon da optercccnje djejstvuje u nedeformi
sanoj, a ne u deformisanoj konfiguraciji, kakav jc zaista s!ucaj. Na primjer, na sl. 
13:5 (a) je prikazana greda optcreccna silama F 1 i F2 Evidentno je da je uticaj 
malih deformacija (tj. ugiba) ove grede na raspodjclu momenta i transfcrzalne sile u 
gredi toliko zanemarljiv da se moze smatrati da opterccenje djejstvuje u nedeformi-

1'2 

(a) (b) 

Sl. 13:5. 

25 Otpnrno:-.t rna!crijala 
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sanoj konfiguraciji (sl. 13:5 (b)). OgranicavajuCi se na male elasticne deformacije, 
vidjeli smo zatim da zbog linearnosti izvedenih jednaCina vazi princip superpozicije, 
tj. napon i deformacija od nekoliko opterecenja mogu se dobiti sabiranjem napona, 
odnosno deformacija od pojedinacnih opterecenja. Ima, medutim, slucajeva kada 
se, uprkos malim deformacijama, ne moze smatrati da opterecenje djejstvuje u 
nedeformisanoj konfiguraciji, vee se mora posmatrati deformisana konfiguracija i u 
odnosu na nju postavljati uslovi ravnoteze i ostale jednacine. Takav je slucaj sa 
vitkom gredom istovremeno izlozenom aksijalnoj sili i bocnom opterecenju (sl. 
13: 6). Ocigledno, moment savijanja u proizvoljnom poprecnom presjeku deformi
sane konfiguracije je 

dok bi moment racunat u odnosu na nedeformisanu konfiguraciju bio 

1 2 
Mx (z)= YAz--qz . 

2 

z 

Sl. 13:6. SL 13:7. 

(1) 

(2) 

Isti je slucaj sa ekscentricno pritisnutom gredom (sl. 13: 7). Moment savijanja u 
proizvoljnom poprecnom presjeku deformisane konfiguracije je 

Mx (z)=P (e+v), (3)" 

sto je, u slucaju vitkih greda za koje v moze biti reda veliCine ekscentriciteta e, 
sasvim razliCito od momenta koji se dobija u odnosu na nedeformisanu konfigu
raciju 

Mx (z)=Pe. (4) 

OCigledno je iz (1), odnosno (3), da moment savijanja nije proporcionalan sa 
aksijalnom silom, jer ugib v zavisi od sile P. Prema tome, princip superpozicije za 
aksijalne sile ne vazi. 

13.2.1. Diferencijalne jednaCine pritisnute savijene grede 

Vitku gredu istovremeno opterecenu aksijalnom silom i bocnim opterecenjem 
zvacemo pritisnuta savijena greda. Izdvojimo na proizvoljnom mjestu elemenat ove 
grede duzine dz izmedu dva presjeka grede upravna na z osu (sl. 13: 8). Iz uslova 
ravnoteze da je suma svih vertikalnih sila koje djeluju na uoceni elemenat jednaka 
nuli, dobijamo 
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tj. 
dTY 
-=-q. 
dz 

(1) 

Iz momentnog uslova ravnoteze imamo 

dz dv 
Mx+qdz 2 +(Ty+dTy)dz-(Mx+dMJ+P dz dz=O, 

tj. 

(2) 

p p z 

v 

y 

Sl. 13:8. 

Ogranicav.ajuCi se na male deformacije grede kod kojih se krivina deformisane ose 
grede moze aproksimirati sa d2 vjdz2

, imamo 

d2v 
Elx dz2 =- Mx. (3) 

KombinujuCi (3) sa (1) i (2) dobijamo: 

d3v dv 
EI -+P-=-T 

x dz3 dz Y 
(4) 

(5) 

JednaCine (1)- (5) su osnovne diferencijalne jednacine pritisnute savijene grede. 
Ako je aksijalna sila P jednaka nuli, ove jednaCine se svode na ranije izvedene 
jednaCine za savijanje bocnim opterecenjem. 

Sl. 13:9. 

25• 

N apomena: Lako je pokazati da je 
transferzalna sila u presjeku upravnom na 
deformisanu osu grede (sl. 13: 9) jednaka 

tako daje 

dv 
V=Ty+P dz' 

dMx 
~=V. 
dz 
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13.2.2. Koncentrisana bocna sila na pritisr,utoj gredi 

Neka je prosta greda pritisnuta silama P i opterecena bocno koncentrisanom 
silom F (sl. 13: 10). Momenti savijanja lijevo i desno od koncentrisane sile su, 
respektivno: 

Fa 
Mx (z)=-z+Pv 

l -

F (l- a) 
Mx (z) l (1-z)+Pv, 

pa su diferencijalne jednaCine elasticne linije savijene grede: 

d2v 2 F (l- a) l- z 
-+k v=- l-a~z~l, 
dz2 Elx l ' 

gdje je uvedena oznaka 

F 
p 

v l-a a 

y 
Sl.13:10. 

Opste rjesenje jednacina (3) i (4) je: 
. Fa 

v=Acoskz+Bsm kz--z 
Pl 

F (l-a) 
v=Ccoskz+Dsinkz- (l-z). 

Pl 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Integracione konstante A, B, C, D odredujemo iz uslova da je ugib jednak nuli na 
krajevima grede (za z = 0 i z = 1), i da je ugib i nagib na mjestu z = l- a isti racunat s 
lijeve, odnosno desne strane. Na taj naCin dobijamo: 

A=O, 

Fsin ka 
B , 

Pk sin kl 
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C= -Dtgkl 

Fsink (l-a) 
D=------

Pktg kl . 

(8) 



Zamjenom (8) u (6) i (7) dobijamo: 

Fsinka Fa v= sinkz--z, 
Pk sin kl PI 

O~z~l-a (9) 

Fsink (1-a) . F (l-a) 
v = sm k (1- z)- (l- z) 1-a~ z ~I (1 0) 

Pksin kl PI ' ' 

sto definise oblik elasticne linije pritisnute grede optereeene koncentrisanom hoc
nom silom. 

U specijalnom slucaju kada sila F djeluje na sredini grecle, maksimalni ugib 
gredeje ~ 

(11) 

odnosno 

FP 3 (tg El- 9) F/3 

v =-- --x(9) 
max 48£/ X 93 48£/ X ' 

(12) 

gdje je uvedena oznaka 

9=~~=~/J;x. (13) 

Evidentno je iz (12) da prvi faktor (FP j48EIJ -predstavlja ugib grede samo od 
koncentrisane sile F, dok drugi faktor (x (9)) predstavlja uticaj aksijalne sile na 
ugib. Analizom izraza 

x (9) 3 (tg 9- 9) 
93 

1[ 

(14) 

vidimo ako je sila P mala, tj. 9 malo, tada x (9)->1. No, ako 9->-, tj. ako je sila P 
jednaka 2 

2 E/x 
pkr=:n: r' (15) 

tada x (9)->oo, tj. pri aksijalnoj sili pritiska datoj sa (15) i najmanja sila F izaziva 
velike (teorijski beskonacne) ugibe grede. Zato se vrijednost pritisne sile (15) zove 
kriticna vrijednost pritisne sile i oznacava sa P kr· Cinjenica da pri pritisnoj sili 
P = P kr i najmanja bocna sila F izaziva beskonacno velike ugibe u stvari znaCi da je 
pritisnuti ravnoteini polozaj grede pod kriticnom silom Pkr nestabilan i da greda pri 
najmanjem bocnom poremecaju napusta ovu nestabilnu konfiguraciju, poCinje da se 
savija (izvija) i uskoro lomi. 

Koeficijent 9 definisan u (13) mozemo sada izraziti, koristeCi (15), u obliku 

:n:JP 9=2 pkr' (16) 

tj. 9 zavisi samo od odnosa P/Pkr· 
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Moment savijanja u gredi dobijamo unoseCi nadeni izraz za ugib (9) i (10), a 
(I). odnosno (2). Za pritisnutu gredu opterecenu koncentrisanom bocnom silom na 
sredini raspona dobijamo da je maksimalni moment 

(17) 

I ovdje prvi faktor (Fl,t4) predstavlja moment od bocne sile, dok drugi faktor (A. (8)) 
predstavUa uticaj aksijalne sile na vrijednost maksimalnog momenta. Ocigledno je 

11: • 

ako 8->2, tj. P->Pkr, maksimalni moment raste neograniceno bez obzira koliko je 

mala sila F, jer 

. tg 8 
A (8) = ---->X. e ( 18) 

Jasno je. medutim, fizicki da se uprkos djejstvu kriticne pritisnc sile ne mogu 
javiti beskonacno veliki ugibi. tj. beskonacno veliki moment u gredi. Mi smo dobili 
beskonacno velike vrijednosti ovih velicina zato sto smo koristili aproksimativni 
izraz za krivinu elasticnc linije 

p (! 9) 

koji vazi samo za male ugibe. No. kada se pritisna sila priblizava kriticnoj 
vrijednosti (15). ugibi postaju toliko veliki da se za krivinu elasticne linije vise ne 
moze koristiti ( 19), vee se mora uzeti tacan izraz za krivinu 

p (I +z-'2)3 2' (20) 

ina osnovu njcga formirati dif~rencijalna jcdnaeina elasticne linije. Ukoliko bi tako 
po~tupili i proslijedili sa daljom analizom. dobili bismo konacne vrijednosti za ugib, 
s tim sto bismo vidjeli da nakon sto smo dostigli kriticnu silu pritiska. ugibi dalje 
naglo rastu i sa ncznatnim porastom pritisne sile. 

Ociglcdno je iz (9) i ( 1 0) da je za dato P ugib proporcionalan sa F. ali je 
nelinearno povczan sa P. Zato se u analizi savijanja pritisnutih greda princip 
superpozicije moze koristiti samo u sljedecem obliku: ugib grcde pritisnute silom Pi 
opterccene bocnim silama F 1 i F2 jednak je zbiru ugiba grcdc pritisnute silom P i 

p 

zs: 
Sl. 13: 11. 

optcrecenc bocnom silom F 1 • i gredc pritisnute silom P i opterecene bocnom silom 
F 2 , kao sto je skicirano na sl. 13: II. Naravno, princip superpozicije u odnosu na 
pritisnc silc ne vazi. 
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13 .2.3. K ontinualno optere('·enje po pritisnutoj gredi 

Diferencijalna jednaCina elasticne linije grede pritisnute silom P i opterecene 
bocno ravnomjerno rasporedenim opterecenjem q (sl. 13: 12) je 

cfr d2 r· 
Elx-+P -- --=q, 

· dz4 d::2 

odnosno 

gdje je uvedena oznaka 

pFq ~p 
I 

yj 
Sl. U: 12 

Opste rjcsenje jednacine (2) je 

q:::2 
r·=Asink:::+Bcosk:::+C::+D+ . 

2P 

Integracione konstante A, B. C. D odredujemo iz granicnih usllwa: 

za :::=0 i :::=1, 

odakle dobijamo: 

q I -cos k/ 
.4 = 7 

k-P sin kl 

Maksimalni ugib je na sredini grcdc 

Scj/'1-
r = 
""" 3X4EI, 

a maksimalni moment 

I~ (2 sec 0- 2 

so-+ 

ql 
C= -

;:p 

(I) 

(::) 

(-1-) 

(5) 

(6) 

i/-,) 
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pri cemu je, kao i u prethodnom odjeljku, 

e =~ kt = ~ k J P . 
2 2 EIX (9) 

P->Pkr, pri cemu je opet 

n: Ocigledno je iz (7) i (8) da vmax i Mmax teze u beskonacnost kada e->-, tj. kada 
2 

(10) 

13.2.4. Savijanje spregovima pritisnute grede 

Neka je greda pritisnuta silom P i opterecena spregovima M A M 
8 

na 
osloncima (sl. 13: 13). Diferencijalna jednacina elasticne linije je 

a granicni uslovi: 

z=O v=O, 

z=l v=O, " MB 
v =- EI ' 

X 

(2) 

pa kao rjesenje dobijamo 

v = M 8 (sin kz _ :._) + M A [sin k (l- z) 
P sin kl l P sin kl 

1-z] 
l . (3) 

p 
p 

v 

y 

Sl. 13:13. 

U slucaju jednakih spregova (M A= M 
8 

= Wl) imamo 

WlZZ 2 [ ( 2z) J V=-- COS 1-- e-cose , 
8E!x ez cos e / (4) 
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tako da je maksimalni ugib 
Wll 2 2 (1- cos e) 

·v =--
max SEI X e2 cos e 

(5) 

gdje je 

(6) 

Lako se dalje nalazi da je maksimalni moment savijanja 

M max= Wl sec e. (7) 

1t 
OCigledno je da i u ovom slucaju vmax->oo i Mmax-)00 kada e->2, tj. kada se 

pritisna sila P priblizava kriticnoj vrijednosti 

(8) 

Dobijene rezultate mozemo koristiti i za ekscentricno· pritisnutu gredu (sl. 
13: 14) stavljajuCi Wl = P e, gdje je e ekscentricitet sile. Naravno, ukoliko greda nije 
'Vitka, tj. ako je poprecn~ presjek veliki u odnosu na duzinu grede, ugibi grede su 
mali u odnosu na ekscentricitet sile e i mogu se zanemariti pri racunanju momenta, 
tj. uzeti da je moment konstantan duz ose grede i jednak M = P e. Isti je slucaj i ako 
je greda vitka, a sila p mala: tada e->0, tj. sece->1, paje moment opet konstantan 
duz ose grede. No, za vitke grede opterecene sa velikom silom Psituacija se sasvim 
mijenja, i ako P->Pkr maksimalni ugib i moment oboje neograniceno rastu. Zato se 
pri djejstvu kriticne pritisne sile javljaju veliki (neograniceni) ugibi i pri najmanjem 
ekscentricitetu sile, sto u stvari znaCi nestabilan ravnotezni polozaj grede pritisnute 
kriticnom silom. 

Sl. 13: 14. 

N apomena: U prakticnim proracunima maksimalnog ugiba pritisnute grede 
bocno opterecene (silom, spregovima iii kontinualnim opterecenjem) moze se 
koristiti priblizan izraz 

1 
Vmax=Vo --p-, 

1-
pkr 

(9) 

gdje je v0 maksimalni ugib od bocnog opterecenja bez pritisne sile. Izraz (9) je 
p 

dovoljno tacan pod uslovom da P/Pkr nije suvise veliko. Na primjer, za -<0,6 
pkr 

greska u koriscenju izraza (9) je manja od 2%. 
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13.2.5. Uti!:aj pocetne krivine na ponasanje pritisnute grede 

Ako se greda koja ima malu pocetnu krivinu u neopterecenoj konfiguraciji 
optereti samo poprecnim (bocnim) silama, mala pocetna zakrivljenost grede nema 
uticaja na dalje savijanje grede, i njen ukupni ugib dobijamo sabiranjem pocetnog 
ugiba (v0 ) sa ugibom usljed savijanja silama sracunatog za pravu gredu (vd. Ako je, 
medutim, greda sa pocetnom krivinom opterecena na pritisak silama P (sl. 13: 15), 

p p z 

r
~-bJYa--~ 

v v1 
v 

y 
Sl. 13: 15. 

tada pocetna krivina ima znacajan uticaj na dalje ponasanje, tj. ugib grede. 
Pretpostavimo, na primjer, da je pocetni oblik ose grede dat sa 

. 1tZ 

v0 =asin I' (1) 

gdje je a poeetni ugib na sredini grede. Pod djejstvom sile P javlja se dodatni ugib 
v1 , tako da je ukupan ugib 

v=v0 +v1 . 

Dodatni ugib v1 povezan je sa momentom savijanja 

Mx=P (v0 +v1 ) 

preko diferencijalne jednaCine 

odakle je 

uz ranije uvedenu oznaku 
p 

k2=
EIX 

Opste rjesenje diferencijalne jednaCine (5) je 

r:l 1tZ 
v1 =A sin kz+ B cos kz+ 1_ a. a sin/' 

gdje je uvedena oznaka 

k2 F P 
a.=--=-

1t2 pkr. 
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(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 



Iz granicnih uslova: 

v=O za z=O 

dalje slijed1 da je A = B = 0, tako da ostaje 

Cl. . 1t 

Ukupan ugib je 
v1 =--asm-z. 

1-cr l 

z=l 

a . n 
v=v0 +v1 =--sm-z. 

1-cr l 

Maksimalni ugib se javlja na sredini grede i iznosi 

a 
vmax=-1-, 

-CJ. 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

1 
tj. pocetni ugib a je uvecan -- puta. Jasno je sada ako cr->1, tj. ako P->Pkr, gdje 

1-cr 
je 

(13) 

maksimalni ugib neograniceno raste, bez obzira koliko je mali ugib a usljed pocetne 
zakrivljenosti grede. Zato se pritisna sila definisana sa (13) i ovdje naziva kriticna 
sila pritiska, jer se pri njoj i usljed najmanje nepravilnosti u geometriji grede (tj. 
njene zakrivljenosti koja nastaje, recimo, pri izradi grede) javljaju neograniceni 
ugibi, tj. slom grede. Ponovo, dakle, dolazimo do zakljucka da je pravolinijski 
ravnotezni polozaj grede pritisnute kriticnom silom nestabilan, jer i najmanji 
poremecaj u geometriji grede (mala zakrivljenost grede) vodi neogranicenim ugibi
ma i slomu grede. 

Primjeri 

U narednih nekoliko primjera ilustrovacemo primjenu teorije pritisnute savi
jene grede sa akcentom na odredivanju maksimalnog normalnog napona u gredi, 
dimenzionisanju grede i odredivanju dijagrama presjecnih sila u gredi. 

Primjer 13.1. 

Za nosac na slici odrediti maksimalni ugib i maksimalni norm~lni napon 
uzimajuCi u obzir uticaj aksijalne sile na savijanje. Dato je: P=8kN, F=l kN, 
l=2m, bxh=2x4cm, E=20MN/cm2

• 

Rje8enje: 

Maksimalni ugib dobicemo iz izraza (13.2.4: 9) 

Vmax=Vo --p-' 
1-

pkr 

(a) 
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gdje je: 

tako da je 

p 

y 

Ff3 
v0 =--=0,781 em, 

48£/x 

Sl. P 13.1. 

1 
Vmax=0,781

1
_

0
:
15 

0,919cm. 

z 

p 
-=015 p ' ' 

kr 

OCigledno, Vo = 85% vmax· Maksimalni normalni napon dobij"amo iz izraza 

p Mmax 
pri cemu je: crmax=-+--, (napoil potiska) 

A Wx 

16 
W =-cm3 

X 3 > 

pa je 8 57,35 2 
crmax=s+16= 11,75 kN/cm . 

3 
Vrijednost maksimalnog napona sracunata bez uticaja aksijalne sile na moment je 

Fl 

p 4 0 

-+-=10,38=88% crmax· 
A Wx 

Napomena: Umjesto pribliznog izraza (a) za vmax mogli smo koristiti i tacan 
izraz (13.2.2: 12) 3 (tg 9 _ 9) 1 fk 

Vmax=Vo 9=-l -. 
93 2 Elx 

Primjer 13.2. 

UzimajuCi u obzir uticaj aksijalne sile na savijanje, dimenzionisati nosac na sl. 
P 13.2 (a). Aksijalna sila P jednaka je cetvrtini kriticne pritisne sile. Dato je: 
q=20kNjm, l=6m, E=20MNjcm2

, crd=14kNjcm2
• 

p 

v 

y Sl.P 13.2 (a). 
y 
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Rjesenje: 

Karakteristike poprecnog presjeka grede su: A=36t2
, lx=123t4

, Wx=32f. Dimen
zionisanje vrsimo iz uslova O"max ~ad, gdje je: 

p Mmax 
O"max= A +w

x 

5ql4 

v =---=131 2t-4 
0 384EI ' ' 

X 

12 (2 sec e- 2- 82
) 

Vmax=Vo 

Zamjenom brojnih vrijednosti dobijamo: 

paje 

tj 0 

vmax = 137 ,2t-4 0 1,3345 = 183,lt-4
, 

1 1 Elx 
P=-Pk =-n:2 -=1686f 

4 r 4 f2 ' 

Mmax=9000+3087=12087 kNcm, 
qfZ 

M0 =-=9000=74,5% Mmax' 
8 

16,86t4 12 087 
0" max= --2-+ --3- ~ 14, 

36t 32t 

(a) 

Rjesenje nejednaCine (a) dobicemo graficki kao sto je prikazano na sl. P 13.2 (b). Sa 
sl. P 13.2 (b) vidimo da je nejednakost (a) zadovoljena u intervalu tE[3, 6; 4, 8], pa 

9 t{cm} 

Sl. P 13.2 (b) .. 

usvajamo, recimo, t =4 em. Korespondentna pritisna sila je P = 16,86 ·4
4 

= 
=4316kN =4,3 MN. 
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Primjer 13.3. 

Provjeriti otpornost nosaca na sl. P 13.3. Profil nosaca je I 20. Poznato,je: 
P=250kN, e=6,5cm, era= 16kN/cm2, E=20MN/cm2. 

z 
p 

y 

·Y 
Sl. P 13.3. 

Rjesenje: 

Karakteristike profila 120 su: A=33,5cm2, Jx=2140cm4
, Ymax=lOcm, ix=8cm. 

Provjeru otpornosti nosaca vrsimo iz zahtjeva cr max~ cr d• gdje je: 

p Mmax 
crmax=A+-

1
-Ymax (max. napon pritiska), 

X 

Mmax=9Jlsece, 9R=Pe, 

Dakle, 

J
-

p eymax I P 
crmax=-[1+-.2 sec(-. -.)]· 

A lx 2zx EA 
(a) 

Formula (a) naziva se sekantna formula. Zamjenom brojnih vrijednosti dobijamo 

kN kN 
crmax= 15,37--2 <cra=16--2' 

em em 

tj. nosac zadovoljava provjeru otpornosti. 

Primjer 13.4. 

Uzimajuci u obzir uticaj aksijalne sile na savijanje, nacrtati dijagrame pre-
1 EI 

sjeenih sila konzole na sl. PB.4 (a). Dato je: F, l, Elx, P= 
16 

1t
2 y· 
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Rjdenje: 

DiferencijalQa jednacina elasticne linije je 

Mx (z)= -F (1-z)- P (f-v), 

tj. 

v"+k2v=k2 
[: (l-z)+fl 

k2=~ 
EIX' 

Cijom integracijom dobijamo 

v 

y 

I 

z 

Sl. P 13.4 (a). 

v=Acos kz+B sin kz+ F (l- z)+ f. p 

Integracione konstante odredujemo iz granicnih uslova: 

z 

f 

v (O)=v' (0)=0, v (l)=f=A= -(: l+f), B=~;, f=: cgkkl -t), 
tako da je lF F 

v=k p (sin kz- tg kl cos kz)+ p (l- z)+ f 

Moment savijanja u konzoli je 

tg kl cos kz- sin kz 
M (z)=-El v"=-Fl------

x. X kl ' 

a transferzalna sila 

dMx 
V (z) =-=F (cos kz + tg kl sin kz). 

dz 

1,27FI 
1,00FI 

k if 1t . 
Kako je I= -[=-, dobtjamo ko

Elx 4 
nacno: 

{ n z . n z 
Mx(z)=-1,27Fl\os <--;ry)- sm (--;ry 

{ nz . nz) 
V(z)=F\cos <--;ry) + sm <--;ry) 

Sl. Pl3.4(b). sto je dijagramski prikazano na sl. 
P 13.4 (b). Crtkano su naznaceni dijagra

mi koji se dobijaju kada se zanemari uticaj aksijalne sile P na savijanje. 
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13 .3. Izvijanje grede 

U prethodnom poglavlju smo vidjeli da ukoliko aksijalna sila pritiska do
stigne kriticnu vrijednost, dovoljna je i najmanja poprecna sila iii ekscentricnost u 
djejstvu aksijalne sile, kao i najmanja pocetna zakrivljenost grede, pa da se jave 
veliki (neograniceni) ugibi i deformacije. Ovo je, u stvari, posljedica fenomena 

nestabilnosti pritisnutog grednog nosaca. Nairne, ako se idealno prav 
stap optereti na pritisak silom koja je manja od kriticne, on ostaje prav 

p i trpi samo aksijalnu kompresiju. Pri tome je stap u polozaju stabilne 
ravnoteze, sto znaCi ako na njega djejstvujemo bocnom silom i izazove
mo bocna pornjeranja, ova pomjeranja nestaju sa uklanjanjem bocne 
sile, tj. stap se vraca u prvobitni pravi polozaj. Ako, medutim, pritisna 
sila raste i dostigne kriticnu vrijednost, ravnoteza stapa, tj. pravolinijski 
deformisani oblik stapa prestaje da bude stabilan. Bocna sila izazvace 
ugibe koji ostaju i nakon uklanjanja bocne sile, tj. stap se ne vraca u 
prvobitni pravi oblik. Kriticna sila se zato moze definisati i kao sila 
pritiska koja je dovoljna da odrzi stap u savijenom ravnoteznom 
polozaju (sl. 13: 16). Gubljenje stabilnosti pravolinijskog ravnotcznog 
polozaja pritisnutog stapa pri djejstvu kriticne sile pritiska, tj. prelazak 
stapa u savijeni ravnotezni oblik, nazivamo izvijanje pritisnutog stapa 

SL 13 ln. (iii grednog nosaca). Kriticna sila pritiska pri kojoj se javlja izvijanje 
zove se kriticna sila izvijanja. 

Jasno je iz izraza za kriticnu silu koji su izvedeni u prethodnom poglavlju da 
vcliCina kriticne sile ne zavisi od vrste i velicine bocnog opterecenja koje moze 
djelovati na grednom nosacu. Velicina kriticne sile, medutim. zavisi od granicnih 
uslova, tj. nacina oslanjanja grede. Da bismo ovo pokazali, posmatracemo cetiri 
karakteristicna slucaja oslanjanja grede i izvesti izraze za korespondentne kriticne 
sile izvijanja. Ovc slucajeve je svojevremeno prvi proucavao Euler, pa se nazivaju 
osnovni Eulerovi slucajevi izvijanja grednog nosaca. 

13.3 .1 . Osnorni Eulerori slui'ajn·i i:::z·ijunja 

U zavisnosti od naC:ina oslanjanja grednog nosaca, razlikujemo cetiri osnovna 
(karakteristicna) slucaja izvijanja, koja su prikazana na sl. 13: 17. Nas je zadatak da 
za svaki od njih odrcdimo kriticnu silu pri kojoj dolazi do izvijanja. 

p p p 

I II III IV 
Sl. 13: 17. 
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I. Greda zglavkasto oslonjena na oba kraja 

Posmatrajmo gredu zglavkasto oslonjenu na oba kraja 
koja se pod djejstvom kriticne sile P nalazi u izvijenom ravno
teznom polozaju (sl. 13: 18). Moment savijanja u presjeku na 
udaljenju z od donjeg oslonca je 

M=Pv, (1) 

gdje je v ugib grede, tj. ordinata elasticne linije izvijene gre¢e. 
Diferencijalna jednacina elasticne linije je Qnda 

d2v 
El-=-Pv 

dz2 ' 
(2) 

gdje je I minimalni moment inercije poprecnog presjeka grede 
(I =!min), s obzirom da ce se pri izvijanju greda izviti u ravni 
minimalne krutosti na savijanje. UvodeCi oznaku 

diferencijalna jednaCina (2) postaje 

Opste rjesenje ove jednaCine je 

v =A cos kz + B sin kz, 

p 

Sl. 13:18. 

gdje suA i B integracione konstante koje odredujemo iz granicnih uslova: 

v (0)=0, v (1)=0. 

Iz prvog od granicnih uslova (6) slijedi da je A =0, a iz drugog slijedi 

Bsin kl=O, 

\f 

(3) 

(4) 

(5) 

{6) 

(7) 

odakle mora biti iii B=O iii sin kl=O. No, ako je B=O, nema ugiba, pa, dakle, ni 
izvijanja. Zato mora biti sin kl = 0 (ukoliko se no sac izvio ), tj. 

kl=nrc, (8) 

gdje je n = 1, 2, 3, ... JednaCina e!asticne linije je 

. nn 
v=Bsm--z I , (9) 

sto je prikazano na sl. 13: 19 za razne vrijednosti n. Svakom od ovih oblika elasticne 
linije odgovara vrijednost kriticne sile izvijanja prema obrascu 

2 2 EI 
Pk,=n n: [2 (10) 

koji dobijamo ako (8) unesemo u (3). Ukoliko bocno pomjeranje nekih tacaka duz 
ose -grede nije sprijeceno, jasno je da ce do izvijanja doci pri najmanjoj vrijednosti 
kriticne sile, koja se dobija iz (1 0) za n = 1 

2 
El 

Pk,=n [2' (11) 

26 Otpornost materijala 
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a stap ce se izviti kao na sl. 13: 19 (a), tj. saglasno jednaCini 

(a) (b) 

. 1t 
v=Bsin 1 z. 

Sl. 13:19. 

(12) 

n=3 

(c) (d) 

Pri ovome je konstanta B=v (D u (12) neodredena moze imati bilo koju 

vrijednost u okviru ogranicenja na mala pomjeranja. Ovo je posljedica koriscenja 

aproksimativnog izraza za krivinu elasticne linije (~~ v") u diferencijalnoj jednaeini 

(2). Da smo koristili tacan izraz za krivinu (13.2.2 :20), dobili bismo nelinearnu 
diferencijalnu jednaCinu elasticne linije Cijom integracijom slijede jednoznacne 

p vrijednosti ugiba v (l) za sve 

0 Sl. 13:20. v(//2) 

II. Greda uklije8teoa oa jedoom kraju 

vrijednosti pritisne sile P. Ovo 
rjesenje, medutim, pokazuje da 
nakon .sto sila P dostigne kri
ticnu vrijednost (11 ), ugibi naglo 
rastu i sa neznatnim porastom 
sile (sl. 13: 20), sto objasnjava 
neodredenost dobijenu u linear
noj teoriji (crtkano prikazano na 
sl. 13: 20). 

Neka je konzola pritisnuta kriticnom silom izvijanja presla u izvijeni polozaj 
kao sto je prikazano na sl. 13:21. Nadimo vrijednost korespondentne kriticne sile. 
Moment savijanja u proizvoljnom poprecnom presjeku grede je 

M=-P(f-v), (13) 
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gdje je sa f oznacen ugib na kraju konzole. Diferencijalna 
jednacina elasticne linije je 

Elv"=P (j-v), (14) 

tj. 
(15) 

gdje je, kao i prije, 

(16) 

Opste rjesenje diferencijalne jednaCine (15) je 

v =A cos kz + B sin kz +f. 

z 

Integracione konstante A i B odredujemo iz granicnih uslova: 

v (O)=v' (0)=0, 

sto daje A= - f, B = 0. Dakle, 

v=J (1- cos kz). 

z 
p 

Sl. 13:21. 

Na gornjem kraju konzole mora biti v =f. Ovo je zadovoljeno ako je 

cos kl=O, 

tj. 
1t 

kl = (2n- 1) 2, 

v 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

gdje je n = 1, 2, 3, ... , sto definise, preko (16), kriticnu silu izvijanja. Izvijanje ce se . 
dogoditi pri najnizoj vrijednosti kriticne sile koja se dobija iz (21) za n = 1. Dakle, 

JednaCina elasticne linije je 

1t 
kl=-

2' 

2 EI 
pkr=1t (21)2 · 

(22) 

(23) 

(24) 

pri cemu je, iz ranije diskutovanih razloga, f neodredeno i moze imati bilo koju 
vrijednost u okviru malih pomjeranja. 
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III. Greda uklijei§tena na jednom i zglavkasto oslonjena na 
drugom kraju 

Ovaj slucaj izvijanja prikazan je na sl. 13:22. Sa Y je oznacena reakcija u 
osloncu na gornjem kraju grede. Moment savijanja presjeka na udaljcnju ::: od 
ukljestenja je 

M=P v- Y (l-z), 

pa je diferencijalna jednaCina elasticne linije 

y 
v"+Pv=+k2 -(l-z) 

p 

uz ranije uvedenu oznaku za P. Opste rjesenje jednaCine (26) je 

. y 
v=A cos kz+B sm kz+- (l- z), 

p 

pri cemu integracione konstante A i B odredujemo iz granicnih uslova: 

Iz njih dobijamo: 

tako daje 

v (O)=v' (0)=0. 

-Y 
A=-l 

p' 

y 
B=+

kP' 

v= ~~ &os kz+ ~~sin kz+ ( 1-T) J 
lz preostalog granicn.og uslova 

v (l)=O 

z 

p 
y 

Sl. 13 :23. 
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(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

kl 



J 

sada slijedi da mora biti 
-

tg kl= kl, (32) 

sto definise kriticnu silu izvijanja. Rjesenje transcendentne jednaCine (32) mozemo 
dobiti grafickim putem kao sto je prikazano na sl. 13:23. Najnizi pozitivan korijen 
jednaCine (32) je 

kl=4,493, 

cemu odgovara kriticna sila izvijanja 

IV. Greda uklije5tena na oba kraja 

Ovaj slucaj izvijanja prikazan je na sl. 13:24. Neka je M 0 
reaktivni moment u ukljestenju, tada je moment savijanja u 
proizvoljnom poprecnom presjeku 

j\tf=Pv-M0 , 

a diferencijalna jednaCina elasticne linije izvijene grede 

v" +k2v=P Mo. 
p 

Opste rjesenje diferencijalne jednaCine (36) je 

' M 
v =A cos kz + B sin kz + - 0 

• 
p 

(35) 

(36) 

(37) 

z 
p 

(33) 

(34) 

Integracione koristante A i B dobijamo iz granicnih uslova: Sl. 13:24: 

v (O)=v' (0)=0. (38) 

M 
sto daje A= --0 i B=O, pa je 

p M 
v=-0 (1-coskz). (39) 

p 

Iz preostala dva granicna uslova: 

v (!) = v' (l) = 0 

slijedi da mora biti: 

1 -cos kl = 0, sin kl = 0, 

sto je zadovoljeno za 
kl=2nrr, 

gdje je n = 1, 2, 3, ... Najnizu vrijednost kriticne sile dobijamo zan= 1 

2 EI 
pkr=rr (~,51)2" 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 
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13.3.2. Slobodna duzina izvijanja 

Ako uporedimo cetiri osnovna Eulerova slucaja izvijanja, mozemo uoCiti da 
se u sva cetiri slucaja kriticna sila moze izraziti u obliku 

2 
EI 

Pkr=n z' 
ln 

(1) 

gdje je !0 = J.!l, a koeficijent ll red om jednak: ll = 1 u I slucaju, ll = 2 u II slucaju, 
J.!=0,7 u III slucaju i J.!=0,5 u IV slucaju. Duzina 10 naziva se slobodna iii 
redukovana duzina izvijanja grednog nosaca za dato oslanjanje njegovih krajeva. 
Fizicki smisao slobodne duzine izvijanja je jasan sa sl. 13:25. To je duzina izmedu 
krajeva polutalasa sinusoide, tj. prevojnih tacaka elasticne Iinije grede, u kojima je 
moment jednak nuli, tako da se polutalas izmedu tih tacaka nalazi u istim uslovima 
kao i greda sa zglavkasto oslonjenim krajevima. Zato se kriticna sila izvijanja u 
slucaju bilo kog oslanjanja grede na krajevima moze odrediti iz (1) unoseCi 
odgovarajucu slobodnu duzinu izvijanja 10 . 

p 

\ 
\ 
\ 

p p 

I 
10 = 2l 

Sl. 13:25. 

13.3 .3. Dirnenzionisanje pre rna izvijanju 

Kao sto smo vidjeli, kriticna sila izvijanja pritisnute grede je 

2 
EI 

Pkr=n Z' 
lo 

p 

(1) 

gdje je 10 slobodna (redukovana) duzina izvijanja koja zavisi od naCina oslanjanja 
grede. Napon koji odgovara kriticnoj sili izvijanja je kriticni napon izvijanja 

(2) 
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I 

gdje je 

tzv. vitkost grede. U (3) je 

i=J~-
minimalni poluprecnik inerci-
je poprecnog presjeka grede. akr 
Dakle, kriticni napon pri ko- I A 
me se javlja izvijanje zavisi I 
samo od modula elasticnosti i G \ 
vitkosti grede. Graficki je ova Om D \ 
zavisnost prikazana na sl. I Op ---~--
13: 26. Kriva ABC koja od-
govara relaciji (2) naziva se I 
Eulerova kriva. Kriva je, me- I 
dutim, fizicki vazeca samo na I 
dijelu BC gdje je crkr manje od 
granice proporcionalnosti ma--
terijala, jer smo pretpostav- Sl. 13: 26. 

(3) 

(4) 

ljali da se izvijanje dogada na 
linearno elastican naCin, tj. uz vazenje Hookeovog zakona. Granicnu vrijednost za 
'A ispod koje Eulerova kriva ne vazi dobijamo iz 

(5) 

Na primjer, za celik sa crp=21 kNjcm2 i £=21 MNjcm2 dobijamo /c9r~ 100. (Za 
liveno gvozde je /c

9
r=80, za drvo je 'A

9
r=70, itd.). 

Ako je 'A<'Aqr' plasticna deformacija (tj. nelinearno ponasanje) poCinje prije 
nego dode do elastlcnog izvijanja grede. Ako je vitkost grede veoma mala, tj. ako je 
u pitanju kratka greda, do izvijanja uopste nece doCi vee ce se sa porastom sile 
pritiska greda slomiti usljed prekoracenja njene izdrzljivosti, tj. otpornosti materi
jala. Neka je cr m maksimalni napon koji materijal grede moze da izddi a da ne dode 
do njegovog sloma (u smislu plasticnog tecenja za zilave, odnosno lorna za krte 
materijale), tada prava Iinija DG predstavlja kriticni napon za kratke grede. Za 
grede srednje duzine ('Am< 'A< /c

9
r) do sloma dolazi usljed. plasticnog (nelin_earnog) 

izvijanja grede. Problem plasticnog izvijanja grede je suvise komplikovan, no je za 
prakticne svrhe ponekad dovoljno smatrati da je kriticni napon u ovom domenu 
definisan sa pravom linijom koja spaja tacke G i B. Ova prava se naziva 
Tetmajerova prava, i njena jednaCina je 

(6) 

gdje vrijednosti koeficijenata a i b zavise od vrste materijala i odreduju se eksperi
mentalno. Na primjer, za ranije pomenuti celikje a=46,9 i b=0,262[kN/cm2

], pri 
cemu (6) vazi u opsegu vitkosti 60</c<lOO. Za 'A<60 uzima se crkr=crr, gdjeje crr 
napOll na granici tecenja tgnjecenja) materijala (za pomenuti Celik je (JT = 
= 31,2 kN/cm2

), tabela 13: 1. 

407 



' Tabela 13: 1 - (Eksperimentalni obrasci za kritican napon izvijanja cr k,) 

Am Agr 
a kr [kN/cm2) 

Materijal 
O<A<Am Am<X < Xar 

Celik (JUS c.0370l 60 100 24 28,9 - Q,082) .. 

Celik (JUS C.0545) 60 100 31 ,2 46,9 - o,262X 

Liveno gvozdje 0 80 76. 1 76, 1-1,18/1. -t0,0052t..2 

Drvo (cetinari) 0. 60 4 4 - 0,02/1. 

Tabela 13:2. - (Vrijednosti koeficijenta izvijanja w) 

). 
Materijal 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

c.o370 1 ,00 1 ,02 1 ,04 1 ,08 1,14 1,21 1. 30 1 ,41 1. 55 1. 71 1,90 

c.o545 1 ,00 1 ,03 1 ,06 1,11 1.19 1 ,28 1 ,41 1. 58 1. 79 2,05 2,53 

Liveno gvozde 1 ,00 1,01 1 ,05 1,11 1,22 1 ,39 1 ,67 2,21 3,50 4,43 5,45 

Drvo 1 ,00 1 ,01 1 ,03 1 08 1,14 1 24 1,42 1 64 2 07 2 62 3 22 

Tabela 13:2.- (nastavak) (Vrijednosti koeficijenta izvijanja w) 

Materijal 
). 

110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 

c.0370 2,11 2, 43 2,85 3,31 3,80 4, 32 4,88 5,47 6,10 6,75 

c.o545 3,06 3,65 4,28 4,96 5,70 6,48 7. 32 8,21 9,14 10,13 

Liveno gvozde - - - - - - - - - -
Drvo 3 g.o 4 64 5 45 6 31 7 25 8 25 '9 32 - - -

Prema tome, dobili smo liniju DGBC koja definise kriticni napon za pritisnu
tu gredu u citavom opsegu vitkosti grede. Zbog uvijek prisutne nepravilnosti u 
geometriji i materijalu grede, necentricnom djejstvu pritisne sile i sl., uvodimo 
koeficijent sigurnosti protiv izvijanja (nizvl. tako da je dozvoljeni napon u gredi koji 
najvise smijemo dopustiti da ne dode do izvijanja 

(7) 

Dakle, pri dimenzionisanju pritisnute grede zahtijevamo da je 

p 0 kr 
cr=-::;cr. =-

A IZV nizv 
(8) 

Koeficijent sigurnosti protiv izvijanja nizv zavisi od vitkosti grede i uzima se veCi sto 
je veca vitkost. Za celik se uzima nizv=1,5-3, za liveno gvozde n;zv=4,5-5,5, za 
drvo nizv = 2,5- 3,5, itd. 
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Cesto se, medutim, umjesto koriscenja (8) dimenzionisanje grednog nosaca na 
ILvijanje vrsi pomocu tzv. ffi postupka. Po ovom postupku uzima se da je 

ad 
crizv=-, 

(I) 
(9) 

gdje je ad dozvoljeni napon pritiska koji imamo u slucaju kada nema opasnosti od 
izvijanja, am(> 1) je koeficijent izvijanja koji zavisi od vitkosti grede i koji je za 
razne materijale eksperimentalno odreden (tabela 13: 2). Prema tome, dimenzionisa
nje po (I) postupku vrsi se prosto zahtijevajuCi da je 

(10) 

dakle, bez koriscenja kriticnog napona definisanog krivom DGBC na sl. 13: 26. 
Jedino se za datu vitkost odabere koresponclentno ffi i zahtijeva (1 0). (U nekim 

tabelama je umjesto velicine ffi data je velicina <.p =±. tako da je a b.= <.pcra). 

Medutim, problem pri dimenzionisanju grednog nosaca na izvijanje je sto se 
najcesce ne znaju dimenzije poprecno.g presjeka grede, pa se ne moze unaprijed 
odrediti vitkost A, pa prema tome niti akr niti ffi, koji figurisu u (8), odnosno (10). 
Zato se dimenzionisanje u takvim slucajevima vrsi iz nekoliko puta, prctpostavlja
njem i provjerom, kao sto je ilustrovano u primjeru 13.12. 

13.3.4. Odredivanje kriticne sile izvijanja metodom 
potencijalne energije 

Vidjeli smo da je pravi oblik pritisnutog stapa stabilni oblik ravnoteze ako jc 
sila pritiska mala i da on postaje nestabilan kada sila pritiska dostigne kriticnu 
vrijednost pri kojoj poCinje izvijanje. Kriticnu vrijednost sile izvijanja mozemo naCi i 
posmatranjem potencijalne energije sistema. Poznato je da 
sistem u stabilnom ravnoteznom polozaju ima minimum svoje 
potencijalne energije. Pritisnuti stap ce zato biti u stabilnom 
ravnoteznom polozaju ako je pozitivan prirastaj potencijalne 
energije sistema koji odgovara prelasku stapa iz pravog u 
savijeni polozaj. Ako je taj prirastaj negativan, ravnotezni 
polozaj stapa je nestabilan. Prema tome, kriticnu vrijednost 
sile izvijanja pritisnutog stapa koja odgovara prelasku ravno
te:lne konfiguracije iz stabilne u nestabilnu odredujcmo iz 
us! ova da je prirastaj potencijalne energije jednak nuli. Posma
trajmo, na primjer, zglavkasto oslonjen pritisnuti stap (sl. 
13: 27). Prirastaj potencijalne energije koji odgovara prelasku 
stapa iz pravog u savijeni polozaj sastoji se iz- dva dijela: 
prirastaja potencijalne energije unutrasnjih sila i potencijalnc 
energije pritisne sile P. Prirastaj potencijalne energije unutras
njih sila jednak je deformacionom radu akumuliranom u gredi 

z 

p 

Sl. 13:27. 

v 
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usljed njenog savijanja, a prirastaj potencijalne energije sile P je negativan i jednak 
proizvodu sile P i pomjeranja njene napadne tacke. Dakle, 

I 

/', (P.E.)= J :,; dz-Pu, (1) 

gdje je 0 
I 

u=f (ds-dz)=f (~-I)dz~~ v'2 dz. I I 1 I 
0 0 2 

(2) 

0 

Potencijalna energija sile P je negativna jer bi sila P izvrsila negativan rad kada bi se 
stap vratio iz savijenog u pravi polozaj. 

Kriticnu silu izvijanja odredujemo, dakle, iz uslova da je 

(3) 

0 0 

Za zglavkasto oslonjen stap je M = P v, gdje je !' ugib stapa, pa je iz (3) 

I I v'2d::: 

pkr 
0 

(4) I I vz £jdz 
0 

Izraz (4) definise vrijednost kriticne sile izvijanja. U konkretnim primjenama treba 
pretpostaviti oblik izvijenog stapa, tj. funkciju !' = l" (z), koja zadovoljava granicne 
uslove oslanjanja stapa, a onda iz (4) direktno nalazimo P kr. Ukoliko smo tacno 
pogodili izraz za r = v (z), iz (4) dobijamo tacnu vrijednost za kriticnu silu izvijanja, 
inace dobijamo pribliznu vrijednost sa tacnoscu koja zavisi od toga koliko dobro 
smo pretpostavili izraz za r = r (z). Da bismo ovo ilustrovali, pretpostavimo da je 
izvijeni o.blik zglavkasto oslonjenog stapa dat sa 

L' (z)=az (1-z), (5) 

gdje je a= con st. Granicni uslovi v (0) = v (l) = 0 su oCigledno zadovoljeni. Zamje-
nom (5) u (4) dobijamo £! 

pkr= 10 {2' (6) 

sto se za manje od 1 ,5/,, razlikuje od tacne vrijednosti 

2 
EI 

Pk,=rr y· 
Da smo umjesto (5) pretpostavili tacan izraz za izvijeni oblik stapa 

. rr 
r(z)=asm 1 :::, 

dobili bismo iz (4) tacan izraz za kriticnu silu, (7). 
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Odredivanje kriticne sile izvijanja pomocu metode potencijalne energije se 
cesto koristi u slucajevima kada su geometrija i opterecenje stapa takvi da je 
korespondentna diferencijalna jednaCina elasticne linije izvijenog stapa toliko kom
plikovana da je iz nje tesko odrediti kriticnu silu. Tada se koristi (4) i uz 
pretpostavljeni oblik funkcije v = v (z) odreduje priblizna vrijednost kriticne sile. 

13.3 .5. Dodatne napomene o izvijanju 

U izvedenoj analizi izvijanja grednog nosaca pretpostavljali smo da je pritisna 
sila imala konstantan (vertikalan) pravac u toku izvijanja. Ukoliko se, medutim, 
pravac pritisne sile mijenja u toku izvijanja grede, na primjer stalno prolazi kroz 
neku fiksnu tacku, recimo tacku 0 na sl. 13:28, dobijaju se druge vrijednosti za 
kriticnu silu izvijanja. PonavljajuCi proceduru kao u analizi osnovnih Eulerovih 
slucajeva izvijanja, tj. postavljajuCi i integraleCi diferencijalnu jednaCinu elasticne 
linije uz odgovarajuce granicne uslove, dobijamo da je za slucaj na sl. 13: 28 kriticna 
sila izvijanja 

( 1 ) 

tj. cetiri puta veca nego za konzolu pritisnutu silom Ciji pravac ostaje vertikalan u 
toku izvijanja. Uocavamo da se Pkr dato sa (I) podudara sa kriticnom silom koja se 
dobija za ranije analiziranu pritisnutu zglavkasto oslonjenu gredu, sto se moze 
objasniti time da, kada pravac sile P prolazi kroz tacku 0 na sl. 13: 28, moment u 
toj tacki je nula pa se greda nalazi u istim uslovima kao da je zglavkasto oslonjena. 

Sl. 13:28. 

+-----t-'"-1 c 

'2 
-'-----'--'>If---f '2 

Sl. 13:29. 

u praksi se takode ponekad srece slucaj da je greda pritisnuta i sa aksijal
nom silom koja djeluje izmedu oslonaca, recimo kao na sl. 13:29. Postavljajuci 
diferencijalnu jednaCinu elasticne linije za dijelove AC i CB i integraleCi ih uz 
koriscenje granicnih us! ova, nalazimo da je kriticno stanje na izvijanje definisano sa 

_ 
2 

EI 
(PI +Pz)kr-1t U' 

gdje duzina L zavisi od odnosa m = (pI + p 2 )/pI' kao sto je prikazano u tabeli 13 : 3. 

411 



Sl. 13:30. 

m 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 3,00 

L 
1/)0 0,95 0,91 0,89 0,87 0,82 T 

Tabela 13:3. 

Ako ima vise pritisnih sila tzmedu oslonaca, postupak postavlja
nJa 1 integracije diferencijalnih jednaCina elasticne linije postaje suvise 
obiman, pa je pogodnije koristiti priblizne metode, na primjer, metodu 
potencijalne energije. Ista je stvar i sa gredom optereeenom kontinualno 
rasporedenom pritisnom silom (sl. 13: 30). Diferencijalna jednaCina 
elasticne linije u ovom slucaju ima promjenljive koeficijente, sto prili
kom integracije zahtijeva koriscenje beskonacnih redova. Zato se pribje
gava pribliznim metodama. Na primjer, za slucaj prikazan na sl. 13:30 
kriticno opterecenje je definisano sa 

EI 
(qfhr = 7,837 {2. (3) 

Na kraju, dajemo napomenu o izvijanju gr~de promjenljivog poprecnog 
presjeka. Jasno je sa stanovista stabilnosti pritisnute grede da greda konstantnog 
poprecnog presjeka nije najekonomicniji oblik grede. Na primjer, stabilnost zglav
kasto oslonjene pritisnute grede moze se povecati ako se smanji poprecni presjek na 
krajevima a poveca u sredini grede (sl. 13: 31 ). Ako postavimo diferencijalne 
jednacine elasticne linije izvijene grede posebno za dijelove sa momentom inercije I 1 
i I 2 , i izvrsimo integraciju uz koriscenje gra11icnih uslova, nalazimo da je 

EI2 
Pkr=r:t.p, (4) 

a I 
gdje koeficijent a. zavisi od odnosa I i -;-, kao sto je prikazano u tabeli 13:4. No, i u 

2 
ovim slucajevima, tj. u analizi greda promjenljivog poprecnog presjeka, pogodnije 
su priblizne metode, kao sto je metoda potencijalne energije. 

p 
Tabela 13:4. 

~ 0,2 0,1. 0,6 0,8 !2' 

0.01 0,15 p,27 0,60 2,26 

0,1 1,1. 7- 2,1.0 1.,50 8,59 

0,2 2,80 1.,2 2 6,69 9,33 

0,1. 5,09 6,68 8,51 9,67 

0,6 6,98 8,19 9,21. 9,78 



Napominjemo da lokalna slabljenja popreenog presjeka, recimo kao na sl. 
13: 32, neznatno uticu na vrijednost kriticne sile izvijanja i mogu se zanemariti pri 
njenom odredivanju. 

0 

0 

0 

0 

0 

Sl. 13:32. 

Primjeri 

Primjer 13.5. 

Odrediti kriticnu silu izvijanja grede na sl. P 13.5. Poznato je: 
E=21 MN/cm2

, A.gr=lOO, 1=1,5m. 

Rjesenje: 

Za I 16 profil je: /min =54,7 cm4
, A =22,8 cm2

, imin = 1,55 em, pa je 
vitkost grede 

10 21 2 ·150 
/c=-=-=--=193 5>/c =100. 

imin imin 1 ,55 ' gr 

Prema tome, kriticnu silu odredujemo po Eulerovom obrascu 

2
EI 

2 
EI 

2
21·103 ·54,7 

Pkr=n 2=11: --2 =n: 2 =125,97kN. 
10 (21) (2 · 150) 

Primjer 13.6. 

Sl. P 13.5. 

Dvije grede zglavkasto oslonjene na krajevima imaju iste duzine, iste povrsine 
popreenog presjeka i isti modul elasticnosti. Jedna je kruznog, druga kvadratnog 
popreenog presjeka. Uporediti kriticne sile izvijanja pretpostavljajuCi da vazi Eulerov 
obrazac. 

Rjesenje: 

d2n; 
Iz uslova zadatka je - = a2 =A. Za kruzni poprecni presjek je: 

4 Az 

n:R4 Az 
1=-=-

4 4n:' 

E-
2 4n: n: EA 2 

pkr,l =11: -[2- 4[2' 
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P a za kvadratni: 

l 

paje 

Sl. P 13.6. 

Primjer 13.7. 

3 

a4 Az 
l=-=-

12 12' 

Pkr 1 =-Pkr z=0,755Pkr z· • 1! • • 

Vitki stap je zglavkasto vezan z'a nepomicne oslonce kao na sl. P 13.7. 
PretpostavljajuCi elasticno ponasanje odrediti porast temperature I!T koji ce iza
zvati izvijanje stapa. Dato je: /,I, A, r:t. 

Rjesenje: 

Izduzenje stapa je 

paje 

Stap ce se izviti ako je 

PI 
l!l=r:tli!T--=0 

EA ' 

P=Ekt.I!T. 

odakle dobijamo porast temperature 

1!2[ 

(I!Thr = r:tA/2 · 

Na primjer, za l = 1 m, d = 3 em, r:t =I ,25 ·10- 5 c•c- 1 je (I!Thr =44,4 a c. 

Primjer 13.8. 

p 

P. 

Sl. P 13 :7. 

Za konstrukciju na sl. P 13.8 (a) koja se sastoji od krute grede AB i stapova CD 
i 0 odrediti silu Q pri kojoj dolazi do izvijanja u jednom od stapova, kao i silu Qkr 
pri kojoj konstrukcija gubi nosivost usljed izvijanja. 

Rjesenje: 

4 8 
Lak~ je naCi sile u stapovima: S1 =s Q, S2 =sQ. Posto su stapovi iste duzine i 

poprecnog presjeka, prvo ce doci do izvijanja stapa u kome je veca sila, dakle stapa 
0. Silu pri kojoj dolazi do izvijanja stapa 0 dobijamo iz 

8 2 EI 5
2

EI 
sQ=n P' Q=sn r· 
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Konstrukcija gubi nosivost ukoliko dode do izvijanja oba stapa. Ovo ce se dogoditi 
pri sili Qkr koju dobijamo pomocu sl. P 13.8 (b): 

pA b b 2b 

El Ef 
(a) 

J>A 
f LEI TTzEI 

,2 12 

~--~------------------8 
1 °kr. 

/b) 

Sl. P 13.8. 

Primjer 13.9. 

Odrediti silu P pri kojoj dolazi do gubljenja nosivosti konstrukcije na sl. 
P 13.9 (a) usljed izvijanja. 

p 

(a) {b) 

Sl. P 13.9. 

Rjesenje: 

Konstrukcija ce izgubiti nosivost ako sile u stapovima dostignu kriticnu vrijednost 
(sl. P 13.9 (b)), pa silu Pkr odredujemo iz: 

2 EI . 2 EI o 2 EI EI 
pkr=rr. r+2·1,53rr. rcos30 =3,65rr. r=36r. 
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Primjer 13.10. 

a) u kom stapu konstrukcije na sl. p 13.10 (a) ce prvo doci do izvijanja? 
Kolika je sila F pri tome? 

b) Izracunati kriticnu silu Fkr pri kojoj nastaje slom konstrukcije usljed 
izvijanja. 

Stapovi su celicni (£=21 MNjcm2
) i od profila I 16. Dato je: a=2m, A.g,=l00. 

Rjesenje: 

a) Sile u stapovima nalazimo iz 'statickih jednacina i uslova kompatibilnosti. 
Dobijamo: S1 =0,0147F, S2 =0,512F, S3 =0,745F. Geometrijske karakteristike 
I 16 pro fila su: I min= 54,7 cm4

• A = 22,8 cm2
, imin =I ,55 em. Da bismo nasli koji 

stap ce se prvo izviti i kolika je sila F pri tome, nadimo kolike su vrijednosti sile 
F potrebne za izvijanje svakog pojedinacnog stapa: 

/ 1 - 200 El 
stap CD: AI=-=--= 129 > 100, s~r = rr2 -o=283 kN. 

i 1,55 I] 

2X3 
F=---=19251 kN: 

0.0147 

"" I, 282 k ,EI 143 
stap~:/,,=-=-=- =182>100, S,'=rr--=143kN F=--=279kN· 

- i 1,55 - I~ ' 0,512 ' 

• 13 231 El 21 3 
stap ll\: ),3 =-=--= 149> 100, Skr =rr2 -=213 kN F=--=286 kN. 

'0 i 1,55 3 I~ ' 0,745 

Izvijanjc pocinje pri najmanjoj od ovih sila, dakle, pri sili F=279 kN, i to u 
stapu CD. 

b) Slom konstrukcije usljed izvijanja ce nastati kada sila F poraste toliko da i sila u 
stapu Q) dostigne svoju kriticnu vrijednost (213 kN ), jer nakon toga konstrukcija 
postaje mehanizam. Dakle, sa sl. P l3.10(b) slijedi: 

Fk,-213 cos30 -143 cos45'==0, Fk,=284,75kN. 

11.3 

{a) (b) 
Sl.PI;l.IO. 
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Primjer 13.11. 

Odrediti krititnu silu izvijanja Ptr stuba na slid. Materijal stuba je liveno 

( 
MN kN kN) . gvozde E = 12--, cr = 18--, cr;; = 12--2 • Dato Je: d = 3 em. D=-4 em, 
em.t P em2 em 

l= 1,2 m. 

Rjdenje: 

Geometrijske karakteristike poprecnog presjeka stuba su: 

i= A= 1,25 em. 

Vitkost stuba je 
10 0,71 0,7 ·120 

'A=-=-= 672 
i i 1,25 ' 

sto je manje od granicne vrijednosti za dati materijal stuba 

fE J12·10
3 

Agr =1t ~ -;;;=1t ·-18-= 81. 

Prema tome, kritican napon izvijanja odredujemo po obraseu l 
(vidi tabelu 13: 1) 

crkr=76,1-1,181..+0,00521..2 [kN/em2
], 

odakleje crkr=20,29 kN/cm2
. Kriticna silaje 

Pkr =Cfkr A =20,29· 5,5 = 111,6 kN. 
Sl.P13fl. 

No, zbog mogucih nepravilnosti uzima se da je dozvoljena sila Pizv = pkr , 

nizv 
gdje je n;zv koeficijent sigurnosti protiv izvijanja. Za nizv = 3,5 dobija se 

I 
P;zv=-

3 
·111,6=31,886 kN. 

,5 
Dozvoljenu silu P;ov mozemo odrediti i po ro postupku. Iz tabele 13:2, za 

1..=67,2 nalazimo ro=2,05, paje: 

crd 12 2 crizv=-=--=5,85 kN/cm, P;zv=cr;=vA=5,85·5,5=32,175 kN. 
(I) 2,05 

Primjer 13.12. 

Odabrati poprecni presjek stuba sastavljenog od jednakokrakih ugaonika (L 
profila) na sl. P 13.12 za slucaj da je stub izlozen sili pritiska P=600 kN. Duzina 
stuba ie I= 3,5 m, a stub je zglavkasto oslonjen na krajevima. Materijal stuba je 
celik (C.0370), crd= 16 kN/cm2

• 

Rjesenje: 

U problemima u kojima treba odabrati profil, odnosno odrediti dimenzije poprec
nog presjeka, procedura je sljedeea: 

21 Otpornost matcrijala 
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- Pretpostavimo vrijednost za w, reeimo w = 2. 
- lz izraza (13 .3 .3 ·.lQ) izracunamG \)GVI~lll\\ \)G\)W,Cl\.()'b \)te~\eka 

w·P 2·600 
A =--=--=75 em2

. 
crd 16 

~ Tabela P-.!:Ofila nalazimo da profil L 90 x 90 x 11 ima karakteristike 
A= 18,7 em2

, I= 138 em4
, y0 =2,62 em, tako da je: 

A =4·18,7=74,8 em2
, I =4 [138+c~5 +2,62 y ·18,7 ]=1402 em4

, 

i=J1402 
=4 33 em. 74,8 ' 

- Korespondentna vitkost je 

l 350 
'A=-=-=808 

i 4,33 ' , 

'1 1 
cemu iz tabele 13:2 odgovara w=1,558, pa je P=-cr A=--·16·748= 

(!) d 1,558 ' 
= 768 kN. Ova sila je veca od 600 kN, pa zakljucujemo da je poprecni presjek 
L 90 x 90 x 11 nedovoljno napregnut. Zato biramo novo w. 

-- Pretpostavimo da je w = 1,5 i ponovimo proracun. Povrsina popreenog presjeka 
Je 

w-P 15·600 
A=--=' 56,25em2

. 
ad 16 

Za L 75 x 75 x 10 profil je A =14,1 em2
, I =71,4 em4

, y0 =2,21 em, paje: 

A =4·14,1 =·56,4 cm2
, I =4 [ 71,4+C;

5 
+2,21 )

2 

·14,1 ]=780 em
4

, 

Vitkost je 

J780 
i= --=3 72 em. 

56,4 ' 

l 350 
'A=-=-=9409 

i 3,72 ' ' 

1 1 
pa jew= 1,782 i P=-crdA=--·16· 56,4=506,4 kN, 

(!) 1 ,782 

pa ni profil L 75 x 75 x 10 ne zadovoljava. Zato biramo novo w. 
- Pretpostavimo da je w = 1,8. Povrsina poprecnog presjeka je 
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Za L90x90x9 profilje A=15,5 cm2
, I =116cm4

, y0 =2,54cm, paje: 

A=4·15,5=62 cm2
, I =4 [ 116+c~5 +2,54r ·15,5 ]= 1135 cm4

, 

i= Jl~F=4,28 em. 

Vitkost je 

l 350 
'A=-=-=818 

i 4,28 ' ' 

. 1 
pa je m= 1 576 1 P=--·16·62= 

' 1,576 
= 629,5 kN. Dakle, usvajamo L 90 x 90 x 
x 9 profil. 

Provjerimo na kraju i otpornost stuba: 

P 600 kN 
cr=-=-=9 68<16-

A 62 ' cm2
' 

pa je, znaCi, i ovaj uslov zadovoljen. 

Primjer 13.13. 

p 

Sl. P 13.12. 

Stub zglavkasto oslonjen na krajevima cine dva [ 10 profila spojena precaga
ma na rastojanju b kao na slici. 

a) Odrediti razmak a izmedu [ profila tako da stub ima istu otpornost na 
izvijanje u svim ravnima. 

b) Odrediti odstojanje izmedu precaga b iz uslova jednake stabilnosti cijelog 
stuba i dijelova [ pro fila izmedu precaga. 

c) Kolika je dozvoljena sila izvijanja ako je materijal stuba celik (C.0370), 
crd= 16 kN/cm2? 

Rjesenje: 

a). Geometrijske karakteristike [10 profila su: 1: = 206 cm4
, I' = 29,3 cm4

, 

A'= 13,5 cm2
• Momenti inercije poprecnog presjeka stuba (bez precaga) su: 

Ix=2I~ ly=21~+2(~-~.55X A~ 
Istu otpornost na izvijanje u svim ravnima stub ce imati ako je I ,__ 1,15 I (gdje 
koeficijent 1,15 pribliZflQ kompenzuje uticaj precaga), sto da]e X 

1,15 ·206=29,3+(~-1.55Y·l3,5, 
odakle je a = 10,94 em . 

27• 
419 



b) Uslov jednake stabilnosti cijelog stuba i dijela [ pro fila izmedu precaga je 
jednakost .vitkosti cijelog stuba i dijela [ pro fila izmedu precaga 

dobijamo 

c) Vitkost stuba je 

b 

i' 1 48 
b=.l'.[=-'- 1=0,361. 

ix 3,9 

l 700 
'A=-=-~180 

ix 3,9- ' 

1 1 kN . d 
1
. .

1 Pa je ul=5,47 i cr. =- crd=--·16=L,92 - 2 . Prema tome JC ozvoJena s1 a · •·v ffi 5,47 em 
izvijanja 

5 5 

)( 

a 

[, 7m b y 

Sl. P 13.13 .. 
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Primjer 13.14. 

Odrediti precnik stapova konstrukdje na slid iz uslova da ne dode do 
izvijanja u konstrukciji. Stapovi su od drveta (crd=l kN/cm2

, E=1 MNjcm2). Sila 
P=43 kN. Koefidjent sigurnosti protiv izvijanja je n=3. 

Rjesenje: 

Lako je naCi da su sile u stapovima: S1 =P ( + ), S2 =vl P (- ), S3 =3P ( + ), pa 
vidimo da su samo stapovi @ izlozeni na pritisak. (S2 =J3 · 43 = 74,5 kN). Dane bi 
doslo do (elasticnog) izvijanja, mora biti 

1 1 2 EI 
Sz=-Skr=-n 2• 

n n l 

odakle je 

d>- 2 ~64nS 12 

::-- n3 E ' 

tj. zamjenom brojnih vrijednosti d~23,3 em. Korespon
dentne geometrijske karakteristike poprecnog presjeka 
su: I= 14489 cm4

, A =426 cm2
, i=5,83 em, pa je vitkost 

l 800 
stapova 0, 'A=-:=--=137>A.9r=70, sto znaci da je 

l. 5,83 
uCinjena pretpostavka o elasticnom pona8anju hila is
pravna. 

Primjer 13.15. 

Sl. P 13.14. 

Metodom potencijalne energije odrediti kriticnu silu izvijanja nosaca na slid. 

a. I 

lll. lfJ. 

Sl. P 13.15. 

Rjesenje: 

Kriticnu silu izvijanja dobijamo iz izraza (13.3.4:4) 
I 

f v'2 dz 

0 pkr=...:.,l __ 

f:!_dz 
EI 

0 

I p 

lfJ. f 
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Pretpostavimo da je izvijeni oblik nosaca dat sa 

Tadaje: 

l l 

1tZ 
v (z)=a sin-. 

l 

I I n2 rrz a2n2 

v'
2 

dz= a2 r cos2 -T dz=Tl 

0 0 

I 14 I 2 

I;~dz=2(I :I dz+ I ;~~~dz)=~;~[({~ 4~)+~({+ 4~)], 
0 (I I 4 

pa.Je 

2rrcx 
<P = . 

(l+cx)rr+(l~a)·2 

(a) 

(b) 

El 
Za ex= 1 jc f\, = rr 2 

12 , sto je tacan izraz za kriticnu silu izvijanja, jer je funkcija (a) 

tacan izraz za izYijeni oblik zglavkasto oslonjene grede konstimtnog poprecnog 
prcsjeka. Za cx= I izraz (b) dajc priblizne vrijednosti kriticne sile izvijanja. 
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14. ELASTO-PLASTICNA ANALIZA GREDE 

14.1. Uvodne napomene 

U dosadasnjoj analizi grednog nosaca smatrali smo da su naprezanja takva da 
se u nosacu javljaju samo elasticne (povratne) deformacije, pri cemu vazi linearan 
Hookeov zakon za vezu izmedu napona i deformacije. Dimenzionisanje, tj. odredi
vanje dozvoljenog opterecenja i potrebnih dimenzija, vrsili smo iz uslova da se 
nigdje u nosacu ne javi plasticna deformacija, saglasno usvojenom kriterijumu o 
pocetku plasticne deformacije (recimo Treskinom iii Misesovom kriterijumu). Me
dutim, pojava plasticne deformacije u nekoj tackt, pa cak i u siroj oblasti nosaca, ne 
mora znaCiti zaista i njegov slom, tj. gubljenje nosivosti. Zato se danas dimenzioni
sanje cesce vrsi ne prema naprezanju koje odgovara pocetku plasticne deformacije u 
nosacu, vee prema naprezanju koje izaziva toliko intenzivnu (prosirenu) plasticnu 
deformaciju u nosacu da ovaj gubi svoju nosivost i postaje mehanizam. Ovo je tzv. 
dimenzionisanje prema granicnoj nosivosti. Da bi sc detaljnije upoznali sa njim, 
neophodno je da prvo damo clemente elasto-plasticne analize grcdnog nosaca. Pri 
tome cemo smatrati da se materijal nosaca ponasa elasticno-idcalno plasticno. tJ. da 
(0, £) kriva u testu istezanja izgleda kao na sl. 14: I. ldealno plasticno znaei da 
zanemarujemo ocvrscavanje materijala koje je kod realnih materijala prisutno (sl. 
14:2), i smatramo da se deformacija 
nastavlja bez porasta napona nakon 
sto napon distigne granicu plasticnog 
tecenja 07'. Ovo je cesto dovoljno ta
cna idealizacija jer je za mnoge metale 
(recimo aluminijum i njegove legure) 
ocvrscayanje dosta blago (£ 1 ~ 10- 3 £), 
pa se moze zanemariti, a s druge stra
ne sc neki materijali (recimo celik) 
u odredenom intervalu deformacije 
zaista ponasaju idealno plasticno (sl. 
14:3 ), sto opet opravdava model na sl. 
14: I. 

(J 

Sl. 14:2. 

(J 

(J 

Sl. 14: 1. 

/ 
/ 

/ 

~----------------------£ 
Sl. 14:3. 
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14.2. Elasto-pJasticna analiza aksij3lno optereeenog nosaca 

Posmatrajmo konstrukciju na sl. 14:4 aksijalno opterecenu silom F. 
Konstrukcija se sastoji iz dva stapa, CD i 0, duzina l i CJ.l, CJ.> 1, i povrsina 
poprecnog presjeka A, odnosno f3A, f3 > 1. Stapovi su spojeni na donjem kraju sa 

Sl. 14:4. 

Zamjenom (5) u (3) sada je 

horizontalnom krutom plocom Q). Jedan dio 
sile F prihvata stap CD, a drugi dio stap (I}, 
tako da je 

Naponi u stapovima su: 

F1 
cr1 =A, 

pa (1) mozemo prepis.ati u obliku 

F=A (cr1 + f3cr2). 

(1) 

(2) 

(3) 

OznaCimo sa o izduzenje stapova, tj. spusta
nje krute ploce 3 usljed djejstva sile F. Rela
tivna deformacija stapova je onda: 

0 0 
£1 =-, Ez=-. 

l a.l 
(4) 

Pretpostavljajuci dalje da je sila F takva da 
su deformacije stapova elasticne i da vazi 
Hookeov zakon, imamo: 

0 0 
cr 1 = Es1 = E-, _ cr 2 = Ee2 = E -. 

l a.l 
(5) 

EA ( f3) F=-
1
- 1+~ o, (6) 

sto je oCigledno linearna veza izmedu sile Fi izduzenja S, kao sto smo i ocekivali u 
domenu linearnih elasticnih deformacija. 

Sa povecanjem sile F raste i napon u stapovima konstrukcije, ali ne preko 
granice plasticnog tecenja crT, s obzirom na usvojeni model ponasanja materijala 
prikazan na sl. 14: 1. Kako je a> 1, iz (5) vidimo da je cr1 > cr2, pace pri povecanju 
sile F granicu plasticnog tecenja prvo dostiCi stap CD. Naponi u stapovima u tom 
trenutku su: 

(7) 
a sila F je 

(8) 

Sa daljim porastom sile F sila u stapu CD ostaje konstantna F! =A cry, jer je stap CD 
plastifikovan (cr1 =cry), pa poveeanje sileF prihvata samo stap 0, kojijejos uvijek 
elasticno deformisan (cr2 <cry). Dakle, za F>Fy imamo: 

424 f :. A~~ + [A 13_ ; 

r~ f~r.t.I t:z..- ~ e. 

(9) 



LJ 
f.<c(, 

J.? 

No, kada sila F poraste toliko da i napon u stapu Q) dostigne granicu plasticnog 
tecenja (crz =cry), sile u stapovima su: 

F 1 =Acrr, F2 =~Acrr. (10) 

Sila F =F gr pri kojoj se ovo dogada je 

F9r=F1 +F2 =(1 +~) Acrr, ( 11) 

i predstavlja granicnu (maksimalnu) silu kojom se konstrukcija smije opteretiti. Pri 
granicnoj sili (11) Citava konstrukcija je plastifikovana i gubi dalju sposobnost 
nosivosti. 

(b) 

Zavisnost sila F 1 i F 2 , medusobno i u odnosu na ukupnu silu F, u toku 
Citavog procesa deformacije, od pocetnog do granicnog stanja, prikazana je dija
gramski na sl. 14:5. Tacka a(F1 , F 2 ) na sl. 14:5(a) odgovara stanju elasticne 
deformacije u oba stapa, tacka b (Acrr, F2 ) odgovara pocetku plasticnog tecenja u 
stapu CD, dok tacka c (Acrr, ~Acrr) odgovara granicnom stanju kada usljed plastifi
kacije i drugog stapa konstrukcija gubi dalju nosivost. 

~ ~--~------~--~·--6 
f1.. <(1 o 6r 

; ... ·J--»7 
6gr 

Sl. 14:6. 

Na sl. 14:6 je prikazana zavisnost sila F 1 , F 2 iF od deformacije, tj. izduZenja 
stapovao u toku Citavog procesa deformisanja. 

Pretpostavimo na kraju da sino dostigli granicnu nosivost (tj. tacku c na sl. 
I4: 6) i da onda rasteretimo konstrukciju, tj. uklonimo silu F. S obzirom da se pri 
rasterecenju stapovi ponasaju elasticno, linije rasterecenja u dijagramu na sl. 14:7 
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su paralelne Iinijama elasticnog optereeenja. Sa dijagrama se vidi da u tacki d koja 
odgovara rasterecenom stanju (F=O) imamo zaostalu (trajnu) deformaciju (8d), pri 
cemu su stapovi CD i CD i dalje u napregnutom stanju, jer su u njima zaostale sile F~ 
i F~ (F~ = - F~), odnosno naponi: 

(12) 

Ovi naponi se zovu zaostali iii rezidualni naponi i imaju vainu ulogu u analizi 
konstrukcija podvrgnutih ciklicnom opterecenju (tj. ponovljenom opterecenju sa 
suprotnim smjerom), u sta se mi ovdje necemo upustati. 

14.3. Elasto-plasticna analiza grede optereeene na torziju 

Posmatrajmo gredu kruznog poprecnog presjeka opterecenu na torziju spre
govima koji djeluju na krajevima grede (sl. 14:8). Neka je Iijevi kraj grede 

Sl. 14:8. Sl. 14:9. 

uklijesten. Tada pod djejstvom momenta torzije Mt desni kraj (bazis) zarotira u 
odnosu na Iijevi za ugao ze, gdje je e ugao torzije po jedinici duzine grede. Uzduzno 
vlakno na radijusu r od ose grede pri tome zarotira za ugao y (r), tako da je 

y (r) ·l = r ·le, (1) 

odakle je 

'Y (r)=r e, (2) 

sto predstavlja smicucu deformaciju na radijusu r od ose grede. PretpostavljajuCi da 
su deformacije elasticne, korespondentni smicuCi napon je odreden Hookeovim 
zakonom 

t (r) = G y (r) = Ge r, (3) 

sto je Iinearna veza izmedu napona t i radijusa r (sl. 14: 9). Vezu izmedu momenta 
torzije Mt i ugla torzije e nalazimo iz uslova ravnoteze 

Mr=f •rdA=G8I0 , (4) 
A 

gdje je 10 = f r2dA polarni moment inercije kruznog poprecnog presjeka grede. 
A 

Zamjenom izraza za torzionu krutost Ge iz (4) u (3) dobijamo poznati obrazac za 
smicuCi napon elasticno uvijene grede momentom torzije Mt 

Mt 
't (r)=- r. 

Io 
(5) 
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Maksimalni napon je na spoljasnjem radijusu r = R 

Mt Mt 
Tmax=-R=2--3 · 

10 rcR 
(6) 

Sa porastom momenta torzije Mt maksimalni napon raste sve dok ne dostigne 
granicu plasticnog tecenja za smicuCi napon Ty, s obzirom da pretpostavljamo da se 

1 
materijal u testu smicanja ponasa kao na sl. 14:10. (Inace, Ty =-cry po Treskinom 

2 
1 

kriterijumu, odnosno rT= J3 crT po Misesovom kriterijumu o plasticnom teeenju, 

gdje je cry granica plasticnog tecenja koju materijal ima u testu istezanja). Moment 
torzije pri kome poCinje plasticnost u gredi je, dakle, 

(7) 

a korespondentni ugao torzije 

(8) 

sto slijedi nakon zamjene (7) u (4). 

Sl. 14:10. Sl. 14:11. 

Sa daljim porastom momenta preko vrijednosti (7), plasticnost se siri ka 
unutrasnjosti grede, tako da u trenutku kada je plasticnost dosegla radijus p, 
dijagram napona izgleda kao na sl. 14: 11. Za p :;(r :;(R materijal je plasticno 
deformisan, a smicuCi napon je jednak granici plasticnog tecenja TT, dok je za 
0 ~ r ~ p materijal elasticno deformisan, a smicuCi napon se linearno mijenja sa 
radijusom r. Dakle, 

(9) 

Da bismo nasli moment torzije koji je potreban da se plasticnost prosiri do radijusa 
p, koristimo uslov ravnoteze 

P R 

Mt =I rrdA =I: r· r· 2rrcdr+ I Ty' r· 2rrcdr= 
2

3
rc R 3ry [ 1-~ (~)]. (10) 

A 0 
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Ovo je veza izmedu momenta torzije i radijusa p. Vezu izmedu momenta torzije i 
ugla torzije dobicemo ako uocimo da je G y (p)=Tr, tako da iz (2) imamo 

'r p=~-. ce (I 1) 

Zamjenom (11) u (I 0) je onda 

M=-Rr 1-- --2rr 3 [ 1 (er) J 
' 3 r 4 e ' (12) 

sto predstavlja zeljenu vezu izmedu momenta torzije M, i korespondentnog ugla 
torzije e u elasto-plasticnom domenu deformacija grede. 

Granicno stanje, tj. gubljenje nosivosti grede, nastupa 
kada se plasticnost prosiri po Citavom poprecnom presjeku 

T.r (sl. 14: 12). Korespondentni, granicni moment torzije dobi
jamo stavljajuCi u (10) p=O 

~..l..l..-1-..l..I..J.IR 

Sl 14: 12. 4 T 
UporeaujuCi (13) sa (7) slijedi daje Mf'=JM,. 

(13) 

Iz ( 12) vidimo da ugao torzije neogi"aniceno raste kad moment torzije tezi 
granicnoj vrijednosti (13), kao sto je prikazano na sl. 14:13. 

Sl. 14:13. Sl. 14:14. 

Zaostali naponi. - Pretpostavimo da je greda uvijena momentom torzije 
Mi < M, < Mfr i da zelimo da rasteretimo gredu, tj. uklonimo moment torzije. 
Rasterecenje se odvija elasticno, tj. po liniji ab, paralelno liniji prvobitnog elasticnog 
opterccenja (sl. 14: 14). OCigledno, u tacki b na sl. 14:14 je M,=O, ali je zbog 
prethodne plasticne deformacije greda ostala uvijena za plasticni dio ugla uvijanja 
8P, dok se elasticni dio ec povratio rasterecenjem. Osim toga, u gredi su u 
rasterecenom stanju prisutni i zaostali (rezidualni) naponi. Zaista, raspored napona 
koji odgovara tacki b na s!. 14:14 dobija se kada se od rasporeda napona koji 
odgovara tacki ana sl. 14:14 oduzme elasticna (linearna) raspodjela napona ko-

respondentna momentu torzije M, (sl. 14: 15). Na primjer, ako je p=~ R, cemu iz 
3 
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Sl. 14:15. 

TC 
(I 0) odgovara moment torzije M 1 =I ,24- R3 Ty, tada je lin earn a elasticna raspodjela 

2 
napona koju treba oduzeti pri rasterecenju od elasto-plasticne raspodjele, dcfinisana 
sa 

TC 3 1 24-- R T 
' 2 T r 

T=----~- r= 1,24 TT -·. 
10 R 

(14) 

") 

Dakle, zaostale (rezidualne) napone dobijamo ako od (9) sa p = ~ R oduzmemo (14) 

1 res (r) = 

Ty (I -1 ,24 ~), 

2 
0'-(r:.(-- R 

3 

2 
~R:.(r:.(R. 
3 

(15) 

Na periferiji kruga je Tres (R) = - 0,24 TT, a na granici izmedu elasticne i plasticne 

oblasti je Tres G R) = 0,17Ty. 

Na kraju isticemo da smo u ovom poglavlju analizirali elasto-plasticnu torziju 
grede kruznog poprecnog presjeka. Elasto-plasticna torzija grede proizvoljnog 
poprecnog presjeka zahtijeva slozeniju analizu, u koju semi ovdje necemo upustati. 
Napominjemo samo da se, recimo za gredu pravougaonog poprecnog presjeka, 
plasticnost javlja i siri kao sto je skicirano na sl. 14 : 16.Zaista, maksimalni smicuci 

+· 
a) b) c) d) 

Sl. 14:16. 
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napon pri torziji grede pravougaonog poprecnog presjeka je na sredini duze stranice 
pravougaonika, pa se i plasticnost prvo tu javlja (sl. 14: 16 (a)). Pri daljem porastu 
momenta torzije, plasticnost se sve vise siri ( sl. 14: 16 (b) i (c)) dok ne obuhvati cijeli 
poprecni presjek (sl. 14:16 (d)), kada greda gubi dalju nosivost. 

14.4. Elasto-plasticna analiza grede optereeene na savijanje 

14.4.1. Ela.)/u-plastiZ.no sal'ijanje spregouimu 

Posmatrajmo gredu opterecenu na savijanje sa dva sprega savijanja 9Jlx koji 
djcluju na krajcvima gred~.: u glavnoj ravni incrcije y.:. Pod djejstvom ovih spregova 
grcda ct: se dcformisttti i prcci u savijcni polozaj prikazan na sl. 14: 17. Dilatacija 
\ lakna na udaljeflju y od ncutralnc (tc2:isne) ose: je 

( R + y) dc.p- Rdc.p y 

Rdq> R 
(I) 

)!dJe jc 1<. poluprccnik krivine ncutralnc osc korcspondentne momentu savijanja 9Jlx. 
Rcbcij.t ( l), tj. lincarna veza izmcdu dilatacijc [rz i \Ciicine y. vazi bez obzira da Ii 
-..u u pit<tniu clasticnc iii plasticne dcformacUe. pod usl,l\'Om da su deformacije male. 

y 

Sl. 14:17. 

Ukoliko je moment savijanja mlx takav da su deformacije gre(ie elasticne, 
korespondentni napon odredujemo iz Hookeovog zakona 
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crzz (y) = E £zz (y) =R y, (2) 



Sl. 14: !8. 

sto je takode linearna promjena sa distancom y (sl. 14: 18). Vezu izmedu poluprec
nika krivine R i momenta savijanja 9J1x odredujemo iz uslova ravnoteze 

(3) 

gdje je lx= J y 2dA moment inercije povrsine poprecnog presjeka grede za x osu. 
A 

Zamjenom (3) u (2) dobijamo poznati obrazac za napon usljed savijanja grede 
spregovima u elasticnom domenu deformacija 

9Jlx 
cr:z (y) =-~- y. 

X 

(4) 

Maksimalni napon (po apsolutnoj vrijednosti) Je u najudaljenijim tackama od 
neutralne ose 

(5) 

Sa porastom momenta 9Jlx raste i maksimalni napon (5), ali ne preko granice 
plasticnog tecenja cry. Moment savijanja pri kome pocinje plasticnost u gredi, dakle, 
dobijamo iz 

(6) 

Sa daljim porastom momenta, preko vrijednosti (6), plasticnost se siri unutar grede, 
a dijagram napona se mijenja kao sto je skicirano na sl. 14:19. OCigledno je da se u 
domenu elasto-plasticnih deformacija neutralna osa vise ne poklapa sa tezisnom 
osom, kao u domenu elasticnih deformacija, vee se pomjera sa sirenjem plasticnosti. 

Sl. 14:19. 
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U granicnom stanju kada je plasticnost obuhvatila Citav poprecni presjek, neutralna 
osa polovi povrsinu poprecnog presjeka (sl. 14: 20). Ovo slijedi iz uslova ravnoteze 
da je rezultujuca sila u pravcu z ose jednaka nuli 

(7) 

A 
odakle je A 1 =A2 =---, gdje je A ukupna povrsina poprecnog presjeka grede. Iz 

2 
momentnog uslova ravnoteze dobijamo vrijednost granicnog momenta savijanja 

A 
W/~r=crTA 1 d 1 +crTA 2d2 =GTld, (8) 

gdje je d = d 1 + d2 rastojanje izmedu tezista C 1 i C 2 povrsina A 1 A 2 poprecnog 
presjeka. 

h 
X 

h 

y 

SL 14:20. SL 14:21. 

U slucaju da poprecni presjek ima horizontalnu osu simetrije (sl. 14:21), 
neutralna osa se poklapa sa tczisnom x osom i u plasticnom domenu defonnacija, 
jer sc plasticnc zone obrazuju simetricno. Neka se pod djejstvom momenta Wlx 
plasticnost prosirila do nivoa TJ na sl. 14:21. Izraz za napon je 

lrl ~TJ 

l.vl ~T], 
. . {+I, r>O . . gdje JC sgn y = · . Vezu tzmedu momenta Wlx 1 

- Ly<O 
uslova ravnoteze 

~ 

(9) 

TJ dobijamo iz momentnog 

9Jlx(TJ)= I 0"22 ydA=2(I GT~~ydA+ I GTydA )=aT[~J;(T])+S.~(T])l (10) 

A 0 

TJ 

gdje je I~ (11) = 2 J y2d.4 moment.. inercije elasticno deformisanog dijela poprecnog 
0 

h 

presjeka u odnosu na X osu, a s~ (Tj)=2 J ydA je dvostruka vrijednost statickog 

momenta polovine plasticno deformisanog dijela poprecnog presjeka u odnosu na x 
osu. 
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paje 

Za pravougaoni poprecni presjek dimenzija b x 2h je: 

2 
F(n)=-bn 3 

X i 3 'I ' 
( 11) 

(12) 

2 
OCigledno je iz (12) da je 9R; = IDlx (h)= 3 crybh2 i IDlf = IDlx (0) = O"ybh

2
, tako da je 

3 
za pravougaoni popreeni presjek IDl!r =:2M;. KoristeCi vrijednost za IDl!r, (12) 

mozemo prepisati u obliku 

(13) 

Koriscenjem izraza (13) lako je naci i vezu izmedu momenta IDlx i krivine K =! 
neutralne ose elasto-plasticno deformisane grede. Zaista, iz Hookeovog zakona i 
relacije (1) je 

sto zamjenom u (13) daje 

gdje je 
O"y 

K=r hE 

(14) 

(15) 

(16) 

krivina neutralne ose na poretku plasti(;nosti, koju dobijamo iz (14) za 11 =h. 
Dijagramski je zavisnost (15) prikazana na sl. 14: 22. 

mx 

,_gr.l------:::::;;;;;;;;;;;=..-
""x' 
mr 

)( 

Sl. 14:22. 

28 Otpornost materijaJa 

K 

Sl. 14:23. 
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Kao sto se vidi sa sl. 14:22, krivina neutralne ose neograniceno raste kada se 
moment savijanja priblizava granicnoj vrijednosti. 

Zaostali naponi. - Odredimo na kraju zaostale (rezidualne) napone koji su 
prisutni u plasticno deformisanoj gredi nakon njenog rastereeenja, tj. uklanjanja 
momenta savijanja. Rastereeenje se odvija elasticno, pa je linija rastereeenja na sl. 
14: 23 paralelna liniji prvobitnog elasticnog opterecenja. Zaostala krivina je 

9Jlx 
K =K-K =K--

P e £/x' 
(17) 

dok zaostale napone dobijamo ako od naponskog stanja koje odgovara tacki a na 
sl. 14: 23 oduzmemo elasticnu (linearnu) raspodjelu napona korespondentnu mo

mentu savijanja 9Jlx (sl. 14:24). Neka je, 
2 

Sl. 14:24. 

recimo, 11 =- h, cemu iz (12) odgovara mo-
3 

ment 9Jlx=0,85 bh2 cry, tada je linearna ela
sticna raspodjela napona koju treba oduzeti 
od elasto-plasticne raspodjele, definisana sa 

0,85bh2crr y 
crzz (y)= b (

2
h)3 y=1,275cryh· (18) 

12 

Oduzimanjem (18) od (9) dobijamo zaostale (rezidualne) napone 

l 
v 2 

0 225cr =-- 1}'1 ~- h 
' T h' · 3 

cr~<; (y) = 

. crr(sgny-1,275D,Irl~~h. 
(19) 

Tako je, na primjer, cr~<; G h) =0,15cry, cr~~' (h)=- 0,275 crT 

14.4.2. Elasto-plasticno savijanje silarna 

Kod grede savijene silama, pored normalnog napona crzz• javlja se i smicuCi 
napon t. Medutim, za dovoljno duge (vitke) grede smicuCi napon je znatno manji 
od normalnog, pa se moze zanemariti, Cime se analiza svodi samo na normalni 
napon. Ovo vaii kako za elasticnu, tako i za elasto-plasticnu analizu vitkih greda. 
Dakle, posmatrajmo gredu uklijestenu na lijevom kraju i opterecenu koncentrisa
nom silom F na desnom kraju (sl. 14: 25 ). Greda je pravougaonog poprecnog 
presjeka dimenzija b x 2h i duzine /. Moment savijanja u proizvoljnom presjeku na 
udaljenju z od ukljestenja je 

Mx (z)= -F (l- z). (1) 
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F 

:z 

l 

y 
Sl. 14:25. 

PretpostavljajuCi da su deformacije grede elasticne, raspodjela normalnog napona u 
uocenom poprecnom presjeku je 

Mx(z) F(l-z) 
(Jzz (y)=-- Y=- Y· 

IX IX 
(2) 

Maksimalni napon u gredi javlja se u kriticnom presjeku (ukljestenju z=O), 1 u 
najudaljenijim tackama od neutralne ose (y = ±h) 

(3) 

Sa porastom sile F raste i normalni napon. Plasticnost ce se pojaviti u gredi kada 
maksimalni normalni napon (3) dostigne granicu plasticnog tecenja crT, tj. kada je 

(4) 

:z:O 

Sl. 14:26. 
y 

Odavde dobijamo silu pri kojoj poCinje plasticnost u gredi 

(5) 

Plasticnost se pri tome javlja samo u krajnjim tackama presjeka u ukljestenju, kao 
sto je prikazano na sl. 14:26. Sa daljim porastom sile plasticnost se siri ka 
unutra5njosti grede, tako da pri nekoj vrijednosti sile F > FT, plasticne zone 
izgledaju kao na sl. 14: 27. Odredimo granicu izmedu elasticne i plasticne oblasti 

28* 
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grcdc, tj. jcdnaCinu krive 11=r1 (.::) na sl. 14:27. Normalni napon u presjeku- u 
kPmc jc plasticnost dosegla do nivoa 11 (z), je 

E 

E 

y 

Ovome odgovara moment savijanja 

Izjednacujuci (7) sa (1) imamo 

Sl. 14:27. 

l.rl :( 11 

IYI ?c 11· 

z 

(6) 

·(8) 

sto rjesavanjem po 11 daje trazcni oblik granice izmcdu elasticne i plasticne oblasti 
gredc 

.' J- :F u~ ;l 
1)(.::)='\1311 I~ 1 --. 

bln:rT 
(9) 

Kao sto vidimo, granica izmedu elasticne i plasticne oblasti je parabolicna kriva, pri 
ccmu jc 

----· 

J 
Fl 

11 (0l=J3 h 1 ~ bh~-;.· (1 0) 

dok ·vrijednost .::=.::r do koje se proteze plasticnost. uzduz grede dobijamo iz (9) i 
usiova 11 (.::p)=h. sto daje 

2 (JT 
.:: =l~~bh2 -. 

r 3 F 
(11) 

Sa daljim porastom sile F plasticnost se sve vise siri. Kada sila F postane 
toliko velika da se plasticne zone u ukljestenju dodirnu (sl. 14: 28), nosac gubi dalju 
nosivost jer se u ukljestenju formirao tzv. plasticni zglob, koji nosac prevodi u 
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Sl. 14. ~~ 
y 

mehanizam (sl. 14: 29). Silu F =F,,, pri kojoj se ovo javlja naZJvamo granicnom 
silom. Njenu vrijednost dobijamo iz ( 1 0) stavijajuci 11 (0) = 0 

Vrijednost granicne sile mogli 
smo direktno dohiti i iz uslova 

F
9
,i=M

11
,, (13) 

buduci da je u trenutku potpune 
"plastifikacije presjcka u ukljestcnju. 
moment u njemu jednak granicnom 
momentu 

17 2 

Sl. 14:29. 

,\-lyr = 2 · a 1 hh 2 =hh a 1 . (14) 

Zamjenom ( 14) u ( 13) i rjesavanjem po F
9
,. opet dobijamo vrijcdnost granicnc silc 

(12). 
Vrijednost :; P = :;~' do kojc se prosirila plasticnost uzduz gre(lc pri sili F =F w. 

dobijamo kada u ( 11) unesemo ( 12 ). sto daje 

(1 5) 

Jednacinu deformisane ncutralne ose elasto-plasticno savijene grede silom 
FT <F <F

9
,. dobijamo ako podemo do izraza za krivinu pri malim ugibima grede 

(16) 

i veze izmedu momenta savijanja i _krivine 

M~(;;)=-F(/-::)={-~J,K{(::), [ KT ] 2} 

--1\1 'l- ~-3 gr • K (;;) ' 

(17) 

gdje je KT =hE krivina neutralne ose grede u trenutku pocetka plasticnosti u gredi. 
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Rjesavanjem (17) po K =K (.:-). dobijamo 

F 
(/- ::). 

Efx 
K (z)= 

Kr 
(18) 

~- -· 

"/3 Jt- F (!;~ ::) 
hh"01 

sto zamjenum u II n l daje di ferencijalnu jednaCinu deformisane neutralne ose elasto
plasticno savijenL' gredc. Integracijom ove jednacinc uz koriscenje granicnih uslova 
r (0)=r' ((')) =U i prelaznih uslova na mjestu ::=::P dobijamo jednaCinu, tj. oblik 
deformisanc m·utr<tlne ose. U integraciju se. medutim. necemo upustati. 

Zaostali naponi. - Ako u trenutku kadajc greda elasto-plasticno dcformisana 
silom F 1 < F < F,,. izvrsimo rastereccnje. tj. uklonimo silu F. dio kriYine ose grede se 
povlaci. a din P>.tajc kao trajna (plasticna) deformacija. Zapravo. dio grede:: ?::P na 
sl. 14 27 je -;am,) clasticno dcformisan. pa njegova krivina u potpunosti iscezava sa 
rastereceniem. dok je dio · greL!e :; <::I' elasto-plasticno deformisan tako da se samo 
jedan dio J..rivinc lllg dijela greL!e pnvlaci sa rasterecenjem, dok drugi dio ostaje kao 
tn~jna (Dtnsta!,t. rczidualna) knvina Prema tome. 

(19) 

lsu .ic sttll<LCIFl sa naporwm. S obzirom da je rasterccenje elasticno. oduzimanjem 
raspodjele napona 

Sl. 14.30. 

F (!- :;) 
(J == (,\') = - - .\' 

I, 
(20) 

od raspodjele koja odgovara elasto-plastic
nom stanju deformacije na sl. 14: 27, dobi
jamo polje zaostalih napona u gredi. Jasno 
je da su u dijelu grcde:: ?::P zaostali napo
ni jcdnaki nuli, jer je taj dio grede bio 
samo elasticno deformisan. pa se zaostali 
naponi javUaju samo u dijelu grede z<::P. 
Zaostale napone u ovom dijelu dobijamo 
ako od (6) oduzmemo (23), sto je skicirano 
za uoceni presjek ()~z~zP na sl. 14:30. 

N upomenu: U ovom odjeljku analiziral.i smo elasto-plasticno savijanje konzole 
koncentrisanom silom na kraju. U slucaju drugaCijeg oslanjanja i opterecenja grede 
analiza se sprovodi slicno. Na primjer, moze se pokazati da se kod proste grede 
opterecene ravnomjernim kontinualnim opterecenjem duz cijelog raspona grede, 
plasticne zone sire kao sto je to skicirano na sl. 14: 31. Granicno optereeenje je 

8Mgr bh2 

qg,=-~2-=8 [2 crT. (21) 
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b 

)( 

y 

Sl. 14:31. 

14.5. Dimenziooisabje prema granicnoj nosivosti 

Ranije smo formulisali i koristili kriterijum dimenzionisanja grednog nosaca 
koji je bio baziran na pronalaienju kriticne tacke grednog nosaca, saglasno usvojenoj 
hipotezi o slomu, u kojoj uporedni napon nije smio da dostigne unaprijed zadatu 
vrijednost karakteristicnu za dati matcrijal. Vidjdi smo, medutim, u prethodnim 
poglavljima da dostizanje kriticnog naponskog stanja u tacki znaci samo da u toj t~ki 
poeinje plasticna deformacija, dok nosac i dalje zadrzava svoju nosivost. Tek 
kada se plastiCne zone prosire toliko da nosac postane mehanizam, dolazi do 
gubljenja ujegove dalje nosivosti, tj. do stvarnog sloma. Opterecenje pri kome se ovo 
javlja nazivamo granicnim opterecenjem. Dimenzionisanje nosaca prema granicnom 
stanju kada on postaje mehanizam daje daleko bolju sliku o stvarnoj nosivosti nosaca 
nego sto to daje dimenzionisanje prema kriticnom naponskom stanju lokalno, u t~ki. 
Zato se sve vise dimenzionisanje danas vrsi na bazi odredivanja granicnog stanja i 
granicnog optereeenja. Ovakvo dimenzionisanje nazivamo dimenzionisanje prema 
granicnoj nosivosti. 

Kod staticki odredenih nosaca granicno stanje, tj. mehanizam sloma, je 
uglavnom lako utvrditi. Ako je u pitanju aksijalno opterecena konstrukcija, granicno 
stanje nastupa kada se stap u kome je najveci napon plastificira, tj. kada napon u 
njemu dostigne vrijednost napona na granici plasticnog tecenja err· Kod nosaca 
optereeenog na torziju granicno stanje nastupa kada se u kriticnom presjeku, gdje je 
najveei moment torzije, plasticnost prosiri po Citavom presjeku, tj. kada moment 
torzije u tom pre~eku dostigne vrijednost granicnog momenta torzije Mrr (koji je za 

· 2n 
kruzni poprecni presjek jednak - R3 t.r). Kod nosaca opterecenog na savijanje 

3 
granicno stanje nastupa kada se u kriticnom presjeku g<fje je najveCi moment 
savijanja plasticnost prosiri po cijelom presjeku (Cime se formira plasti~ni zglob), tj. 
kada moment savijanja u tom presjeku dostigne vrijednost granicnog momenta 
savijanja M

9
r (koji je za pravougaoni poprecni prcsjek dimenzija b x 2h jednak 

w~. -
Kod staticki neodredenih nosaca situacija je slozenija. Ukoliko je nosac n 

puta staticki neodreden, za granicno stanje je potrel:mo u principu da se (n + 1) stap 
plastifikuje, ukoliko je u pitanju aksijalno opterecena konstrukcija, odnosno da se 
formira (n + 1) plasticni zglob, ukoliko je u pitanju nosac optereeen na torziju iii 
savijanje. To je zato sto n puta staticki neodreden nosac postaje staticki odreden 
nakon formiranja n plasticnih zglobova, jer je na raspolaganju n novih jednaCina 
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(da je u piasticnirn zglobovirna moment jednak M gr' odnosno da je u plastifikova
nirn stapovirna sila jednaka cryA ), pa je potrebno da se forrnira jos sarno jedan 
plasticni zglob i da nosac postane rnehanizarn, tj. da dode u granicno stanje, 
ukoliko vee nije postao rnehanizarn. Moze se, nairne, dogoditi, za odredenu 
geornetriju i opterecenje, da do slorna n puta staticki neodredenog nosaca dode i pri 
rnanjern broju plasticnih zglobova od (n + I) usljed formiranja lokalnog rnehanizrna 
na nekom dijelu nosaca (vidi prirnjer 14.11 ). 

Jasno jc da ce se kod aksijalno opterecene konstrukcije prvo plastifikovati 
stapovi u kojima su najveci naponi, odnosno da ce se kod nosaca opterecenog na 
torziju iii savijanje plasticni zglobovi forrnirati u presjecirna ekstrernalnih rnornenata 
torzije, odnosno savijanja. No, da bi se precizno znali stapovi sa najvcCirn napo
norn. odnosno presjeci sa najveCirn rnornentorn, potrebno je prethodno rijesiti 
elasticari problem. Ovo, medutirn, rnoze biti obirnan posao, pa se pri odredivanju 
granicnog stanja direktno pretpostavljaju rnoguci rnehanizmi slorna, i za svaki od 
njih racuna korespondentno granicno opterecenje. Stvarni rnehanizarn slorna koji ce 
se zaista dogoditi je onaj za koji je sracunato granicno opterecenje najnize. Ovo 
granicno optcrecenjc je stvarno opterecenje do kog se nosac srnije opteretiti. Pri 
sracunavanju granicnog opterecenja koriste se iii klasicne jednacine statike iii metod 
virtualnog rada, kao sto je ilustrovano u prirnjerirna koji slijede. 

Na kraju isticerno da se prilikorn dirnenzionisanja prerna granicnoj nosivosti 
modi, iz uohicajenih razloga. i odgovarajuci koeficijent sigurnosti kojirn se srna
njuje granicno i definise dozvolJeno opterecenje 

Primieri 

Primjer 14.!. 

1 
Fd=- F"'. 11 . ( 1 ) 

Odrediti granicnu silu konstrukcije na sl. P 14.1 (a). Stapovi su kruznog 
poprecnog presjeka precnika d = 2 ern i od materijala sa granicorn plasticnog tecenja 
aT= 20 kNjcm2

. 

d2rr 

* 
51 -~.-or 

X f. 6(J' X 

F 
F 

Fgr 

{a) {b) (c) 
Sl. P 14.1. 

Rjesenje: 

Iz uslova ravnoteze (sl. P 14.1 (b)) je 
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d2rr 
Dakle, S2>Sl, pa posto jc AI =A2= 4 slijcdi 02>01, pa cc se stap 0 prvo 

plastifikovati. Konstrukcija time dolazi u g.ranicno stanjc (sl. P 14.1 (c)). Granicnu 
silu dobijamo iz: 

sto d<~ic: 

Primjcr 14.2. 

S 1 cos 45 

d2 rr 

1Prr 
0 1 cos 60 =0 

4 

F - - a 1 sin 60 - S, sin 45 =0. 
gr 4 . 

Odrcditi silu FT pri kojoj pocinjc plasticnost u konstrukciji na sl. P 14.2 (a). 
NaCi takode i g.ranicnu silu F

9
r. Stapovi su kruznog poprccnog pt'CsJcka prccnika 

d=2 em i od materijala sa 01 ~ 16 kN cm 2 

F 

AortACJ.r 
&-_53 . 
- -x 

t'9r 

(a/ (b) (cJ 

Sl. P 142 

Rje§enje: 

Konstrukcija je jedanput staticki neodredena. Zamislimo da smo uklonili stap Ql 
(sl. P 14.2 (b)). Tada je: 

(a) 
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Nepoznatu vrijednost sile S3 dobicemo iz 

sto daje s3 ;-;;F. Zamjenom u (a) sada slijedi: 
8+3v-' 

S1 =0,622F, S2 =0,490F. 

Posto su poprecni presjeci svih stapova isti, zakljucujemo da je crmax=cr1 (jer je 
smax=Sd, pace plasticnost prvo poceti u stapu CD. Silu.FT dobijamo iz: 

Granicno stanje ce nastupiti kada jos jed an stap postane plastican. Kako je S2 > S3 , 

granicno stanje je kao na sl. P 14.2 (c). Silu F
9

r dobijamo iz: 

JJ 1 1 
S -+Acr --Acr -=0 

3 2 T2 T2 

JJ JJ 
F -Acr --Acr -=0 

gr T 2 T 2 ' 
sto daje: 

Primjer 14.3. 

Odrediti vrijednost granicnog momenta tor~jjc:r ~gr· za nosac na sl. P 14.3. 
Dato je -cy = 10 kNjcm2

• 

2'f'lt : . 

Sl. P 14.3. 
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Rjesenje: 

Sa dijagrama momenta torzije vidimo da je kritican dio nosaca dio BC jer je tamo 
najveCi moment torzije M;n•x=4ffi1. Granicno stanje je definisano sa 

odakle je 

Primj er 14.4. 

Za obostrano uklijestenu gredu na sl. P 14.4 (a) odrediti qT i q9r. Dato je l, 
o, crT. 

Rjesenje: 

Za T profil na slicije: lx=533 o4
, Ymax=8o, pa veliCinu kontinualnog opterecenja pri 

kome pocinje plasticnost u gredi nalazimo iz: 

-M 
X ''Y..Ai 

{b) 

(c) 

Sl. P 14.4 
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Vrijednost granicnog optereeenja pri kome nosac postaje mehanizarn (sl. P 14.4 (b)) 
dobijarno iz: 

I I . 16M
9

, 

M9,-qer24+Mer=O, q9,=-p-· 

No, granicni moment savijanja za T profil je 

paje 

444 

M9.=crT; d=crT·20o2 ·68=120o3crT, 

~<~gr=f6qgrt2 
(a} 

® 
grt2 

(CJ 

Sl. P 14.5. 

Primj er 14.6. 

Primjer 14.5. 

Odrediti polje zaostalih marne
nata u gredi iz prethodnog primjera 
ako se neposredno nakon dostizanja 
granicnog optereeenja q

9
, izvrsi raste

reeenje, tj. ukloni optereeenje q
9
,. 

Rjesenje: 

Moment savijanja u gredi koji odgova
ra granicnom stanju (sl. P 14.5 (a)) de
finisan je sa 

1 2 1 
Mx(z)=-lf,qgr/ +lqgJ:::-qgr 2 

(a) 

Rasterecenje se odvija elasticno, pa 
je raspodjela momenta koja odgovara 
rasterecenju ( sl. P 14: 5 (b)) 

1 1 ? 

Mx (z)=UqgrfZ-lqgJ::::+qgr-2_. (b) 

Zaostali moment se dobija superpozi
cijom (a) i (b): 

pa kako je 

dobijamo 
Mres=40o3 cr7 . 

sto je prikazano na sl. p 14.5 (c). 

Odrediti granicnu silu nosaca na sl. P 14.6 (a). Poznato je R, I, cr7 . 



Rje§enje: 

Graniooi moment koji odgovara kru!nom popr~om presjeku (sJ. P14.6(b)) je 

A 4 3 M =cr -d=-R cr fiT T 2 3 r· 

Pri granicnom stanju nosaca (sl. P 14.6(b)) je: 

pa koriscenjem (a) dobijamo 

F 

Sl. Pl4.6. 

Primj er 14.7. 

6M9r 
Fgr=-~-, 

/b) 

(a) 

Odrediti granicnu silu u prethodnom primjeru koristeei princip virtualnog 
rada. 
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Rjesenje: 

Granicnu silu mozemo dobiti i koristeCi princip virtualnog rada: za sistem u 
ravnotezi je rad sila na virtualnom pomjeranju sistema jednak nuli. Dakle, 

I 
8d=F9, l 89- M9,89- M

9
, 289=0, (a) 

6M 
pa je F9, =T. (U relaciji (a) rad mo-~ 

~ Mgr-
Sl. P 14.7. 

F 2F 

{a) 

Sl. P 14.8. 

Za slucaj (b)je: 

I I 

menta M
9

, je negativan jer se momen
ti M 

9
, suprotstavljaju virtualnom pomje

ranju 88). 

Primjer 14.8. 

Odrediti granicnu silu F
9

, nosaca na 
sl. P 14.8 (a). Dato je I i M

9
,. 

Rje8enje: 

Nosac je jedanput staticki neodreden 
pa je za mehanizam sloma, tj. granic
no stanje potrebno da se formiraju dva 
plasticna zgloba. Naravno, plasticni 
zglobovi ce se formirati na mjestima 
ektremuma momentnag dijagrama no
saca. Ekstremumi momentnog dijagra
ma su ocigledno u presjecima u ukljes
tenju i ispod sila F i 2F. Da bismo 
odredili u koja se dva od ova tri presjeka 
formiraju plasticni zglobovi, koristimo 
najcesce sljedeci postupak: pretpostave 
se svi moguCi mehanizmi sloma i sra
cuna korespondentno granicno optere
cenje; pravi mehanizam sloma je onaj 
za koji je granicno opterecenje najnize. 
Moguci mehanizmi sloma za nosac na 
sl. P 14.8 (a) prikazani su na sl. 
p 14.8(b)- (d). 

F - <58+ 2F - 88- M 8e- M 288 = 0 
p2 p4 p p 

1.a slucaj (c): 
1 5 M

9
, 

Fg,=l-1-, F - i5e+2F 188-M 89- M 489=0 qr 2 gr 4 - gr qr 

a za slucaj (d): 
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Stvarna granicna sila je 
. { M9r 5 M9r M9r} 5 M9r F =mm 3- -- 6- =--

gr /'2/' / 2/' 

a mehanizam sloma je mehanizam prikazan na sl. P 14.8 (c). 

Primjer 14.9. 

Odrediti granicno optereeenje nosaca na sl. P 14.9 (a) ako je poznato l i M
9
r. 

Rjesenje: 

Nosac je jedanput staticki neodreden pa su potrebna dva plasticna zgloba za me
hanizam sloma. Jedan plasticni zglob ce se formirati u ukljestenju jer je tamo 
maksimalan negativni moment, a drugi plastican zglob ce se formirati negdje iz
medu A i B, jer je tamo maksimalan pozitivni moment. Prema tome, mehani
zam sloma je kao na sl. P 14.9 (b), s tim sto cemo velicinu b odrediti naknadno 
iz uslova minimuma funkcije q = q (b). 

gr gr 

Iz principa virtualnog rada je 

AI 
l lq l l:As od=J q

9
rdz·ov (z)-M

9
ro9-M

9
r (09+091 )=0, l 

0 
tj. 

l (a) 

q
9
rJ OV (z)dz-M

9
r (209+091)=0. (a) z 

0 

Kako je A 
l 1 b 
J ov (z) dz=-l·boe, se =-09 
0 2 

1 l-b , 

dobijamo iz (a) (b) 
2M9r 21-b 

qgr=-/-b (l-b) (b) Sl. P 14.9. 

Ovo je zavisnost q
9
r=q

9
r (b). Stvarno q

9
r pri kome ce doci do sloma je minimum 

ove funkcije. Iz us! ova minimum a d:;r = 0, dobijamo b = (2- J2) l, sto zamjenon 

u (b) daje 2M9r J2 M 9r 
q9r=-[2-(3+2 2)~11,66f. 

Primjer 14.10. 

Dimenzionisati prema granicnoj nosivosti gredu pravougaonog poprecnog 
presjeka na sl. P14.10(a) ako je: F=lOkN, 1=2m, crT=16kN/cm2

. Koeficijent 
sigurnosti je n = 2. 

Rjesenje: 
Uobicajenom procedurom, pretpostavljajuci alternativne mehanizme sloma (sa tri 
plasticna zgloba) i racunajuCi korespondentno F

9
r, nalazimo da je stvarna granicna 

9M 
sila F

9
r =- __!!!_, dok je mehanizam sloma prikazan na sl. P 14.10 (b). 

2 l 
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Dimenzionisanje nosaca vrsimo iz zahtjeva 

sto daje 

1 1 9 Mgr 
F<F =-F =--

d n 9' n 2 I ' 

2 
M 9r>n 9Fl. 

No, za pravougaoni poprecni presjek je 

pa zamjenom u (aJ imamo 

odakle je 

2F 

Primjer 14.11. 

M Ad •3 
gr =crr 2 =crrD ' 

J 2Fl 
b> n--=3,8cm. 

9crr 

F 
z 

(a) 

(b) 

Sl. P 14.10. 

~b/2 
c2t:::f1 bf:z 

(C) 

(a) 

Odrediti mehanizam sloma i granicno opterecenje nosaca na sl. P 14.11 (a) ako 
je pozna to I i M gr. 

Rjdenje: 

Ovaj primjer pokazuje da n puta staticki neodreden nosac moze preCi u mehanizam 
i pri manjem broju plasticnih zglobova od (n + 1). Zaista, ovaj nosac je jedanput 
staticki neodreden, a do sloma dolazi vee pri formiranju prvog plasticnog: 7g:loha. 
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Nairne. rjesavanjem elasticnog problema nalazimo da j~ maksimalni moment u 
nosacu u presjeku B, pa se plasticni zglob prvo tamo formira. No, to vee predstavlja 
mehanizam. kao sto je skicirano na sl. P I4.I I (b). Granicnu silu dobijamo iz 

F
9

, I 
') ') =Afqr' 

. 4.'\fgr 
f = -· 

"' I 

A ~ 
lF 8 J: 

112 lf2 ~ lf2 

{a) 

A i l '9r 8 d~r 
~ 

{b) 
Sl. I' 1-l.ll (a)· I hi. 

\uf>OIIIi'JW: Isla \ rijcdnost za ~ranicnu silu. medutim. dobiia bi se i da smo 
kon..-;t rllls~di :iltcrnati\ nc mchani11nc sloma sa dva piasticna zgloba. pa proslijedili 
kan u prctlwdnim primjcrima (sl. P 14. I I (c)). Ciranicna sila je 

I
. . I I'),\/,,, 1 .\/</,. 4 .\/"'1-4 .\/"' 
''' = m m / - I · "+ -I · l f - l · 

F :1. .!!..2r 
gr l 

Sl. I' 1-+t lie') 

Mgr 
Fgr=4 -,-



15. OGRANICENA TORZIJA TANKOZIDNIH STAPOVA 
OTVORENOG PROFILA 

15.1. Uvodne napomene 

Razmatrajuci torziju prizmaticnih stapova proizvoljnog poprecnog presjeka 
(glava 10) vidjeli smo da pored rotacije poprecnih presjeka u svojoj ravni, tacke 
poprecnog presjeka imaju i uzduzno pomjeranje (vitoperenje, krivljenje, depla
naciju) uz = uz (x, y) , koje je nezavisno od uzduzne z koordinate stapa 
ukoliko je stap opterecen samo sa dva momenta torzije na inace slobodnim kra
jevima stapa (sl. 15:1 (a) ) . Ovo je tzv. slobodna (neogranicena, neometena) 
torzija pri kojoj se u stapu javljaju samo smicuCi naponi azx i az,· Ukoliko je, 
medutim, deplanacija nekog poprecnog presjeka sprecena (na primjer, lijevi 
kraj stapa uklijesten, sl. 15:1 (b) ) ' tad a je ocigledno deplanacija promjenljiva 
nd presjeka do presjeka, tj. u, = u, (x, y, z), pa se nuzno javlja dilatacija 

: = au: i, prema tome, normalni napon G zz. Uzduzna vlakna (paralelna z az . 
osi) nisu nakon deformacije neophodno prava (kao kod slobodne torzije)), vee 
postaju zakrivljena, tj. pored torzije javlja se i savijanje (sl. 15:1 (b)). Ovak
vu torziju, sa prisustvom normalnog napona usljed neslobodne deplanacije 
poprecnih presjeka, nazivamo ogranicena ili ometena (ponekad i savojna) 
torzija. Ogranicena torzija javlja se u mnogim slucajevima. Pored navedenog 
slucaja uklijestenog stapa, javlja se, na primjer, i u stapu opterecenom na sredini 
raspona knncentrisanim momentom torzije koji na krajevima uravnotezuju 
dva jednaka momenta: zbog simetrije nema deplanacije srednjeg poprecnog 
presjeka, dok se ostali poprecni presjeci deplaniraju, pa opet imamo slucaj 
ogranicene torzije. Uopste, ukolikn se moment torzije mijenja po duzini sta
pa (na primjer, stap opterecen kontinuirano rasporedenim momentom torzije), 
ili ako je stap promjenljivog poprecnog presjeka, javlja se promjenljiva de
planacija poprecnih presjeka i ogranicena torzija. Efekti ogranicene torzije (na 
primjer, prisustvo normalnog napona) za stapove punog presjeka, kao sto su 
kruzni, kvadratni i sl., po pravilu su zanemarljivi. Medutim, jako su izrazeni 
i moraju se uzeti u obzir kod tankozidnih stapova otvorenog profila, jer oni 
pri torziji imaju, usljed male torzione krutosti, znatno vecu deplanaciju pop
recnih presjeka nego zatvoreni tankozidni i drugi, puni poprecni presjeci. 

S druge strane, aksijalna sila i moment savijanja, primijenjeni na tankozidni 
stap na odreden nacin, mogu pored istezanja, odnosno savijanja, da izazovu i 
(ogranicenu) torziju, tj. obrtanje i deplanaciju poprecnih presjeka koji su pro
mjenljivi duz ose stapa. Ovo je, na primjer, za aksijalnu silu ilustrovano na sl. 15:2. 
Na sl. 15:3 prikazan je moment savijanja (intenziteta Ph) koji djeluje u ravni 
paralelnoj glavnoj ravni I pro fila (na udaljenju b /2 od nje), i koji pored savi
janja izaziva i torziju stapa (slicno situaciji na sl. 15:2). Ocigledno, dakle, da za 
razliku od punih stapova, za tankozidne stapove Saint-Venantov princip (str. 114) 
u opstem slucaju ne vazi. 

Zbog svih navedenih i drugih specificnosti u ponasanju tankozidnih stapova 
ovu glavu posvecujemo analizi deformacije i naprezanja prizmaticnih proizvoljno 
npterecenih tankozidnih stapova otvorenog profila. 
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(a, (b) 

Sl. 15:1. 

! 
I I i 

I I . 

ill 8D 
~/ 

Sl. 15:2. Sl. 15:3. 

15.2. Vitoperenje (krivljenje) poprecnog presjeka 

Posmatrajmo prvo slobodnu torziju tankozidnog stapa otvorenog profila. 
U poglavlju 10.1. vidjeli smo da pomjeranje tacaka poprecnog presjeka uvi

jenog stapa odgovara cistoj rotaciji u ravni poprecnog presjeka i vitoperenju 
koje je konstantno za sve poprecne presjeke, a promjenljivo unutar poprec
nog presjeka. Zbog male debljine tankozidnog stapa posmatracemo promjenu 
vitoperenja samo duz srednje linije profila, tj. posmatracemo funkciju uz = uz (s), 
gdje je s lucna koordinata duz srednje linije mjerena od proizvoljne nulte tacke 
01. Pomjeranje u ravni profila odgovara Cistoj rotaciji oko proizvoljne tacke 
(pola) P. Ako sa r oznacimo udaljenje uocene tacke srednje Iinije profila od pola 
P, a sa tv ugao rotacije profila, tada je pomjeranje uocene tacke u ravni profila 
upravno na r i jednako rep (sl. 15:4). Ako komponentu ovog pomjeranja u pravcu 
tangente na srednju liniju oznaCimo sa us, tada je oCigledno , 

(1) 

gdje je h normalno udaljenje pola P od tangente na srednju liniju profila u uoce
noj tacki. S druge strane, vidjeli smo da je, izuzev u okolini krajeva profila, 
smicuCi napon u pravcu tangente na srednju liniju profila, jednak nuli u tackama 
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Sl. 15:4. 

OUz OUs 
Tzs= 2 Gsz,= G (as+ Oz) = 0, 

gdje je G modul smicanja. Odavde imamo 

(2) 

tj. nakon koriscenja ( 1) i integracije 

dq; f h d + 0 liz=·---) p S liz, 
dz o 

(3) 

gdje je u~ = const. uzduzno pomjeranje nulte tacke s = 0. No, integral na desnoj 
strani (3) predstavlja sektorsku koordinatu u odnosu na pol P i nultu tacku Ot 
(vidi odjeljak A.7.1. u dodatku A knjige), tj. 

(4) 

pa izraz za vitoperenje postaje 

u =- ~dd w (s) + uo. 
z z p z (5) 

Kod slobodne torzije ugao rotacije <j! se linearno mijenja duz ose stapa (vidi pog
lavlje 10.1., str 205), pa je d<j!/dz = const. i vitoperenje (5) je nezavisno od z. 
Konsekventno, uzduzna dilatacija c: u = ou z/ oz je identicki jednaka nuli, pa 
posto su i dilatacije u ravni profila jednake nuli (jer profil u svojoj ravni samo 
rotira), normalni napon je takode nula, azz = 0. Iz (5) dalje vidimo da je pro
mjena vitoperenja duz srednje linije definisana promjenom sektorske koordinate, 
dok je intenzitet vitoperenja proporcionalan izvodu ugla rotacije, tj. uglu torzije 
H = dq dz. Kako je kod tankozidnih stapova otvorenog profila, zbog male torzi
one krutost!,' ugao torzije veliki (vidi primjer 1 0.9, str. 242), kod ovakvih sta
pova je i vitoperenje narocito izrazeno. 

Izraz ,(5) mozemo priblizno koristiti i za vitoperenje otvorenih profila pri 
ogranicenoj torziji, pretpostavljajuCi da je <j! proizvoljna (nelinearna) funkcija 
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od z, tako da je dq)/ dz =f=const. Tada iz (5) ocigledno slijedi uz = uz (s, z), pa je 
Ezz =f= 0 i Gzz =f= 0, tj. efekti koji odgovaraju ogranicenoj torziji, kao sto je disku
tovano u prethodnom poglavlju. 

VracajuCi se na slucaj slobodne torzije, pokazacemo sada da je razlika u 
izrazu za vitoperenje koja se dobija razliCitim izborom pol a (P, odnosno druge 
proizvoljne tacke Q) jednaka linearnoj funkciji koordinata x i y u ravni profila, 
te je prema tome, razlika u rjesenju slobodne torzije pri razlicitom izboru pola 
(centra rotacije profila) jednaka translaciji i rotaciji cijelog stapa kao krutog tije
la, bez dodatnih napona i deformacija. Zaista, unoseci u (5) izraz (A.l:4) za vezu 
izmedu sektorskih koordinata u odnosu na dva razlicita pola P i Q, dobijamo 

d<r 0 dq_· 
u = --d w (s) + u - -d (A + Bx + Cy), z z q z z 

gdje su A= Yo (x - xQ) - X
0 

(yP - yQ) , B = (yP- YQ) i 
c = - (xp - XQ ) ' pri cemu su xo i Yo koordinate nulte tacke s = 0 profila 
u odnosu na izaorani koordinatni sistem (x, y). 

15.3. Izraz za uzduzno pomjeranje pri proizvoljnom naprezanju tankO·· 
zidnog stapa 

Ukoliko je stap opterecen ravnomjerno rasporedenim aksijalnim optere
cenjem po bazisima, poprecni presjeci se translatorno pomjeraju u pravcu z ose, 
ostajuCi ravni i paralelni sami sebi. Rotaciju poprecnog presjeka oko glavnih 
centralnih osa inercije izazivaju momenti savijanja oko tih osa. Na primjer, 
uzduzno pomjeranje tacke na udaljenju y od z ose, usljed rotacije poprecnog 
presjeka izazvane mom en tom Mx , je uz = -yu' (sl.15:5), gdje je u pomjeranje 
u y pravcu teiista poprecnog presjeka, a u' Y du / dz nagib, tj. J'gao rotacije 

y y 

I 
uz=-yuy 

u' y 

Sl. 15:5. 

z 

poprecnog presjeka oko x ose. Slicno je uzduzno pomjeranje usljed rotacije 
poprecnog presjeka oko y ose jednako ( - xu: ) . RukovodeCi se ovim i izrazom 
za vitoperenje poprecnog presjeka usljed ogranicene torzije, datim u prethodnom 
poglavlju, pretpostavicemo da je u opstem slucaju naprezanja tankozidnog 
sta~a uzduzno pomjeranje tacaka srednje linije profila dato sa 

w (s, z) = w 0 (z) - u~ (z) x- v~ (z) .y- (p' (z) We (s), (l) 

gdje w0 (z) predstavlja dio pomjeranja u z pravcu usljed translacije profila, 
- u'c (z) x i - v'c (z) y dio uzduznog pomjeranja usljed rotacije profila oko 
njegovih glavnih Centralnih OSa inercije (sa Uc i Vc oznacene SU Ux i Uv komponen-
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ta pomjeranja tezista c profila), dok - <f' (z) we (s) predstavlja dio uzduznog 
pomjeranja od vitoperanja (krivljenja) profila usljed ogranicene torzije. Dakle, 
izrazom (1) pretpostavljeno je da nema promjene oblika (konture) profila u 
svojoj ravni, tj. da profil samo translira i rotira u njoj. (U realnosti su deformacije 
tankozidnih stapova u: opstem slucaju pracene promjenom oblika profila, ali 
se ugradnjom poprecnih ukrucenja - dijafragmi ovo u velikoj mjeri moze 
eliminisati). U izrazu ( 1) je takode zanemaren dio uzduznog pomjeranja, tj. 
krivljenja koje odgovara prisustvu transferzalne sile u poprecnom presjeku, sto 
je opravdano s obzirom da je za tankozidne stapove otvorenog profila ovaj 
dio krivljenja znatno manji od krivljenja usljed ogranicene torzije. 

KoristeCi kinematicke relacije ravnog kretanja za vezu komponentalnih 
pomjeranja dviju tacaka u ravni profila, pomjeranja uc i vc tezista profila 
moiemo izraziti preko pomjeranja proiz\nljne tacke (pola) P (xP, y ) u ravni 
profila i ugla obrtanja profila <f: r 

Uc =Up+ Yr <j-
(2) 

Zamjenom ovih izraza i izraza (A.7.1:3) koji daje vezu izmedu sektorskih 
koordinata u odnosu na teziste C i proizvoljan pol P, u izraz (1) dobijamo al
ternativni izraz za uzduzno pomjeranje tacaka srednje linije profila 

w(s, z) = wo (z) - u~ (z) x- v~ (z) y- !j' (z) (IJP (s). (3) 

15.4. Pretpostavke o komponentalnim naponima i presjecne sile 

Pri naprezanju tankozidnog stapa otvorenog profila dominantni po SVOJOJ 

velicini su normalni napon 0zz i smicuCi napon Tzs koji djeluju u ravni poprec
nog presjeka. Zbog male debljine zida profila komponentu smicanja Tzn u ravni 
poprecnog presjeka u pravcu normale na srednju liniju profila mozemo zane
mariti. Isto tako zanemaricemo meausobno normalno djejstvo uzduznih via
kana stapa, tj. normalne napone (Jss i (Jnn' kao i smicuCi napon Tns. Normalni 
napon azz pretpostavicemo konstantnim po (maloj) debljini zida (a promjenlji
vim duz srednje linije profila), dok cemo za smicuci napon T pretpostaviti 
da se sastoji iz dva dijela: napona Ts rasporedeno linearno po" debljini zida, 
na isti nacin kao j kod s!obodne torzije, i napona Tq koji je konstantan po deb
ljini zida (sl.15:6) i koji je neophodan da bi se obijezbedila poduzna (u z pravcu) 
ravnoteza, s obzirom na prisustvo duz z ose promjenljivog normalnog napona 0zz· 

Tzs Ts 

Sl. 15:6. 

Transferzalne sile ll X i y pra \ l.ll ll roprecnnm presjek ll ( ll koliko postoje) su 
rezultante unutrasnjih sila (T,, t ds) u x i y pravcu, tj: 
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T, = - ~ T "sin a t ds =~IT" dx = ~ q dx 
(1) 

Tv=~ r,,cos u t ds = ~ /Tqdy =~ q dy, 

gdje je integral uzetf po cijeloj duzini srednje linije profila, t je debljina zida 
11rofila. au ugall k,,ji normala na <;rednju liniju gradi sa+ x osom (sl.l5:7). Veli
cina (j = {T q naziva se tOk ~ micall ia. 

Moment smicucih sila u P''PrL·~·n,llll presjeku za proizvoljnu tacku (pol) P u 
ravni profila (sl.l5:7) je 

gdje je Ms dio momenta usljed napona slobodne torzije Ts (Saint-Venentov 
dio momenta torzije), a 

dio momenta usljed napona T" (tzv. torzioni moment krivljenja ili savojno
-uvojni moment). U (3) je duJ = h ds prirastaj sektorske koordinate u odnosu 
na pol P i izabranu nultu tacku srt!dnje linije profila. 

Sl. 15:7. 

Rezultujuca aksijalna sila i momenti savijanja u poprecnorr. presjeku oko 
glavnih centralnih osa inercije poprecnog presjeka su dati preko normalnog na-

pona ozz: 

Mx= ~ y GzzdA 
A 

My= ~ X <JzzdA, 
A 

gdje je A povrsina profila (dA = t ds). 

15.5. Veza izmedu presjecnih sila i spoljasnjeg opterecenja 

(4) 

(5) 

(6) 

U cilju uspostavljanja veze izmedu presjecnih sila i spoljasnjeg opterecenja 
izdvojimo iz napregnutog stapa element duzine dz. N a lijevoj strani djeluju 

PresJ'ecne sile T , T , N , M , M i M , a na desnoJ· te iste promijenjene 
X y Z X y P 
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za odgovarajuCi prirastaj duz z ose (sl.l5:8). Po bocnoj povrsini stapa pret
postavimo da djeluje specificno opterecenje p(po jedinici povrsine srednje povrsi 
stapa definisane uzduznom linijom i srednjom linijom profila)' cije su komponen
te u pravcima koordinatnih osa Px, ~ i ~' Postavljanjem sest uslova ravno-
teze elementa na siici l 

Sl. 15:8. 

i zanemarivaljem malih velicina viseg reda, dobijamo: 

dTx + dz\px ds = 0 
-, 

dT +dz\ pds=O y y 

dN= + dz \ pz ds = 0 

dMx - TY dz + dz \ y pz ds = 0 

d Mv - Tx dz + dz \X p= ds = 0 

d MP- dz\ uy- Yv) Px- (x- Xv) p,']ds = 0, 

z . 

gdje su, kao i prije, integrali uzeti po cijeloj duzini srednje linije profila. Ako sa: 

Py = \pyds, (1) 

oznacimo rezultante povrsinskog opterecenja po jedinici duzine stapa (linijsko 
opterecenje), a sa: 

njihove rezultante oko odgovarajuCih osa (spoljni podijeljeni momenti savijanja, 
odnosno torzije), tada uslovi ravnoteze postaju: 

T'x=- Px 

T'Y=- Py 

N'z=- Pz 
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M'x= Ty- mx (6) 

M' =T - m y X y 
(7) 

M' =-m. p p (8) 

S obzirom da je moment torzije MP jednak zbiru Saint-Venantovog dijela i 
torzionog momenta krivljenja (MP = M + M'"r), (8) mozemo prepisati i u 
obliku ' 

(9) 

15.6. Izraz za normalni napon 

Iz Hookeovog zakona, imajuCi u vidu pretpostavke CJ
88 

= 0
1111 

= 0 , slijedi 
da je normalni napon 

a = Ee 
zz zz ' 

(1) 

gdje je E modul elasticnosti materijala, a czz uzduzna dilatacija koja je, koristeCi 
izraz za pomjeranje (15.3:3), data sa 

Ott' 
F,= a:= w', (z)- u;,'(:) x- \';,'(:).\'-'I"(:) <•),(s). (2) 

S obzirom da smo zanemarili promjenu vitoperenja duz debljine zida, Ezz 

je konstantno po debljini zida, pa, prema tome, iz ( 1) i normalni napon se ne 
mijenja po debljini (sto smo i pretpostavili u poglavlju 15.4). Zamjenom ( 1) 
i (2) u izraze za presjecne sile (15.4:4) - (15.4:6), imamo: 

Nz = E (w'oA- qJ" Srnp) 

Mx=- E (vJ;fx + qJ" /yo•p) 

(3) 

(4) 

(5) 

gdje su Ix i h momenti inercije prifila za x i y ose, S "'P sektorski staticki moment, 
a Ixwr i hwr sektorski centrifugalni moment pro fila u odnosu na izabrani pol P. 
Kao sto je pokazano u dodatku A knjige (vidi odjeljak A.7.2) tacka (pol) D za 
koju su sektorski centrifugalni momenti jednaki nuli naziva se glavni pol ili 
centar smicanja (savijanja) profila·. Koristeci glavni pol, dakle, izrazi ( 4) i (5) 
postaju: 

Mx=- Elxv~ 

My=- E/yu~. 

(6) 

(7) 

S druge strane glavna nulta tacka na srednjoj liniji profila je nulta tacka za 
koju je sektorski staticki moment profila jednak nuli (vidi, takode, A.7.2.). 
MjereCi, dakle, sektorsku koordinatu pocev od glavne nulte tacke, izraz (3) 
se svodi na: 
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N =EAw;,. z (8) 

Sektorska koordinata definisana u odnosu na glavni pol i glavnu nultu tacku 
naziva se normirana sektorska koordinata i oznacava sa Q . Prema tome, uvode
njem normirane sektorske koordinate dobili smo uobicajene izraze iz standardne 
teorije grede za vezu izmedu momenta savijanja i deformacije, odnosno ak
sijalne Sile j deformacije, S tim StO SU U (6) j (7) U0 j V0 (koje CemO ubuduce 
oznacavati prosto sa u i v) pomjeranja u x i y pravcu centra smicanja, a ne 
tezista profila. Na primjer, ukoliko imamo slucaj ogranicene torzije izazvane 
samo spoljnim momentom torzije, recimo na desnom kraju uklijestene kon
zole, tada je Mx = M = Nz = 0 u svakom poprecnom presjeku, tj. normalni. 
naponi 0

22 
u svakom pbprecnom presjeku sami sebe uravnotezuju; a iz ( 6) i (7) 

(zajedno sa granicnim uslovima) slijedi da se centar sn,icanja ne pon.jera u svojoj 
ravni, tj. poprecni presjek pri ogranicenoj torziji rotira u svojoj ravni oko centra 
smicanja profila. 

Zamjenom (6)- (8) u (2) dobijamo izraz za napon 

N M M 
= -z+ -xy +-~X- Ecp" Q, 

A IX IX 
(9) 

koji se od poznatog izraza za gredu napregnutu kombinovano, aksijalnim op
terecenjem i savijanjem, razlikuje za dio proporcionalan normiranoj sektorskoj 
s obzirom da je s Q = I xU = 1 yQ """' 0 ' ocigledno da je dio normalnog napona 
(- Ecp "Q) u svakom poprecnom presjeku daje uravnotezen sistem sila. 

Mnozenjetn (9) sa normiranom sektorskom koordinatom i integraljenjem 
po povrsini profila, dobijamo 

/), L/ .. 'I ... (10) 

gdje je 
fi = S ~~(jzzdA (11) 

.. 1 

tzv. bimoment, veliCina sa dimenzij,,nl -;ila x (duzina) 2, a 

I. = ~ Q 2 dA 
A 

sektorski moment inercije, geometrijska karakteristika profila sa dimenzijom 
(duzina) 6• Zamjenom (1 0) u (9) dobijamo konacno 

_ Nz + Mx +~ + BQ n Uzz-A -~-y I X -~- ~~ • 
X y Q 

(12) 

Treba medutim istaCi da za razliku od aksijalne sile N i momenata savi
janja M i M , koji s~ mogu uvijek odrediti iz uslova ravnoteie, ukoliko su paz
nate spo"Ijasn]e sile i reakcije, bimoment B0 (kao posljedica uravnotezenog dijela 
raspodjele normalnog napona u poprecnoin presjeku, nastalog usljed krivljenja 
karakrerist icnog za ogran icen u torziju) ne moze se odrediti iz uslova ravno
leZl'. \L-L· JL·dino preko ugla obrtanja profila (p, saglasno sa (10). Da bismo dali 
visl' fizicku interpretaciju bimomenta kao velicine, posmatrajmo stap I profila 
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na cijim krajevima djeluju normalni naponi rasporedeni linearno po sirini hori
zontalnih djelova (pojaseva) profila, sa suprotnim znakom u jednom u odnosu 
na drugi pojas, dok u vertikalnom dijelu (rebru) ne djeluju nikakvi naponi 
(sl. 15:9 (a) ) . Ocigledno, takva raspodjela napona sama sebe uravnotezuje. 
Moment (suprotnih) spregova u pojasevima je 

gdje je sa A oznacena povrsina pojasa (A = bt, b-sirina, a t-debljina 
pojasa). Na sl: 15:9 (b) prikazan je dijagram n~rmirane sektorske koordinate 
I profila (vidi primjer A.l7 (a) u dodatku A knjige). U tackama srednje linije 

(a} 

Sl. 15:9 

jy 

(b) 

rebra je Q = 0, dok je u donjem, odnosno gornjem pojasu promjena Q defi
nisana sa Q = hx/2, odnosno Q = - hx/2, pa izraz za bimon-,ent raspodjele 
napona na sl. 15:9 (a) postaje 

tj. bimoment je jednak proizvodu velicine momenta dvaju jednakih i suprotnih 
spregova (tzv. bispreg) i odstojanja izmedu ravni djejstva tih spregova. Pri
sustvo bimomenta (odnosno bisprega) u poprecnom presjeku tankozidnog 
profila izaziva obrtanje profila, tj. povezano je sa uvijanjem stapa. Zaista, na pri-

Sl. 15:10. Sl. 15:11. 
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mjer kod posmatranog stapa I profila trebalo bi da usljed djejstva spregova dode 
do savijanja pojaseva u njihovoj ravni tako da bi nakon deformacije stapa pop
recni presjek izgledao kao sto je prikazano osijenceno na sl. 15:10 (a). Medutim, 
ovakav oblik narusava uvedenu pretpostavku da se poprecni presjek ne defor
mise u svojoj ravni (jer rebro nije ostalo upravno na pojaseve), pa zakljucuje
mo da se profil mora zaokrenuti za odredeni ugao (sl. 15:10 (b) ) , tj. usljed 
bimomenta dolazi do (ogranicene) torzije stapa. Na kraju napominjemo da 
se iz analize I profila moze zakljuciti da pozitivne vrijednosti bimomenta 
odgovaraju paru spregova sa smjerom kao na sl. 15:11. 

IS. 7. Izraz za smicuci napon 

SmicuCi napon Ts , koji se linearno mijenja po debljini zida profila, racuna
mo kao smicuCi napon od slobodne (Saint-Venantove) torzije, tj. prema ob
rascu (vidi poglavlje 10.8) 

Ts= 2G8 n' 

d. · r t t J d r· · d d g Je Je n - -y< n<, 2 u a JenJe o sre nje linije profila u pravcu normale 

na nju, 8 = <:p' ugao torzije, a G modul smicanja. SmicuCi napon Tq, koji je 
posljedica savijanja iii ogranicene torzije, javlja se da bi se obezbijedila ravno
teza u z pravcu, s obzirom na promjenljivost normalnog napona ozz u tom prav
cu. Zaista, posmatrajmo element stapa isijecen sa dvije ravni upravne na uzduznu 
z osu stapa na rastojanju dz, i sa jednom ravni koja je upravna na srednju li
niju profila, a nalazi se na udaljenju s duz srednje linije od kraja profila. Neka je 
poduzna spoljasnja povrsinska sila (po jedinici povrsine srednje povrsine sta
pa) IJ:, tada iz uslova ravnoteze u z pravcu (sl. 15: 12) slijedi 

(1) 

gdje je A povrsina odsijecenog dijela profila, a T,, smicuCi napon na mjestu gdje 
smo uzduzno presjekli stap. KoristeCi izraz 

Sl. 15:12. 
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za normalni napon u zavisnosti od deformacije, imamo 

OIJzz · , 
~= E (w:i- u"' x- v'" y- cp'" Q), 

sto nakon zamjene u ( 1) daje 

Tq = + (1 Pz- ) f>zds) + ~ (Syu"' + Sxv"' + Sg cp"') , (2) 
s 

gdje su S x i S y staticki moment inercije, a S ~~ sektorski staticki moment odsije
cenog dijela povrsine profila A.: 

~ix = ~ ydA, Sy = ) xdA, _ S ~! = ) QdA, 
A A A 

a Pz =- N~ =- EAw1i' (vidi ,(15.5:5) i (15.6:8) ) uzduzna spoljasnja sila 
po jedinici duzine stapa (linijsko opterecenje (15.5: 1) ;l ) • 

Izraz (2) daje smicuCi napon u zavisnosti od spoljasnjeg (poduznog) opte
recenja i deformacijskih velicina ( u, v i lf) . Da bismo izveli izraz za smicuci 
napon u zavisnosti od odgovarajuCih presjecnih sila, iskoristimo prvo uslove rav
noteze (15.5:6) i (15.5:7) koji, koristeCi veze (15.6:6) i (15.6:7), daju sljedece 
izraze za vezu transferzalnih sila i deformacija: 

T - m =- EI u'" 
X y y 

(3) 

Ty- fix=- Elxv'". (4) 

S druge strane, zamjenom (2) u (3) (pri cemu je wP = Q ) , dobijamo 

(5) 

gdje je 
(6) 

spoljni bimoment po jedinici duzine stapa (spoljni podijeljeni bimoment mQ ) 
Pri ovome su koristene jednakosti: 

) (~ Pz- ~ f>zds) dQ= ~ Qpzds 

' 

koje se lako dokazuju koriscenjem parcijalne integracije. Zamjenom (3), ( 4) 
(5) u (2) dobijamo za smicuCi napon T4 preko presjecnifl sila 

(Mg-mg) SQ (7) 
lgt 
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u slucaju da po bocnoj povrsini stapa ne postoji poduzno povrsinsko optere
cenje ( Pz """"'0), (7) se svodi na 

(8) 

Prva dva Clana na desnoj strani (8) su doprinos smicucem naponu Tq od trans
ferzalnih sila u presjeku (T x i T y), dok treCi Clan predstavlja dio smicuceg na
pona Tq usljed ogranicene torzije, tj. torzionog momenta krivljenja Mn. Prom
jena ovog dijela smicuceg napona duz srednje linije profila je ocigledno de
finisana promjenom sektora statickog momenta Sn . U slucaju slobodne torzije 
Mn""""' 0 i Tq je posljedica samo savijanja silama, sto smo vee analizirali u poglav
lju 11.8. Uslov M0 = 0 odgovara slucaju da rezultanta unutrasnjih smicuCih 
sila u poprecnom presjeku prolazi kroz centar smicanja. Ukoliko je i Ms = 0, 
tada je stap opterecen samo na savijanje. 

Konacno, vezu izmedu ukupnog momenta torzije M
0 

= Ms + M
11 

u po
precnom presjeku i deformacije dobijamo koristeCi (5) i poznati izraz za Sa
int-Venantov moment torzije (vidi (10.8:13) ) 

Ms= Gltcp', (9) 

gdje je It moment inercije pri torziji tankozidnog profila. dakle 

\Ill- Gl 'I (1 0) 

Slicno kao sto se bimoment ne moze odrediti direktno iz uslova ravnoteze, 
ni momenti M i M" se pojedinacno ne mogu odrediti bez odredivanja ugla 
rotacije q. Pri~1ijeti -takode i vezu 

(11) 

koja ocigledno slijedi iz (15.6:1 U) I (15.7:5). 

15.8. Diferencijalne jednacine tankozidnog Si:apa 

Iz prethodnih razmatranja smo vidjeli da su sve velicine od interesa u ana
lizi tankozidnog stapa otvorenog profila (vitoperenje w, normalni napon ()v' 

,micuCi naponi cs i r q, te presjecne sile T x, T Y, N z, M x, My, M s, M ~!, i B u) date 
preko cetiri nepoznate deformacijske ve!icine: Wn (z), U (z), V (z) i ([' (z). 
Diferencijalne jednacine za ove velicine direktno slijede kombinacijom izve
denih izraza. Zaista, iz (15.5:5) i (15.6:8) slijedi 

iz (15.5:3) i (15.7:3) 

IZ (15.5:4) j (15.7:4) 

a iz (15.5:8) i (15.7: I 0) 
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2

, 

Ely u1v = Px + m~ , 
E I X v IV = p y + m 'x • 

trl·.!. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 



Jednacine (1) - (3) su poznati oblici jednacina iz standardne teorije 
grede. Na primjer, jednacina (3) je diferencijalna jednacina elasticne linije 
savijene grede usljed kontinualnog opterecenja p i podijeljenog momenta savi
janja mx . Za date granicne uslove i poznato spciljasnje opterecenje integracija 
jednacina (1) - (3) vrsi se na uobicajeni nacin (vidi odjeljak 11.14.2, str. 335). 
Diferencijalna jednacina ( 4) je diferencijalna jednacina ogranicene torzije, cije 
rjesenje, za date granicne uslove, daje promjenu lfgla obrtanja poprecnih pre
sjeka duz ose stapa. Opste rjesenje ove nehomogene diferencijalne jednacine 
cetvrtog reda, koju cemo prepisati u obliku 

(5) 

je 

'I =At ch kz + A2 sh kz + A3 z + A4 + cppan, (6) 

gdje je cpran partikularni dio rjesenja koji za datu desnu stranu jednacine u (5) 
treba posebno odrediti, a At - A4 su integracione konstante koje se odreduju iz 
zadatih granicnih uslova, tj. uslova na krajevima stapa. Pri tome, ako je oslanja
nje kraja stapa takvo da je obrtanje poprecnog presjeka sprijeceno, a krivljenje 
omoguceno ( tzv. viljuskasto oslanjanje), tada je na tom kraju: 

cp=O 

B>l=- Elncp" = 0. 

Ako je krivljenje sprijeceno, a obrtanje dopusteno, tada je: 

a ako je obrtanje i krivljenje sprijeceno, tada je: 

cp=O 

cp' = 0. 

Najzad, na slobodnom kraju stapa 'je: 

MD=O: 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Ukoliko je u poprecnom presjeku na kraju stapa zadato povrsinsko opterecenje 
Pzx' Pzy' Pzz (granicni uslovi po silama), tada su rezultujuCi moment torzije i hi

moment na tom kraju dati sa: 

M~ =A [ (X - XD) Pzy - (y - YD) pzx ] dA 



B;i =~ ~2Pzz dA, 
·\ 

pa su granicni uslovi na tom ~raju: 

Mn=-M6 

Bu = B0. 

(11) 

(12) 

(Egzaktni granicni uslovi po silama bi zapravo bili azx = Pzx, az = Pz i 
azz = Pzz na kraju stapa. Medutim, po pravilu je sa inzinjerskim konstfukcijai'na 
neizvodivo doslovno ispunjenje ovih uslova, pa se zadovoljavamo zahtjevom o 
jednakosti momenta torzije, odnosno bimomenta dobijenog rjesenja i stvarnog 
opterecenja na krajevima). 

Ukoliko se uzduzno opterecenje na kraju sastoji od koncentrisanih sila 
I 'i, tada je spoljni bimoment u poprecnom presjeku 

B0 = 2:Qi Pi, 
I 

(13) 

gdje su Qi sektorske koordinate profila na mjestima djejstva koncentrisanih 
sila. 

15.9. Specijalni slucajevi opterecenja 

Proizvoljno spoljasnje opterecenje po omotacu tankozidnog stapa mozemo 
posmatrati kao superpoziciju poprecnog (p = 0) i poduznog opterecenja 
(px = Py = o). Razmotrimo ove slucajeve po~ebno 

15.9.1. Poprecno opterecenje 

Za poprecno opterecenje, tj. opterecenje koje je upravno na osu stapa ( pz = 0) 
imamo iz (15.5:1) i (15.5:2) : pz = 0, mx = m = 0, a iz (15.7:6) mn = 0, 
pa diferencijalne jednacine (15.8:1) - (15.8:4) Y postaju: 

EAw~'= 0 

Ely urv = Px 

Elx Vrv = PY 

IV k2 "_ illD cp - cp - Elg . 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Ocigledno da u opstem slucaju poprecno opterecenje izaziva kombinovano na
prezanje, savijanje i (ogranicenu) torziju. Pitanje se prirodno postavlja: kakvo 
treba da bude opterecenje pa da imamo samo savijanje bez torzije, i obrnuto? 
U slucaju da se u stapu ne javlja torzija, obrtanje poprecnih presjeka mora 
biti jednako nuli (rp = 0). Jednacina (4) imace takvo (trivijalno) rjesenje 
ako je mD = 0, tj. ako rezultanta spoljasnjeg opterecenja u svakom poprecnom 
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presjeku prolazi kroz centar smicanja, i ako su reakcije stapa u ravni poprec
nog presjeka i takode prolaze kroz centar smicanja. U ovom slucaju, naravno, 
i bimoment i ukupni moment torzije u svakom poprecnom presjeku su identicki 
jednaki nuli, tj. BR""""' 0 i M0 """"' 0. Poprecni presjeci rotiraju oko glavnih 
centralnih osa inercije, bez krivljenja ( cp' = 0), normalni napon je dat sa 

(5) 

a smicuCi 

TS 
't """"Tq=-~ 

zs I t 
y 

TS 
y X 

I t 
X 

(6) 

s obzirom da je MR = 0, jer rezultanta smicuCih napona u poprecnom presjeku 
prolazi kroz centar smicanja. 

S druge strane, torziju bez savijanja (bez savijanja u smislu da je svakom 
poprecnom presjeku Mx = M = 0 ) imamo ako je stap opterecen rasporedenim 
ili koncentrisanim momentoni torzije. U ovom slucaju normalni napon je 

(7) 

a smicuCi: 

(8) 

(9) 

gdje, naravno, B11 =- EIR cp", Ms = GI, cp' i M~2 =- Ell~ cp"' mozemo od
rediti tek nakon rjesavanja diferencijalne jednacine ogranicene torzije ( 4), 
uz odgovarajuce granicne uslove. 

U slucaju torzije bez savijanja poprecni presjeci rotiraju oko centra smi
canja. Zaista, posmatrajmo tankozidni nosac na sl. 15:13 pod djejstvom momenta 
torzije M,. Na osnovu Bettievog stava (poglavlje 5.5) rad momenta M, na po-

Sl. 15:13. 

465 



mjeranju izazvanom silom F koja prolazi kroz centar smicanja D, jednak je 
radu sile F na pomjeranju od momenta M,. No, sila F kroz centar smicanja D 
samo savija nosac (cf = 0), pa je rad momenta M na tom pomjeranju jednak 
nuli. Prema tome, i rad sile F na pomjeranju od M, mora biti nula, sto znaci 
da se centar smicanja ne pomjera, tj. poprecni presjek pri torziji rotira oko njega. 
Dakle, centar smicanja ima dvostruko znacenje: s jedne strane to je tacka kroz 
koju treba da prolazi rezultanta unutrasnjih sila koje teze u ravni poprecnog pre
sjeka da bi nastupilo savijanje bez torzije, a s druge strane to je tacka oko koje 
se obrce poprecni presjek pri torziji bez savijanja. 

Kao sto je u odjeljku A.7.3. dodatka A pokazano, ako profil ima osu simet
rije, centar smicanja je na njoj. Za profile sa dvije ili vise osa simetrije, centar 
smicanja je u presjeku tih osa, tj. u tezistu profila. Za profile sa centrom simetrije, 
centar smicanja je u centru simetrije, tj. tezistu profila. Za profile sastavljene 
od pravih djelova koji se svi susticu u jednom cvoru (na primjer, L, T, V, X, Y 
i slicni profili), centar smicanja je u cvoru susticanja. Kako je za ove profile 
normirana sektorska koordinata identicki jednaka nuli duz cijelog profila, kriv
ljenje presjeka je nula, tj. ovi profili ostaju ravni i poslije deformacije, as obzirom 
da je I" = 0, naprezanje ne moze imati karakter ogranicene torzije (tj. neop
hodno: ·BQ = 0 i MQ = 0). 

Na kraju napominjemo da spoljni koncentrisani moment savijanja M* 
izazvan poprecnim silama koje djeluju u ravni paralelnoj ravni koja sadr:li osu 
smicanja (na rastojanju e) izaziva savijanje i torziju, jer ga mozemo predsta
viti kao moment savijanja u ravni koja sadrzi osu smicanja i bimoment veli
Cine M* e. Prvi izaziva savijanje, drugi torziju. 

15.9.2. Poduzno opterecenje 

U slucaju poduznog opterecenja, tj. opterecenja u pravcu ose stapa 
(p = p = 0), diferencijalne jednacine (15.8:1) - (15.8:4) se svode na: 

X y 

EAw~'=- Pz 

Ely urv = m~ 

Elx ylV = m~ 

<prv _ k2 cp" = mb 
Eln ' 

gdje je pz uzduzno opterecenje po jedinici duzine, a 

mx = ~ YPz ds , illy = S x Pz ds , mn = ~ Q Pz ds 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

respektivno, podijeljeni spoljasni momenti savijanja oko x i y ose (momenti 
savijanja po jedinici duzine), i spoljasni podijeljen bimoment (bimoment 
po jedinici duzine). Iz jednaCina ( 1) - ( 4), dakle, slijedi da u opstem slucaju 
poduzno opterecenje izaziva slozeno naprezanje, tj. kombinovano aksijalno na
prezanje, savijanje i (ogranicenu) torziju. S obzirom da je px = p = 0, iz jed
nacina (15.5:3) i (15.5:4) slijedi da je Tx = 0 i TY = 0, pa ako na ]ednom kraju 
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stapa nemamo transferzalne sile, tada je Tx = T = 0 u cije1om stapu, a uslovi 
ravnoteze (15.5:6) i (15.5:7) postaju M' = - Ym i M' = - m . S obzirom 
d . 01 v X X y y a Je m0 = , usov ravnoteze (15.5:8), odnosno (15.5:9) daje 

MD = M
5 
+ MQ = const , 

pa ako su na jednom kraju stapa samo aksijalne sile, tj. ako je spoljni moment 
torzije na tom kraju jednak nuli (MP = 0), tada je u svakom poprecnom pre
sjeku MD= 0, tj. M, = - MQ, odnosno s obzirom na (15.7:5) i (15.7:9) 

cp"' - k2 cp' = ~~~ ' (6) 

sto je, zaista, prvi integral od ( 4). Rjesenje jednaCine ( 4), odnosno ( 6) daje 
promjenu ugla obrtanja poprecnog presjeka usljed djejstva poduznog opterecenja. 
Granicni uslovi za jednacinu (6), pored geometrijskih uslova o obrtanju i kriv
ljenju krajnjih presjeka ( cp i cp' propisano), mogu biti zadati i preko bimomenta 
u krajnjem presjeku koji je posljedica poznatih aksijalnih sila u tom presjeku, tj. 

gdje B~ racunamo po obrascu (15.8:11), odnosno (15.8:13), zavisno da li su u 
pitanju povrsinske iii koncentrisane sile u krajnjem presjeku. 

Opste rjesenje jednacine ( 6) je 

cp = A1 ch kz + A2 sh kz + A4 + cppan, k2 = Glt 
EI~2 

(7) 

sto ne sadrzi linearan Clan po z jer same aksijalne sile, naravno, ne mogu izaz
vati samo slobodnu torziju, tj. usljed samo aksijalnih sila torzije ili uopste nema 
iii je ogranicena. Na primjer, torzije uopste nema ako je stap viljuskasto oslonjen 
na krajevima ((p = q/' = 0 za z = 0 iz z = L) i ako je mu = const. (tj. Pz = 
= const.) duz ose stapa, jer se u tom slucaju (7) svodi na trivijalno rjesenje 
(p = 0. Isto tako, na primjer, konzola uklijestena na lijevom kraju a opterecena 
spregom aksijalnih sila na desnom kraju (sl. 15:14) bice napregnuta samo na 
savijanje ako je Q (A) = Q (B) jer tada spoljni bimoment (koji izaziva torziju) 
B* = 0, pa opet dobijamo cp = 0. 

p 

p 

Sl. 15:14. 

Primijeti sustinsku razliku izmedu sprega nanesenog na stap poduznim 
i poprecnim silama. Spreg od poduznih sila nanesen i u ravni koja sadrii osu 

30. 
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~m\c:an~a ~'L~'Ll'l~ ~0.~\)0.l\\~ \ ~\)\'Ll\\\ (\'L\\'L~~ a\.\l \t Q ~~) ::=:. \\ \~) \ ~ \, 
~~~O"Qttm~ S.\\'0. 't-.O)t O.~e\U.)\\ \\ tO.'m\ \.\)\0. ~0.(\1:'1.\ \'1~\l smican_ja nP ;~-l~;-~~-~~I~'*' 

ug\e<\no )\:1 O.o.\\e, O.a 2.a tan'k02_;-<l"'"" Y-----r-~--~ .$"~/=·- .--..--LZ.:u-uov pnnc1p u opstem 
s}»b).v u>e <Yazr: 

Ukoliko poduzna sila ne djeluje u tacki srednje Hnije profila, vee se iz neke 
druge tacke B preko krute veze prenosi na stap, tada se pokazuje da je njen 
bimoment B~ = PQ (B), gdje je Q (B) normirana sektorska koordinata 
tacke B. ·· 

VracajuCi se na izraze za napone usljed poduznih sila, u opstem slucaju 
imamo: 

(8) 

(9) 

U slucaju da nemamo savijanje (na primjer, stap Z profila pritisnut sa dvije 
centricne poduzne sile), M = M = 0 i gornji izrazi se svode na: 

X y 

(10) 

(11) 

Ako nemamo rezultujucu aksijalnu silu (Nz = 0), tada iz uslova ravnoteze 
(15.5:5) slijedi da je p = 0, a onda je i m = m = m0 = 0 (zbog Varignio-

• Z • X. .Y ~~ • 
nove teoreme, s obztrom da Je pz = 0), pa Izrazi za napon postaju: 

Mx MY BnQ 
O"zz= -y;-Y + ---y;-x +In (12) 

(13) 

U svim gornjim slucajevima je, naravno, 

T=2Msn 
s It . 

(14) 

15.10. Primjeri 

U primjerima koji slijede ilustrovacemo primjenu izlozene teorije sa ak
centom na odredivanju normalnog i smicuceg napona usljed ogranicene torzije. 

Primjer 15.1. 

Za I, [ i Z profil na sl. P 15.1 (a) - (c) odrediti dijagram sektorskog statickog 
momenta Sn. 
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b 

h 

1-· -, 
I 

£ 
I 
I 

l-
I 
I 
I 
I II I 
I 
t..: -+ J 

I 

(a} ( b} ( c} 

SL P 15.1 (a)- (c). 

Rjesenje: 

U primjeru A.17 (dodatak A knjige) odredili smo dijagrame normirane sek
torske koordinate Q za ove profile, koji su ovdje ponovljeni na sl. P15.1 (d) - (f). 

e2 b,~ ·---~ ~~rrra!}. e b 

2 J:l~-~1 
. 

~?_!JJ. 
e1b1 2 
-y 

(d) 

t\ =b-e 

,e; 

SL P 15.1 (d)- (f). 

' 
I 
2hb-W0~··="":-.t~="! 

.1hlt 
l<.!o = ___.,_2_--;:-

2bt•h6 

U; ;\=b-2ho 

(f) 

Sektorski staticki moment S"'R odredujemo integracijom 

S:1 = ~ Q dA = S ~2 t ds 
A s 

pocev od proizvoljnog slobodnog kraja profila u smjeru stalnog rasta s. (Cesto 
je pogodno racunati 'SR duz profila startujuci sa raznih krajeva profila. Pri 
tome samo treba voditi racuna o znaku za 'SR i njegovoj pravilnoj vezi sa smjerom 
korespondentnog smicuceg napona T q). Da bismo nacrtali dijagram .za S \1 

obicno racunamo vrijednost za 1:~1 u nekoliko tacaka duz svakog pravog dijela 
profila (recimo na krajevima i u sredini svakog dijela). Na taj nacin dobijamo 
dijagrame prikazane na sl. P15.1 (g) - (i). Na slikama je takode prikazan 
~smjer korespondentnog smicuceg napona 
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duz srednje linije profila, za slucaj da je MQ > 0. 

(g) 

Primjer 15.2. 

I 2 
-zNb-e) t 

(h) 

Sl. Pl5.1 (g)- (i). 

(i} 

Odrediti dijagram sektorskog statickog momenta 1S
12 

duz srednje linije profila u 
primjeru A.18 iz dodatka A knjige. 

Rjesenje: 

U primjeru A.l8 odreden je dijagram normirane sektorske koordinate Q, koji 
je ovdje prikazan na sl. P15.2 (a). StartujuCi od lijevog donjeg kraja profila u 
smjeru stalnog rasta s, dobijamo dijagram sektorskog statickog momenta 1S!l 

789 

2,65 
{t1 ,' (b) 

Sl. P 15.2. 
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kao sto je prikazano na sl. P15.2 (b). Na sliei je takode prikazan i smjer kores
pondentnog smicuceg napona T q, za slucaj M 11 > 0. 

Primijeti da se vrijednost ~,1 = 1,12 dm 4 jednostavno odreduje preko 
povrsine trapeza kao · 

405 
:{ 

154 
· 20 · 2 = 11180 em4 

Ovo je vrijednost sektorskog statickog momenta desnog dijela profila u tacki 
neposredno lijevo od cvora profila u kom je Q = - 154 em2

• Vrijednost sek
torskog statickog momenta u toj tacki lijevog dijela profila, tj. trapeza sa osno
vieama (-405) i (-154) em2 je, naravno, (-11180 em4

), s obzirom da je sek
torski staticki moment eijelog profila SQ ..... 0 . Primijeti, takode, da smo racu
nali ~n startujuCi sa sod donjeg desnog kraja profila, dobili bismo isti dijagram 
kao na sl. P15.2 (b), samo sa suprotnim znakom, ali bi smjer za Tq ostao isti, 
tj. nezavisan od izbora kraja profila od kog mjerimo s ra
cunamo ~n. 

Primjer 15.3. 

Stap tankozidnog otvorenog profila ukljijesten je na lijevom kraju, a opterecen 
momentom torzije ne, 'na desnom (slobodnom) kraju. Odrediti: 

a) dijagrame q, Ms , MQ i BQ duz ose stapa, 
b) dijagrame komponentalnih napona u presjeku kod ukljestenja, ako je 
m:,=10 kNm, duzina stapa L = 4 m, materijal celik (G = 0,4E) i poprecni 
presjek Z profila (h = 40 em, b = 18 em , t = 3 em i o = 2 em - vidi 
sl. P 15.1 (c) ) , 
c) ugao obrtanja desnog kraja stapa. 

Rjesenje: 

a) Diferencijalna jednacine ogranicene torzije u ovom slucaju je 

qJ IV - k 2 cp" = 0 , 

a njeno rjesenje 

k~ = GI, 
EII2' 

cp = A 1 ch kz + A2 sh kz + A3 Z + A4. 

Granicni uslovi su: 

z = 0: cp = 0, cp' = 0 

z = L: Mo = Glt cp' - EIQ cp"' = nc,, B11 =- EIQ cp" = 0, 

sto daje: 

A _ nc, th kL 
I- GI, kL ' 

U gao obrtanja poprecnih presjeka, prema tome, dat je sa 
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cl = 77C, [ _!__ sh k (L - z) + z _ th kL l . 
GI, k ch kL k 

Velicine M
5

, BQ i MQ su sada redom: 

Ms = GI, (r' =nt, [ 1 ch k (L- z) 

ch kL 

BQ =- EI~! q"= -m,l sh k (L- z) 
k chkL 

, ch k (L- z) 
MQ = Bu =77C, ch kL . 

Dijagrami ovih velicina prikazani su na sl. P15.3 (a) 

Sl. P 15.3 (b) 

8~-------- __!!t 

-=mnnnmunq ~ 
".' +: ' " ~ , • ~ 1 ,~,s 

//1///////1/1/100//1/////1////// Ms+Mft=mt 

Sl. P 15.3 (a). 

b) Potrebne geometrijske karakteristike Z pro fila sa datim dimenzijama su 
(vidi primjer A. 17 (c) u dodatku A knjige): 

IR = 2655421 cm6
, W0 = 256,6 cm2 , A= 12,8 em 

I,= 430,7 cm4
, I,/IR = 1,621 . I0-4 cm-2 , 

pa je kL = 3,22, a karakteristicne ( ekstremne) vrijednosti za S R su: 

; A (+hb- ul 0 ) t = ... = 4938 cm 4 

+(+hb- 2W0 ) bt = ... = 4136 cm 4
• 
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U presjeku kod ukljestenja je Ms = 0, M
9 

=m:,= 10 kNm i 

th kL 2 
B11 = -m ,L ~ = ... =- 123828 kN em 

Korespondentni komponentalni naponi su definisani sa: 

(Jzz = Bg Q = _ 123 828 Q 
lg 2655421 

-
MuSil 1000 ~ 

Tq = -I;;t =- 2655421 t 

pa koristeCi dijagrame za Q i S9 iz primjera 15.1 (c), dobijamo dijagrame napona 
prikazane na sl. P15.3 (b). 

c) Ugao obrtanja desnog kraja stapa je 

rn(z=U =m,L (!- thkL) = 069 m,L 
"' G I, kL ' G I, ' 

tj. manji za 31 % nego kod slobodne torzije. Primijeti takode da je kod slobodne 

torzije ,~ax = 2 7' t 2ax = 6,8 ~~' sto je oko devet puta vece od ·~·x 
I 

u ukljestenju kod ovdje analiziranog korespondentnog slucaja ogranicene torzije. 

Primjer 15.4. 

Celicni stap I profila (h = 30 em, b = 12 em, O= 1 em, t = 2 em) opterecen 
je po cijeloj duzini (L = 3m) ravnomjerno rasporedenim vertikalnim teretom 
(po jedinici duzine) p = 1/3 kN/cm na udaljenju a= 3 em desno od sredine 
vertikalnog rebra. Akci je obrtanje krajeva stapa sprijeceno, odrediti dijagrame 
komponentalnih napona u presjeku na udaljenju z = L/3 od lijevog kraja 
stapa. . 

Rjesenje: 

u ovom primjeru imamo slucaj kombinovanog (slozenog) naprezanja stapa. 
u proizvoljnom poprecnom presjeku stapa imamo presjecne sile: 

P L p z2 

M (z)=~z-~ 
X 2 2 

T() _pyL 
yZ-

2 
-pyZ, 

koje jednostavno dobijamo iz statickih uslova ravnoteze, dok naprezanje od 
ogranicene torzije, tj. ,presjecne sile" M

5
, M9 i Bg slijede nakon rje8avanja 

diferencijalne jednacine 
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s obzirom da je u ovom primjeru mo = py a (vidi jednacinu (15.9.1:4)). 

Rjesenje ove jednacine je 

pa, s obzirom na granicne uslove da je za z = 0 i z = L: (jl = 0 Bn = 0, 
imamo 

L eh k (-- z) 
~[ 2 
GI, eh kL 

2 

Odavde nalazimo velicine koje definisu naprezanje od ogranicene torzije: 

L 
1 [ k sh k(2 - z) 

M, = GI1 <p' = l(PY a z (L - 2z) - h kL ] 

M EI , 1 
Q =- u (jJ =kpy a 

e -----y-

shk(t-z) 

eh kL 
2 

L 
1 eh k (-

2
- z) 

" [ Bg = - Elu (jJ = -k2 PY a 1 - kL 
eh-

2 

] . 

Korespondentne komponentalne napone odredujemo iz: 

Mx + BQ Q 
Gzz = -

1
- Y -I-
x u 

-2M, T,- -n, 
I, 

Za dati I profil imamo (vidi primjer A. 17 (a)): 

Ix = 13050 em4
, IQ = 129600 em6

, I1 = 74 em 4
, kL = 4,533. 

U presjeku z = L/3 =1m je: 

M, = 38,75 kN em, MQ = 11,29 kN em, BQ = 3216 kN em 2 

Mx = 3333,3 kN em, Ty = 16,67 kN, 
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a dijagrami komponentalnih napona azz i Tq su prikazani na sl. P 15.4 (a) i 
(b). pri tome su koristeni dijagrami za normiranu sektorsku koordinatu Q 
i sektorski staticki moment SQ dati za I profil u promjeru 15.1 (a). Dijagram 
statickog momenta S x I pro fila dat je u poglavlju 11.8, sl. 11:24. 

3,83 

0,115 

0,115 

Mx y 
Ix 

Ty 
T:'q_ 

Primjer 15.5. 

3,83 

a'zz 

Sl. P 15.4 (a). 

0,021. 

cq_ 

Sl. P 15.4(b). 

Celicni stap [ profila (h = 12 em, b = 6 em, 6 = 0,6 emit= 0,8 em) duzine 
L =3m opterecen je sa dvije zatezne poduzne sile intenziteta P = 30 kN koje 
djeluju u tacki A na sredini donjeg pojasa slobodnih krajeva stapa. Odrediti 
promjenu velicina Ms , MQ i BQ duz ose stapa. Izracunati velicinu bimomenta 
u presjeeima z = 0, z = L/4 i z = L/2. U presjeku z = L/8 naertati dijagram 
normalnog napona. 
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Rje5enje: 

U ovom slucaju imamo p = 0, p = 0, m = m = m
0 

= 0, Nz = P, Mx = 
Z Z X y ww 

= Ph/2, MY = - P ( ~ - M, gdje je £\ udaljenje tezista profila od sredine 

vertikalnog rebra. Jednacina (15.9.2:6) se svodi na 

cije je rjesenje 

fP = A 1 ch kz + A 2 sh kz + A4. 

Granicni uslovi su da je za z = 0 i z = L bimoment Bn = pQ A, gdje je 
1 1 

(vidi primjer A. 17 (b) ) QA =-The+ Thb, pa je 

P () 
.q:=-~ 

GI, ch kL 
2 

Zbog simetrije u odnosu na ravan z = L /2 slijedi da je obrtanje srednjeg po-
poprecnog presjeka fP(Z · L/2) = 0 odakle je 

tj. 

A4 = I p~~. 
ch kL GI, 

2 

q: -- pQA 1 [ L ] __ -- 1 - ch k (-
2 

- z) . 
Glt ch kL 

2 

Odavde sada imamo: 

L sh k (2 - z) 

ch kL 
2 

Mn = -Ms 

L 
ch k <z- z) 

ch kL 
2 
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Izraz za normalni napon u stapu je 

= Nz + Mx + ~ + B11 Q 
Gzz A Ix Y Iy X I 12 

Za profil datih dimenzija imamo (vidi primjer A.17 (b) ) : 

A= 16,8 em2, I = 432 em\ I = 70,7 em\ I1 = 10,7 em\ 
~ = 1,7 em, ex 2,4 em, QA Y 3,6 em2 , IQ = 1659 em6, 

pa je kL = 15,23, a vrijednost bimomenta u trazenim presjecima: 

BQ (z = 0) = PQA = 108 kN em2 

kL 
L eh3 

BQ(z = 6 ) = PQA--rr_ = 8,78 kNem2 

eh-
2 

kL 
L eh-

BQ (z = 4) = PQA 4 kL = 2,4 kNem2 

eh-
2 

BQ (z = ~) = PQA ---\ct- = 0,11 kN em2
, 

ehy 

odakle vidimo naglo opadanje vrijednosti bimomenta sa udaljenjem od kraja 
stapa. 

U presjeku z = L/8 imamo: 

Nz = 30 kN, Mx = 180 kN em, MY=- 39 kN em, B11 = 16,18 kN em2
, 

,.,; Nz 
vzz 

,., Mx 
vzz 

"' My vzz 

2,36 

2,36 

Sl. P 15.5. 

0,14 
0,14 r;;F'.,_"""!l"rT?!ITl 

0,14 

B.n. 
cr'zz cr'zz 
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pa je normalni napon 

- :30 180 39 16,18 -
f>zz -16.8+ 432 Y- 70 7 X+ 1659 Q- 1,786 + 0,417 Y- 0,55 X+ 

' ' + 0,0098 Q, 

Dijagram za svaki od uticaja posebno, kao i dijagram ukupnog normalnog napo
na, prikazan je na sl. P 15.5. 

Primjer 15.6. 

Celicni stap I profila na slici opterecen je na lijevom i desnom kraju mo
mentom savijanja M 0 koji djeluje u ravni gornjeg pojasa. Krajevi stapa se ne 
mogu obrtati, ali mogu deplanirati. Odrediti izraze za ugao obrtanja cr i velicine 
Ms, MQ i Bu. 

' 

Sl. P 15.6. 

Rjesenje: 

Ocigledno, u stapu je: M (z) = 0, M (z) = M 0, N (z) = 0, T = T = 
0 M M M 0 A •v • J Y • k • • z 0 • X LY = , = = 0 = . vran1cni us ov1 na raJevima z = 1 z = su: 

q, = 0 i 
1

Bil = 
5

Mo h/2, gdje je h visina rebra profila. Prema tome, iz jednacine 
ogranicene torzije 

dobijamo za date granicne uslove: 
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M_E_ L 
0 2 

cr= -- [1-
. Glt 

ch k(y-z) 

ch kL 
2 

L 
h shk (y-z) 

Ms = Mo -
2 

k ---~k~L-- = -Mil 
ch-

h 
BQ=M-

0 2 

2 

ch k (T-z) 

ch kL 
2 



(Primijeti da se ovi izrazi podudaraju sa izrazima iz prethodnog ,.primjera 
ako se umjesto Mo h/2 staviti pQ A). N aponi u stapu su: 

2 Ms 
Ts= Tn 

Tq = 
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DOD AT AK A: GEOMETRIJSKE OSOBINE RA VNIH POVRSINA 

A.l. Teziste ravne povrsine 

Teziste ravne povrsine (sl. A: I) je tack a C cije su koordinate: 

J xdA J ydA 

(I) 

pri cemu jc A= J dA povrsina ravne povrsine. Integrali: 

yl 
I 

Y. ~c I 

i 

I 

I 
00---

480 

/ 

A 

S,= f ydA, Sy= J xdA (2) 

I 
__:__L_ ---- -

XC 
Sl. A: I. 

A 

-x 

A 

nazivaju se staticki momenti povrsine A za 
x, odnosno y osu, respektivno. Ocigledno je 
iz (2) ako je teziste povrsine na jednoj od 
koordinatnih osa, staticki moment povrsinc 
za tu osu jednak je nuli. Ako povrsina A ima 
osu simetrije, teziste povrsine lezi na toj osi 
(sl. A: 2 (a)), ako povrsina ima dvije os~ 
simetrije, teziste je u presjeku tih osa (sl. 
A: 2 (b)). Ako povrsina ima centar simetrije, 
tezisteje u centru simetrije (sl. A:2(c)). Ako 
jc povrsina A sastavljena iz vise dijelova A 1 , 

.42,··· cija Sll tciista C1, c2''''' tada sc koor
dinatc tezista povrsine A mogu odrediti iz: 

Xc A 1 + -'c, A z + ... 
Xc=~'------ --- (3) 

A 1 +A 2 + ... 

D-/~ -~-
" 

lb 
I " (a} {b) (c) 

Sl. A:2. 



Primjer A.l. 

Odrediti koordinate tezista pravo
ugaonika dimenzija b x h na sl. P A.l. 

Rjesenje: 

Povrsina pravougaonika je 
b h 

y 

- -<?C 
I 

I 
A= j dA = j dx j dy=bh. 

A 0 0 
ixc 

Staticki momenti povrsine pravougao
nika su: 

A 0 0 

a koordinate tezista pravougaonika: 

b2h 

0 
b 

A 0 

bh2 

sy 2 b 
Xc=A=bh=2, 

sx 12 h 
Yc=A=bh=l. 

Primjer A.2. 

Odrediti koordinate tezista trougla na sl. P A.2. 

Rj eS enj e: 

Sa sl. P A.2.je oCi-gledno: 
a a 

A= fdA= I 'll(x)dx= f~(a-x)dx=a2h 
A 0 0 

A 0 0 

y a a 

0 

h 

X 

Sl. PA.l. 

Sy= JxdA= I Xll (x)dx= Jx~(a-x)dx=a:h. 
A 0 0 

Prema tome, koordinate tezista su: 

a2h ah2 

dx 

sy 6 a 
Xc=A=~=3, 

sx 6 h 
Yc=A=~=3. 

Sl. PA.2. 2 2 

31 Otpornost materijala 
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y 

- 26 r--

Ct 
o_ 

Yc i---~""::::l';~ I ,c - -<>C2 
I 

0 X 
c 706 

Sl. P A.3. 

Xc,=O, Yc,=38, 

I 
26 

I 
X 

Primjer A.3. 

Odrediti koordinate te
zista povrsine na sl. P A.3. 

Rjesenje: 

Povrsinu na sl. P A.3. moze
mo smatrati sastavljenu tz 
dva dijela, tako da je: 

A 1 = 28 · 68 = 1282
, 

A 2 = 88 · 28 = 1682 

Xc
2 
= 68, Yc

2 
= 0. 

Prcma tome, koordinate tdista su: 

Xc A 1 +xc,A 2 8·1282 +68·1682 

Xc= ' -
A 1 __ + A 2 1282 + 1682 

3,858 

Yc A 1 + J'c A 2 38 · 1282 + 8 · 1682 

Yc= 
1

A
1
+A

2

2 

1282 +1682 
1 ,86&. 

A.2. Momenti inercije ravne povrsine 

Moment inercije ravne povrsine A u odnosu na x osu definise se sa 

(l) 

Analogno se definise moment inercije povrsine A u odnosu na y osu 

ly=Jx2dA. (2) 
A 

Moment inercije u odn0su na osu naziva se jos i aksijalni moment inercije za tu osu. 
Polarni moment inercije povrsine A definise se sa 

(3) 

tj. predstavlja moment inercije povrsine A u odnosu na osu z, koja je upravna na 
povrsinu A u tacki 0 (sl. A: 3.). Najzad, centrifugalni moment inercije povrsine A u 
odnosu na ose x i y definise se sa 

(4) 

Momenti inercije (1)-(4) predstavljaju gcometrijske karakteristike povrsine A, au 
analizi grednog nosaca javljaju sc kao karaktcristike oblika poprecnog presjeka 
grednog nosaca. OCigledno je da je dimenzija momenata inercije [IJ = L4

. Takode, iz 
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(1)- (3) vidimo da su aksijaini momenti i poiarni moment inercije uvijek pozitivni, 
dok centrifugaini moment inercije moze biti pozitivan, negativan iii jednak nuli, 
zavisno od oblika povrsine A. Na prirnjer, ako je povrsina A simetricna u odnosu 
na x iii y osu, tadaje Ixy=O. 

Kako je r 2 = x 2 + i, iz (1)- (3) slijedi 

(5) 

Ako je povrsina A sastavijena iz vise dijeiova, tada su momenti inercije cijeie 
povrsine jednaki zbiru momenata inercije za pojedine dijeiove. Na primjer, moment 
inercije (Ix, /), / 0 iii /xy) povrsine na sl. A:4 je 

y 

y 

/ 
/ 

/ 
/ 

r/ 
/ 

I =f® +fe?J+f@. 

0~----------xL-------------~x 

Sl. A:3. 

Primjer A.4. 

0 
. ~ ..... ---~-- - ·-~-X 

SL A :4. 

Odrediti momente inercije u odnosu na ose x i y pravougaonika na sl. P A.4. 

Rjesenje: 

Aksijalni momenti inercije su: 
b h 

Ix= Iy2dA= I dx Iy2dy= b;3 

A 0 0 

b h 

IY= I x 2dA =I x 2dx J dy= b~h. 
A 0 0 

Poiarni moment inercije je 

bh 
I =I +I =- (b 2 +h2

) 
0 X Y 3 ' 

dok je centrifugaini moment inercije 

A 

31*' 

0 0 

rt 
I 

y 

0 

b 

qr~ h 

ldX 
I 
I 

X 
X 

Sl./P A.4. 

483 



Primjer A.5. 

Odrediti momente inercije u odnosu na ose xi y kruga na sl. P A.5. 

y 

Sl. P A.5 

Primjer A.6. 

Rj esenj e: 

Zbog simetrije je: 

Polarni moment inercije je 

R 

10 =I r2dA =I r2 
· 2rndr= R:n, 

A 0 

R4 n 
pa je Ix =IY =-

4
-. 

Odrediti momente inercije u odnosu na x i y ose trougla na sl. P A.6. Dato je 
a=20cm, h=!Ocm. 

y 

SL P A.6. 

Ridcnjc: 

Aksijalni moment inercije za x osu je 

h h 

I J
. 1 I 1 a ah

3 

!_. = r2dA = r-F (r) dv= ,.- -- (h- r) dv =-= 1666 7 cm4 
\ . • '? • . J h . . 12 ' ' 

.t 0 0 
a za r usu 

.t 0 0 
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gdje su velicine I; i 11 naznacene na sl. P A.6. Centrifugalni moment inercije je 

A 0 0 0 

Primjer A.7. 

Odrediti momente inercije u odnosu na x 
i y osu kruznog prstena na sl. P A.7. 

Rjesenje: 

OCigledno: 

y 

Sl. PA.7. 

A.3. Promjena momenata inercije pri transformaciji koordinatnog sistema 

X 

Vrijednosti momenata inercije ravne povrsine zavise od koordinatnog sistema 
u odnosu na Cije ose se racunaju momenti inercije, pa se pri transformaciji 
koordinatnog sistema mijenjaju i momenti inercije. Kako se svaka transformacija 
koordinatnog sistema moze ostvariti translacijom i rotacijom koordinatnog sistema, 
razmotricemo posebno kako se mijenjaju momenti inercije pri translaciji, a kako pri 
rotaciji koordinatnog sistema. 

A.3.1. Trans/acija koordinatnog sistema 

Neka su na sl. A: 5 (/;. 11) tezisne ose povrsine A, a (x, y) njima paralelne ose 
kroz tacku 0. tako da je veza izmedu koordinata proizvoljnc tackc povrsinc A u 
ova dva koordinatna sistema data sa: 

y=T] +a. (l) 

Moment inercije povrsine A u odnosu na x osu je 

(2) 
A A A A 

Dr~gi integral na desnoj ~rani u (2) jednak jc nuli, jer jc 11 tciisna osa povrsinc A. 
paJe 

(3) 
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Ovo je veza izmedu momenta inercije povrsine A za tezisnu osu I; i njoj paralelnu 
osu x na rastojanju a. Moment inercije povrsine za tezisnu osu zove se sopstveni 
moment inercije, a proizvod povrsine i kvadrata rastojanja izmedu osa zove se 

Y! 

) -----

a~------

I 
I 
I 

a~----------b~~-------
)( 

)( 

Sl. A:5. 

Primjer A.8. 

Odrediti momente inercije pravougao
nika na sl. P A.8 za teZ:isne ose (I;, T) ). 

Rjesenje: 
bh3 

U primjeru A.4 nasli smo da je: Ix=-
3
-, 

b3h b2JJ2 
Iy=-3-, Ixy= 4 --. Iz izraza (A.2.2:3)je 

Analogno se dobija: 

h3h 
I =---, IF,l =0, 

'1 12 ' 

Primjer A.9. 

bh 
I =-(b2 +h2

). 
c 12 

polozajni moment inercije. Prema to
me, moment inercije povrsine u odno
su na neku osu jednak je zbiru sop
stvenog momenta inercije za paralelnu 
tezisnu osu i polozajnog momenta 
inercije (Steinerova teorema). Iz (3) je 
oCigledno da je od svih momenata 
inercije za skup paralelnih osa najma
nji onaj u odnosu na tezisnu osu. 

Na isti nacin se izvode preostale 
zavisnosti: 

Iy=I11 +b2 A (4) -
I0 =Ic+R2 A, Rz=az+bz (5) 

Ixy =Ic,TJ +ab A. (6) 

y 

TJ 

h co---+--~ 

o-o--b _ __..._ ______ x 

Sl. PA.8. 

ah3 

Odrediti moment inercije trougla na sl. P A.9 za osu u. Poznato je Ix =-. 
12 

Rjesenje: 

a h 
U primjeru A.2 nasli smo da su koordinate tezista trougla na sl. PA.9 Xc=-, Yc=-. 

~ 3 
Moment inercije trougla za osu u dobicemo koristeCi Steinerovu teoremu dva puta. 
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Prvo nalazimo da je moment inercije trougla za tezisnu osu ~ 

ah
3 

(h)
2 

ah ah
3 

~~ =Ix- YE A=u- 3 2=36, 

pa je moment inercije za osu u 

y 

Sl.PA.9. 

A.3.2. Rotacija koordinatnog sistema 

Potrafimo sada vezu izmedu momenata inercije povrsine A u odnosu na ose 
koordinatnog sistema (xOy) i ose koordinatnog sistema (uOv) dobijenog iz (xOy) 
sistema rotacijom za ugao <p (sl. A: 6). JednaCine transformacije koordinata u ovom 
slucaju su: 

u = x cos <p + y sin <p 

v= y cos <p- x sin <p. 

Moment inercije povrsine A u odnosu na osu u je 

I u = J v2dA = J (y cos <p- x sin <p )2 dA = 
A A 

= cos2 <p J y2dA- sin 2<p J xydA + 
A A 

A 

paje 

lu=Ix cos2 <p+ly sin2 <p-Ixy sin 2<p. (2) 

Analogno se dobija: 

v 

Iv=lx sin2 <p+ly cos2 <p+Ixy.sin 2<p 

1 . 
Iuv=]. (Ix- Iy) sm 2<p + Ixy cos 2<p. 

(1) 

y 

Sl. A:6. 

(3) 

(4) 
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Izrazi (2)- (4) daju trazenu vezu izmedu momenata inercije u odnosu na ose 
zarotiranih koordinatnih sistema. KoristeCi dvostruki ugao, (2) i (3) se mogu 
prepisati u obliku: 

v 

y 

(5) 

1 1 
lv=2 (Jx +ly)-2 (Jx-Jy) cos 2cp +lxy sin 2cp. (6) 

Primjer A.lO. 

Za pravougaonik dimenzija b x h = 6 x 
x 8 em na sl. P A.lO odrediti momente inerci
je za ose u i v dobijene rotacijom iz osa x i y 
za ugao cp = 30°. 

u 

X 

Sl. P A.lO. 

Rjesenje: 

Kako je: 

bh3 

I =-=1024cm4 
X 3 ' 

zamjenom u (2)- (4) dobijamo: 

Iu = 1024 ( ~y + 576 GY- 576 v; =413,2 cm4 

lv= 1024 GY +576 ( ~y +576 ~ = 1186,8 cm4 

I .)3. 1 
I =-· (1024- 576) -+576 -=482 cm4 . 

uv 2 2 2 

A.4. Glami momenti inercije 

Iz izraza (A.3.2:5) i (A.3.2:6) oCiglednoje da se momenti inercije Iu i Iv 
kontinualno mijenjaju sa promjenom ugla cp, pa se postavlja pitanje kojim vrijedno
stima ugla cp odgovaraju ekstremne vrijednosti aksijalnih momenata inercije. 
Odgovor cemo dobiti iz uslova ekstremuma funkcija Iu i Iv: 

diU 
-=-(IX- Iy) sin 2cp- 2Ixv cos 2cp =0 dcp . 

(1) 
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-r f 1 
. .C .. 1 .. 1 -- ~) 

Ovo daje ugao <p =r:t koji definise pravce ekstremnih vrijednosti aksijalnih 
momenata inercije 

2Ixy 
tg2a.=---. 

Ix-Iy 
(2) 

S obzirom da se drugi izvodi po uglu <p funkcija I u i I v razlikuju samo po znaku Ger 
se i prvi izvodi samo tako razlikuju, kao sto vidimo u (1)), to ce vrijednosti <p=r:J. 
odgovarati maksimum jednog a minimum drugog momenta inercije. 

JednaCina (2) ima beskonacno mnogo rjesenja za a., koja se medusobno 
1t 

razlikuju za n 2 (n = 1, 2, 3, ... ), tj. jednacina (2) definise dva medusobno upravna 

pravca, 1 i 2, kojima odgovaraju ekstremne vrijednosti aksijalnih momenata 
inercije. Ovi pravci nazivaju se glavne ose inercije povrsine za datu tacku, a 
korespondentni aksijalni momenti inercije zovu se glavni momenti inercije. Kako je: 

tg 2r:t 
sin 2a.=--;c==== Ji +tg2 2r:t 

(3) 
1 

cos 2r:t = --;c· =~= .Jt + tg2 2r:t 

zamjenom u (A.3.2:5) i (A.3.2:6) dobijamo izraze za glavne momente inercije: 

(4) 

Zamjenom (3) u (A.3.2 :4) dobijamo da je centrifugalni moment inercije za glavne 
ose jednak nuli 

(5) 

Vazi i obrnuto, ako je centrifugalni moment inercije za par upravnih osa jednak 
nuli, te ose su glavne ose inercije. Zato, ako povrsina ima osu simetrije, ta osa i njoj 
upravna osa su glavne ose inercije date povrsine. 

Iz analize znaka drugog izvoda 

(6) 

zakljucujemo ako jc Ixv<O, glavna osa za koju povrsina ima maksimalni moment 
inercije prolazi kroz I i III kvadrant (x, y) koordinatnog sistema Qer je izraz u (6) 

1t 
negativan za a.<-). Ako je Ix > 0, tad a glavna osa za koju povrsina ima 2 y 

maksimalan moment inercije prolazi kroz II i lV kvadrant. 
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Iz (4) i (5) je takode lako utvrditi da je: 

(7) 
I 1 I2 =Ix IY-I;y=J2 =const., 

sto predstavlja prvu i drugu invarijantu momenata inercije ravne povrsine. 

Ako se za koordinatni poeetak 0 uzme teziste povrsine C, tada govorimo o 
glavnim centralnim osama inercije i njima korespondentnim glavnim centralnim 
momentima inercije. 

y 2 

h=8cm 

Primjer A.ll. 

Za pravougaonik na sl. P A.ll. od
rediti glavne ose inercije i korespondentne 
glavne momente inercije u odnosu na 
tacku 0. 

Rj e8 enj e: 

Kako je: 
0~------~---------x 

31/22' 
Ix = 1024 cm4

, 

I =576 cm4 
y ' 

SI.PA.ll. 1 

zamjenom u (A.4: 2) dobijamo 

2Ix 2·576 
tg 2cx=- Ix _;Y =- 1024-576 =- 2,571, 

odakle nalazimo cx=-34°22' i cx=55a38'. Kakojeixy=576cm4 >0, osa 1 prolazi 
kroz II i IV kvadrant (sl. P A.l1 ). Glavne momente inercije dobijamo iz 
(A.4:4): 

1 1 I 2 2 
I 1.2 =2 (Ix + IY)±2_ y (Ix- Iy) +4Ixy = 

=~ (1024+576)±~~(1024- 576)2 +4·5762 =800±618, 

pajei1 =1418cm4
, I 2 =182cm4 . 

Primjer A.l2. 

Za trougao na sl. PA.12(a) odrediti: 

a) glavne ose inercijei glavne momente inercije za.tacku 0, 
b) glavne centralne ose inercije i glavne centralne momente inercije. 
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Rje8enje: 

a) U primjeru A.6 na81i smo daje: 1,=1667 cm4
, 1.,=6667 em\ 1,.,=1667 cm4 , pa 

je: 

I 1 =7172 em\ 

2·1667 
tg 2oc = - 1667- 6667 0,6667' 

Kako je 1,.,=1667 cm4 >0, osa 1 prolazi kroz IIi IV kvadrant (sl. PA.12(a)). 

b) Koristeei Steinerovu teoremu prvo nalazimo: 

I6 = Ix - Y
2
c A= ~ 2 ah3 

- ( j h) 2 ~ ah = ]
6 

ah3 
,...... 556 cm4 

1 1 1 1 "' 
I'l = IY- x: A= 12 ha3

- ( 3 a) 2 

2 ah = 
36 

ha3 = 2222 cm2 

1 I A 1 2 h2 1 1 1 h 1 2 2 .- 4 S'l = xy - XC Yc = 24 a - 3a 3hz-a = - 72 a h = - 556 em ' 

pa su glavne centralne ose i glavni centralni momenti inercije odredeni sa: 

12 =388 cm4 

tg2oc= 2·(-556) -0667 
556-2222 ' ' a=- 16,8°. 

Kako je /~rt = -556 cm4 <0, osa 1 prolazi kroz I i HI kvadrant {sl. P A.12 (b)). 

1 

(tl) 

Primjer A.13. 

}( 

y 

Sl. PA.12. (b) 

Naci polozaj glavnih centralnih osa inercije i izracunati veliCinu glavnih 
centralnih momenata inercije povrsine na sl. PA.13. (Dimenzije su date u[cm]). 
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Rje§enje: 

Tezi§te povdine je taeka C. Polozaj glavnih centralnih osa inercije i velianu glavnih 
centralnih momenata inercije dobicemo iz izraza: 

(a) 

pri cemuje: 

(
18·43 

) 2·4ij3 
1~=2 !2+182 ·18·4 +l2=57500cm4 

I =2 --+102 ·18·4 +--=18320cm4 
(

4·183 
) 23 ·40 

11 12 12 

/~11 = -10·18·18·4+ 10· ( -18)·18·4=- 25900 cm4 • 

Zamjenom ovih vrijednosti u izraze (a) dobijamo: 

Sl. PA.l3. 

A.5. Moorov krug inerclje 

2· (- 25900) 
tg 2cx=- 57 500-18 320 1'322 

cx=26° 25' 

1 
/1.2 =2 (57 500+ 18 320)± 

±~J(57 500-18 320)2 +4· (- 25900)2 

Kako je 1511 = - 25 900 cm4 < 0, osa 1 pro
lazi kroz l i III kvadrant. 

Preglednu geometrijsku interpretaciju dobijenih rezultata u poglavljima A.3 i 
A.4 mozemo dati pomoeu tzv. Mohrovog kruga inercije. Nairne, ako izraze 
(A.3.2:4) i (A.3.2: 5) prepi§emo u obliku: 

1 1 . 
I .. -2 ((.,+/y)=2 (Ix-Iy) cos 2cp-Ixy sm 2cp 

(1) 
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pa ih kvadriramo i saberemo, dobicemo 

(2) 

Prema tome, ako su poznati aksijalni i centrifugalni moment inercije date povrsine 
za ose xi y, aksijalni moment inercije I" i centrifugalni moment inercije I uv za ose u i 
t' dobijene rotacijom iz osa x 
i y, zadovoljavaju uslov (2). 
u koordinatnom sistemu (/ u' luv 
Juvl jednaeina (2) predstavlja 

j:d~a:~~uc~~r:, ';) c~n::: 
preenikom ~ J (I x -l" )

2 + 4J~r. 
Ovaj krug naziva se Mohrov 
krug inercije (sl. A: 7) i pred
stavlja geometrijsko mjesto 
tacaka Cije su koordinate (J u' 

I ur) aksijalni i centrifugalni 
moment inercije date povrsi
ne, za sve moguce parove 
upravnih osa u i l' kroz po
smatranu tacku. 

Sl. A :7. 

M ohrov krug inercije konstruise se tak o sto se prvo odrede tack a A (I,, I") 

(
Jx+Jy ) d tack a C -
2

-, 0 , koja pre stavlja centar M ohrovog kruga. M ohrov krug: 

se onda dobija kada se iz C opisc krug poluprecnika C A, jer je CA = 

= 
1
.j(I -I .)2 + 4/2) .. Proizvoljna tack a M (/ , I uvl odgovara pravcu u pod uglom lp 2 .\: y X U 

u odnosu na x osu, i njemu upravnom pravcu r koji je dohijen iz u rotacijom za 90 
u pozitivnom matematickom smjeru (suprotno kretanju kazaljke na satu). Sa sl. 
A: 7 je takode oCigledno da je: 

tj. duzi 0 D i 0 E predstavljaju. u izabranoj srazmjeri. maksimalni i minimalni 
moment inercije (I 

1 
i I 

2
) date povrsine za posmatranu tacku. Polozaj glavnih osa 

odreden je uglom 2cx, koji mjerimo od C A kao pozitivan u pozitivnom matematic
kom smjeru. Na primjer, na sl. A: 7 je ugao ex negativan, pa glavna osa 1 prolazi 
kroz II i IV kvadrant (x, y) koordinatnog sistema, sto smo i ocekivali s obzirom da 
je na sl. A:7 Ixy>O. 
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l. 

0 

Sl. PA.14. 

Primjer A.l5. 

Primj er A.l4. 

Za pravougaonik po
smatran u primjeru A.ll od
rediti koristeei Mohrov krug 
inercije polozaj glavnih osa 
inercije i velicinu glavnih mo
menata inercije u odnosu na 
tacku 0. 

Rj esenj e: 

U primjeru A.11 na8li smo da 
je: lx=1024cm4

, /y=576cm4
, 

Ixy=576 cm4
• Mohrov krug 

inercije prikazan je na sl. 
P A.l4. Sa sl. P A.14 se vidi 
da je glavna osa 1 definisana 
uglom <X=- 34 o 22' u odnosu 
na x osu, i da je (u izabranoj 
srazmjeri): 

OD =11 =1418 cm4
, 

OE =12 = 182 cm4
• 

Nacrtati Mohrov krug inercije za teziste C trougla u primjeru A.l2. 

Rje8enje: 

U primjeru A.l2 .dobili smo da je: /~=556cm4, I =2218cm4 , /~11 =-554cm4 • 
Mohrov krug inercije prikazan je na sl. P A.l5. Sa slike vidimo da je glavna osa 1 
definisana uglom cx=73,15o u odnosu na ~ osu, i daje: 

D 

SL PA.15. 
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A.6 .. Elipsa inercije 

Posmatrajmo povrsinu A i proizvoljnu osu n kroz tacku 0 (sl. A: 8). Neka je 
In moment inercije povrsine A za osu n. Tada se polupreenik inercije povrsine A za 
osu n definise izrazom 

in=Ji. (1) 

Neka su 1 i 2 glavne ose inercije povrsine A za tacku 0, a / 1 i / 2 korespondentni 
glavni momenti inercije (sl. A: 9). Tada su glavni polupreenici inercije povrsine A za 
tacku 0: 

. !il !1= -. ' 
A 

n 

0 

Sl. A:8. Sl. A:9. 

'ilanesimp sada na osu 1 polu
;?reenik i:O.ercije i2 , a na osu 2 
poluprecnik inercije i1 i konstrui
simo elipsu sa poluosama i2 i il 
(sl. A: 1 0). Tako dobijena elipsa 
naziva se elipsa inercije povrsine 
A za tacku 0. Elipsa inercije 
ima svoje odredeno geometrijsko 
znaeenje. Moze se pokazati ako 
se povuce tangenta na elipsu 
inercije paralelno nekom pravcu 
n kroz tacku 0, tada je normal
no rastojanje tangente od pravca 
n jednako poluprecniku inercije 
in povrsine A za osu On (s!. tiOn 
A: 10). Ako je tacka o teziste s1. A: to. 
povrsine A, govorimo o giavnim 
centralnim polupreenicima inefcije 1 centralnoj elipsi inercije povrsine A. 

Primjer A.16. 

(2) 

2 

Odrediti elipsu inercije za tacku 0 pravougaonik_a na sl. P A.16 (a), pa 
pomoeu nje odrediti moment inercije pravougaonika za osu On. - dijagonalu 
pravougaonika. 
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Rjesenje: 

U primjeru A.I1 nasli smo glavne ose inercije i korespondentne glavne momente 
inercije pravougaonika za tacku 0. Osa 1 zaklapa sa x osom ugao ex=- 34 o 22' ( sl. 
PA.16 (b)), a 11 = 1418 cm

4
, 12 = 182 cm4

. Kako je A =48 cm2 , glavni poluprecnici 
inereije pravougaonika za tacku 0 su: 

i =Jj1 =)1418 
=5 44 em 

I A 48 , , i = {i; =)182 
= 1 95 em. 2 VA 48 , 

Elipsa inercije je prikazana na sl. P A.16 (b). Da bismo odredili poluprecnik inereije 
"za dijagonalu pravougaonika, povucimo tangentu na elipsu inereije paralelno 
dijagonali. Sa sl. PA.l6(b) onda proCitamo da je i"~2,04cm. Moment inercije 
pravougaonika za dijagonalu je 

In= A i~ =48 · 2,042 =200 cm4 . 

y n 

halJcm 

(a} 

Sl.PA.I6. 
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A. 7. Sektorske karakteristike tankozidnih pro fila 

A.7 .1. Sektorska koordinata 

Posmatrajmo tankozidni profil, tj. profil cija je debljina znatno manja od 
duzine. Crtano na sl. A:ll oznacena je tzv. srednja linija profila, duz koie pocev od 
proizvoljne tacke o, (nulta tacka), mjerimo lucnu koordinatu s. Za pozitivan 
smjer koordinate s pretpostavicemo smjer suprotan kretanju kazaljke na satu u 
odnosu na proizvoljnu tacku (pol) u ravni pro fila (na primjer, teziste C). U ocimo 
na proizvoljnom mjestu srednje linije profila element luka ds. Sa h oznacimo 
normalno udaljenje tacke C od tangente na srednju liniju profila c u uocenoj 
tacki. Tada je dwe =he ds dvostruka povrsina elementarnog trougla prikazanog 

Sl. A:ll. S!. A:l2. Sl. A:l3. 

tackasto na sl. A: 11, pa velicina 

$ 

we (Ot, s) = S he ds (1) 

0 

predstavlja .dvostruku povrsinu sektora na dijelu srednje linije profila od nulte 
tacke 0 1 do proizvoljne tacke definisane luckom koordinatom s (sl. A:l2). Veli
cina definisana sa (1) naziva se sektorska koordinata u odnosu na izabrani pol 
C i nultu tacku o,. Ako je tacka 02 izabrana za nultu tacku (sl. A:13), tada oci
gledno imamo 

s 02 s 

we(Ot,S)=Sheds=S heds+Shcds, 
tj. Ot Ot 02 

(2) 

02 

gdje je w12 = S hcds = const. dvostruka povrSina krivolinijskog trougla srafi-
o, 

rano prikazanog na sl. A:l3. Relacija (2) predstavlja vezu izmeau sektorskih 
koordinata u odnosu na isti pol, a razlicite nulte tacke. Uspostavimo sada vezu 
izmeau sektorskih koordinata u odnosu na razlicite polove, a zajednicku nultu 
tacku. Neka je na sl. A: 14 tacka C teziste profila, x i y par upravnih osa kroz 
teziste (na primjer, glavne centralne ose inercije profila), a P (x , y ) proiz
voljna druga tacka u ravni pro fila. Sa st. A: 14 je ocigledno P dw P = h ds , 

d 
. c c 

dwP = hP s , tj. 

32 Otpornost mat<nijala 
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No, 

dw - dw = (h - h ) ds. 
p c p c 

Sl. A:14. 

dx= ds case{ 
dy= ds sincf 

hp - he = - Xp sin a - (yp cos a) - - Y- dy + Yp dx 
- ·~ ds ds ' 

gdje je a ugao koji tangenta na srednju liniju profila zaklapa sa pozitivnim smje
rom x ose, pa je 

dw - dw = - x dy + y dx , 
p c p p 

odnosno nakon integracije od nulte tacke 0 1 do proizvoljne tacke srednje linije 

w (0 1, s) - w (o 1, s) =- x (y- y ) + y (x- x ) . (3) 
p C p 01 p Ot 

Relacija (3) predstavlja vezu izmedu sektorskih koordinata sa zajednickom nul
tom tackom u odnosu na tacku C (koordinatni pocetak) i tacku P (x , y ) kao 
polove. Veza izmedu sektorskih koordinata u odnosu na proizvdljnd' tacke 
P (x , y ) i Q (xQ, ~ ) kao polove direktno slijedi iz (3). Zaista, koriscenjem 
(3) b JS i C, i Q i c, oduzimanjem dobijamo 

ul (o,, s) - wQ (o,, s) = (y - yQ ) (x - x ) - (x - xQ ) (y- y ) . 
p p Ot p Ot 

A.7.2. Sektorski momenti 

Sektorskim statickim momentom tankozidnog profila u odnosu na nultu 
tacku 0 1 i izabrani pol P nazivamo integral 

S,,,P =~WP dA, 
A 

gdje je A ukupna povrsina profila (dA = tds, gdje je t = t (s) debljina 
fila). ( 1) ocigledno predstavlja geometrijsku karakteristiku tankozidnog 
fila. Geometrijske karakteristike tankozidnog profila su takode i veliCine: 

fxwp = ~ X Wp dA , Jv,,P = ~ y (J)p dA , 
A A 
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koje se nazivaju sektorskim centrifugalnim momentima. Veza izmedu sektorskih 
centrifugalnih momenata u odnosu na polove P i Q dobija se nakon zamjene 
(A.7.1:4) u(2) 

gdje je a= y (x - xQ ) - x 0 (y - yQ) = const, S staticki moment iner
cije profila za oy od'u, a I i Ix aksij~lni i centrifugalni fuomenti inercije profila 
za y, odnosno x i y ose. YAko Ysu x i y glavne centralne ose inercije profila, tada 
je S = 0 i I = 0, pa iz ( 3) imamo 

y xy 

(4) 

Slicno dobijamo 

(5) 

A.7.3. Glavni pol. Nonnirana sektorska koordinata. Sektorski moment inercije 

Od posebnog znacaja u analizi naprezanja i deformacije stapova tankozid
nog otvoreno~ pr?fila je ta~ka P (x0 , yii ) u ravni p_rofila za ~oju vazi Ix.., 0 = 
= Iyw0 = 0, 1 koJa s toga, IZ (A.7.2:4) 1 (A.7.2:5), 1ma koordmate: 

+~ Xo = xP I 
X (1) 

Tacka D s ovim koordinatama naziva se glavni pol ili centar smicanja (savijanja) 
profila. Njene koordinate su ocigledno nezavisne od izbora nulte tacke profila, 
jer u odnosu na tezisne ose x i y ni sektorski centrifugalni momenti (A.7.2:2) 
ne ~avise od izbora nulte tacke (slijedi zamjenom (A.7.1:2) u (A.7.2:2), s obzi
rom da je za tezisne ose S = S = 0) . 

Ako se nulta tacka p}ofila Y izabere tako da je korespondentni sektorski 
staticki moment u odnosu na glavni pol jednak nuli, tj. 

S W 0 (o, s) dA = 0, 
A 

(2) 

takva nulta tacka se naziva glavna nulta tacka 0, a korespondentna sektorska 
koordinata normirana sektorska koordinata Q = w

0 
( o, s). Ako je odredena 

sektorska koordinata u odnosu na glavni pol i proizvoljnu nultu tacku Ot, w0 
(Ot, s), tada se normirana sektorska koordinata dobija iz (A.7.1:2) kao 

(3) 

32* 
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gdje je, s obzirom na (2), 

wo = i ~ w 0 (o 1, s) dA . (4) 
A 

Napominjemo da se u opstem slucaju moze dogoditi da postoji nekoliko nultih 
tacaka koje zadovoljavaju uslov (2). Za glavnu nultu tacku mozemo uzeti bilo 
koju od njih (na primjer, najblizu glavnom polu), premda eksplicitno lociranje 
glavne nulte tacke nije sustinsko, s obzirom da normiranu sektorsku koordinatu 
Q nalazimo direktno iz (3) i (4), nakon StO je odredeno (J)D (01, S). 

Iz analize izvedenih izraza lako je pokazati da se za profile sa osom simetrije 
glavni pol nalazi na osi simetrije. Za profile sa dvije ili vise osa simetrije glavni 
pol je u presjeku tih osa, tj. u tezistu profila. Na osi simetrije takode lezi i glavna 
nulta tacka profila. Kod profila sa centrom simetrije glavni pol je u centru 
simetrije, tj. tezistu (na primjer, Z profil). Za profile sastavljene od pravih 
djelova koji se svi susticu u jednom evoru (na primjer L, T, V, X, Y i slicni 
profili), glavni pol je u cvoru susticanja, jer je u odnosu na njega sektorska 
koordinata za svaku tacku srednje linije profila identicki jednaka nuli. 

Na kraju definisemo jos jednu geometrijsku (sektorsku) karakteristiku 
tankozidnog profila. To je tzv. sektorski moment inercije (ili sektorski kvadratni 
moment) 

(5) 

koji ima dimenziju (duzina) 6, a odreduje se nakon sto je utvrdena promjena 
normirane sektorske koordinate duz srednje linije profila. 

Odredivanje sektorskih karakteristika tankozidnih profila bice ilustrovano 
sa nekoliko primjera koji slijede. 

Primjeri 

Primjer A.J7. 

Za· tankozidne profile na sl. P A.l7 odrediti polozaj glavnog pola (centra smi
canja), dijagram normirane sektorske koordinate i sektorski moment inercije. 

h h 

(a) (b) 

Sl. P A. 17(a)-(c). 
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R.jesenje: 

a) I pr'?fil~ sa nejednakim pojasevima prikazan na sl. P A. 17 (a) ima teziste 
na udalJellJU 

~ h 2 
0 + h b2 t2 

~ = --==-------:-
b1 t1 + b2 tz + hcr 

od sredine donjeg rebra, pa su x i y na sl. P A.17 (d) glavne centralne ose iner
cije profila. Na sl. P A.17 (d) prikazan je dijagram sektorske koordinate 

y 

(d) 

b2 
2~~~~~mm~ 

2 

y 

(e) 

Sl. P A.17(d)-(f). 

® 

(f) 

w (Ot, s) u odnosu na pol P i nultu tacku 01, koji su oboje u sredini gornjeg 
pbjasa. S obzirom da profil ima vertikalnu osu simetrije, glavni pol je na njoj 
(x

0 
= 0), a poloZaj mu slijedi iz 

I 
y = y - ..::E!!£_ 

D p Iy ' 

gdje je Yp =- (h- ~), IY =-- -{:2 (t1 bf + t2 b~), dok Ixrop odredujemo mnozeCi 

dijagrame na sl. P A.17 (d) i (e) (vidi Tabelu 12:1, str. 367): 

lxro = f XW dA = 2 b1/2 ( h b1 ) bt t 1 h b3 t 
p .) p 3 --2- 2 1 = --u 1 1. 

A 

Dakle: 

e2 = Yo - Yp = - Ilxwp = hby t1 
y bh1 + bh2 ' 

sto definise polozaj glavnog pola D u odnosu na gornje i donje rebro. Dijagram 
sektorske koordinate u odnosu na D kao pol, koji sada jednostavno nalazimo, 
prikazan je na sl. P A.l7 (f). 
Kako je 

~Wo (o1,s) dA"""'0, 
A 

to je dijagram na sl. P A.17 (f) takode i dijagram normirane sektorske koordi
nate Q. 
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Sektorski moment inercije dobijamo mnozeCi dijagram za Q sam sa sobom, 
I prema Tabeli 12:1, 

112 =?. \ b
1f2 ~ ~) t +" l b~l2 e1\11 e1~1 2 2 2 1 L -3- --2- -2-) t2 = 

- 1 ( 2 b3 t + 2 b3 - 12 e 1 I I e2 2 tz ) . 

Na primjer, za bi = bz = b i t 1 = t2 = t dobijamo: 

h 
~=2, e I = ez = l.!_ (tj. D = C) I = J__ h2 b3 t . 

2 , Q 24 

b) Za [ profil se slicno dobija ( vidi sl. P A. I 7 (g) - (i) ) : 

~ = __ b_2 _t __ 

2 bt + ho ' 
I = - 1- oh 3 + J... bh2 t 

X 12 2 

fho+ 2 bt 

I = J...bh2 (3e2 
- 3 eb + b2

) t + -
1
- h3 e~ {) === e2 I + -

6
1 b2 h 2 (b - 3e) t . 

II 6 12 x 

Na primjer, za h = 2b, t = 2l): 

X 0 

~_e_ 

(g) 

3 e=-b 
7 ' 

X 

mTTTTrml"ITTin-;-n-n, h 
~w.w=ww.w2 

(h) 

21 b5 R 
Io = 49 u. 

Sl. P A.17(g)-(i). 

- ~h(b-e) 

+ fh(b-e) 
m;:;;:?r,-.o:!J.WJU,j.I,IJJ 

(i} 

c) Na sl. P A. 17 (j) prikazan je dijagram sektorske koordinate u odnosu na 
pol P i nultu tacku 0,, koji su oboje uzeti u centru simetrije, tj. tezistu Z profila. 
Kako je u odnosu na ovu tacku dijagram w simetrican, a dijagrami koordinata 
x i y tacaka srednje linije profila antisimetrfcni, slijedi I = I = 0, tj. glav
ni pol se poklapa sa tezistem, D=== C. Medutim, glavna nuiti!f tackaw!J nije u tezistu. 
Zaista: 

~l•\,(OI,s)dA=2 ~ b+hbt=+hb2 t 
A 
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__!_hb2 t 
2 

Wo = -=--..,---
2bt + h8 ' 

Q = w - wo. 
p 

Dijagram normirane ~ektorske koordinate prikazan je na sl.P A.17 (k). 

c P,OJ (,~ 

~ 
t,G)P) 

\ 
\ 

\J 

( j) 

Sl. P A.l7 (j)- (k). 

Za sektorski moment inercije dobijamo 

b3 t 2 bt + 2h8 
IQ = 12 h 2bt + h8 

Na primjer, za h = 2b i t = 28 je: 

1 b2 
wo=3 ' 

Primjer A. 18. 

W, 

(k) 

Odrediti glavni pol (centar smicanja), dijagram normirane sektorske koordinate 
i sektorski moment inercije tankozidnog profila na sl. P A. 18 (a) 

2 T 

·so 
Y2 ccm:J - -2 

L.---jr,-,2 .. f_ 

f--__30_- ~ 

Sl. P A.l8 (a). 
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R j e sen j e: 

Teziste profila je lako naCi i ono se nalazi na udaljenju 73,6 em od donjeg lije
vog kraja profila po horizontali, i 34,3 em po vertikali. Na sl. P A.l8 (b) i (c) 
prikazani su dijagrami £ i rJ koordinata tacaka (srednje linije) profila. 

55,4 

Sl. P A. 18(b)-(c). 

Mnozenjem ovih dijagrama, uz pommoc Tabele 12:1, dobijamo vrijednosti mo
menta inercije I, , I i I, . Na primjer, 

" 1] >'1 

Is= s T)
2 dA = -/2 6~ -v'i [ 34,3 (2 · 34,3 - 25,7) + (- 25,7) 

A 

(34,3- 2 . 25,7) ] + 2 . 60· 25,7 . 25,7 + 2 . 6~ [ 34,3 (2 . 34,3 -

- 25,7) + (- 25,7) (34,3- 2 . 25,7)] + 2. 30 . 34,3 . 34,3 

Slicno dobijamo: 
= 226 286 cm4 

• 

I = 492 643 cm4 
1] 

I£'1 =- 29224 cm4
• 

Ove vrijednosti su nam potrebne da bismo odredili polozaj glavnih centralnih 
osa inercije profila i korespondentne glavne centralne momente inercije: 

tg 2a = - 2 Isn -
(h- I'l) 

2 (- 29224) 
226 286 - 492 643 = - 0•22 ' 

I = 223 118 cm4
, I = 495 812 cm4

• 
X y 

Na sl. P A.18 (d) i (e) prikazani su dijagrami x i y koordinate profila, koji su 
dobijeni iz £ i rJ koordinate koristeCi izraze za transformaciju koordinata 
usljed rotacije koordinatnog si'stema za ugao a = - 6°: 

x = £ cos a + rJ sin a= 0,9945 £ - 0,1 rJ 

y =-£sin a-t- 'Y] cos a= 0,1 ~ + 0,9945 'YJ. 
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1.1, 
5Q5 

Ccm:J 

(d) (e) 

Sl. P A.l8(d)-(e). 

Da bismo odredili glavni pol (centar smicanja) profila, prvo izaberimo proiz
voljan pol P i nultu tacku 01, na primjer kao na sl. P A.l8 (f), i nadimo dijagram 
korespondentne sektorske koordinate w (0 1, s). Dobijamo dijagram na 
sl. P A. 18 (f) P 

Wp(Ot,sJ 

Ccm2::; 

2i.OO =='mrrmm.m
1 

,-m. 600 

(f) (g) 

sl. PA.18(f). Sl. P A.l8 (f)-(g). 

Mnozeci dijagrame na sl.P A.18 (d) i (f) sada dobijamo 

lxrop = 2 6
6
° (- 23,7- 2 • 29,7) ( - 2400) + 2 

3
:[- 29,7 

(- 2 · 2400- 600) - 59,5 (- 2400- 2 · 600) ]= 7734600 cm5
• 

Slicno, iz dijagrama na sl.P A.18 (e) i (f) nalazimo 

I = - 4397400 cm5 
, 

Y"'P 

pa su koordinate glavnog pola: 

X =X + ~ = 16 1 + - 4397400 
D P Ix ' 223 118 

- 3,6cm 

y = y - ~ = - 24 2 - 7734 600 = - 38,8 em ' 
D p ly ' 495 812 

ili u (£, yt) koordinatnom sistemu: 

505 



. 
; o = x o cos a - yo sin a = ... = - 7,46 em 

1]0 = X 0 sin a+ y0 cos a= ... =- 38,23 em. 

Dijagram sektorske koordinate u odnosu na glavni pol i nultu tacku 0 1 prikazan 
je na sl. P A.l8 (g) . N ormiranu sektorsku koordinatu sad a dobijamo iz 

Q = Wo (o~, s) - Wo, 

gjde je wo = 154 cm 2 
, s obzirom da je povrsina profila A = 420 cm2 i 

~ t•lo (Ot, s) dA = v l +60 \1'2· 510 + 2 
501 

;-
251 

60 + 2 
501 

-
635 

A 2 

60 + 2 1541 - 635-30 = 64740 cm4 
2 . 

Dijagram normirane sektorske koordinate prikazan je na sl.PA.18 (h). 

1387 

789 

Sl. P A.18(h). 

Korespondentni sektorski moment inercije je 

~~! = -vii 60 
6 -v':Z [ 356 (2 . 356- 154) - 154 (356- 2 . 154) ] + 2 66° 

' . 

[ - 405 (- 2 . 405 + 34 7) + 347 ( - 405 + 2 . 34 7) ] + 2 . 
6i [ 34 7 

30 
(2. 347- 789) - 789 (347- 2 . 789) ] + 2 . 6[- 789 (- 2. 789 + 

+ 1387) + 1387 (- 789 + 2 · 1387) ] = ... = 57,39 dm 6
• 
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Tabela A: 1. Moment1 inercije nekih ravnih povrsina 

1. y 

X 

2. y 

X 
0 b 

y 

___ x 

Pravougaonik (Koordinatni pncetak u teiistu Cl 

A=bh x b h 
= - Y=;; 2 

I 
bh' 

I 
hb 3 

= 12 = 1T X y 

I = 0 I 
bh 

( b' + h' ) = T2 xy c 

Pravougaonik (Koordinatni po~rtak u tacki Ol 

I 
bh' 

I 
hb' 

= -3- = -3-X y 

I 
b2 h2 

I 
bh 

( b' ' h' ) = ~ = 3 xy 0 

Trougao (Koordinatni pocPtak u tezistu C) 

A_ bh 
- ? 

I = bh (b2 -bc+c2 ) 
y 1b 

4. y/\-~J -l~h_xTrougao 1 x(~o-1~1-:2_~inatni pol'·e:.~-,k u tac"kl 0) 

ly = T2 ( 1t•2
- jbC+C 2 

) 

bh 2 
- t•h 

Ixy = -_,-,1- I 'h-c'r) I_,= l:'(h' + 'lh2 -3bc+c2
) 

0 ~- _Q_ __ _j 

A 
h ( :1+h I y II 2a+h 

= --- = 1 --
i+h 

X 

1 = 
n\ I j' H Jt'+t,•" \ 

X 
~ h ' ~ + r' i 
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6. y 

7. 

]( 

8. 

'·~' 
~ 

1- R I 

10. 
y 

11. 
y 

]( 

Krug (Koordinatni pocetak u tezistu C) 

A UR~ 

I I 
l1R4 

= -4-X y 

I :0 I 
l1R4 

=-xy c 2 

Tanki kruzni prsten (6 << R) 

A-2l1 RO 

Ix = IY-uR3 6 

I = 0 xy 

Polukrug (Koordinatni pocetak u tezistu C) 

A 
uR• 

-2-

I 0 xy 

y = 

72l1 

i':etvrtina kruga (Koordinatni pocetak u tezistu C) 

l1R2 4R 
A= II X= y = 3l1 

<9u•- 64lR
4 

I =I x y 144u 

I xy 
9u - 32 R4 
------r2u 

Elipsa (Koordinatni pocetak u tezistu C) 

A= l1 ab 

I 0 
xy 

Uba3 

Iy~ 

hx2 

Parabola (y = ~ l 

bh 
A= 3 - 3b 

X= T 

I = hb, 
y -5-

3h 
TO 



DODATAK B: TABLICE UGIBA I NAGIBA 

Tablica B: 1 Ugibi i nagibi konzole 

! II !I! I I q 

I! I I ~ q 
a • !.b.J 

v=ugib 

1 
dv . 

v =--=nagib 
dz 

vB = v (L) = ugib desnog kraja konzole 

q>B=vl (L)=nagib desnog kraja konzole 

V1 = qz (3a2 - 3az+z2 ) O~z~a 
6EI ' 

qa3 I qa3 
v=

24
E

1
(4z-a), v=

6
EI' a~z~L 

qa4 
Za z=a:v=-

8EI' 

I qa3 
v=-

6EI 

q 
v=-- (3bL+3ab-2bz), O~z~a 

12EI 

qbz 
V

1 =- (L+a-z) O~z~a 
2EI ' 

q 
v=-- (z4-4Lz3 +6L2z2 -4a3z+a4

) a~z~L 
24EI ' 
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q 

~----'JF ~- ~ 
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qa 2b 
Za :::=a:r=--~ (3L+a) 

12£/ ' 

, qabL 
t' =--

2£/ 

F:::z 
v = 

6
£/ (3L~:::), 

Fa 2 

v= 
6
£/ (3:::~a), 

Fa3 

Za z=a: 1'=-
3£/' 

M -2 

q 
<f>B = 6£/ (L3 ~ a3) 

F::: 
l'' =-~-- (2L ~ :::) 

2EI 

Fa 2 

v'=~-~ 
2EI' 

Fa 2 

L'' =~-~ 
2£/ 

o~ 

v=--
2£/ ' 

M0 z 
v'=--

EI 

MoLz 
v =--

B 2£/ ' 

qoL4 
v =--

B 30EI' 

11q0L4 

v =--
B 120£/ ' 



Tablica B: 2 Ugibi i nagibi proste grede 

q 

.E'·''''i 

q 

t:J Lfz:+ 

v=ugib 

, dv . 
v =-=nagib 

dz 

(L) . . . vc = v 2 = ug1b na sred1m grede 

z1 = udaljenje od A tacke sa maksimalnim ugibom 

l'max = maksimalni ugib 

<p A= v' (0) = nagib lijevog kraja grede 

<p 8 = -v' (L)=nagib desnog kraja grede 

v' =-q __ (L3 - 6Lz2 +4z3 ) 
24EI 

5qL4 

V =V =--
C max 384£/' 

v' =-q~ (9L3 -72Lz2 + 64z3
) 

384EI ' 

qL 
v=-- (8z3 - 24Lz2 + I7L2z- L3

) 
384£1 ' 

v' =....!!!:___ (24z2
- 48Lz+ 17L2

), 
384EI 

5qL4 

v =--
c 768EI' 

3q[3 
<j)A =l28EJ' 

O~z~a 

L 
O~z~-

2 

L 
O~z~-

2 

L 
-~z~L 
2 

L 
-~z~L 
2 

v' =-q- (a4- 4a3 L+4a2 [2+6a2z2 -12aLz2 +4Lz3) 
24LEI 
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_t_ 
~ 

Fz 
v =-- (3L2 -4z2 ) 

48EI ' 

F 
v'=-- (L2 -4z2 ) 

16EI ' 

L 
O~z~-

2 

L 
O~z~-

2 

FL3 FL2 

Vc=Vmax= 48EJ' <p A =q>B= 16EJ 

Fbz 
v =-- (L2 -b2 -z2

) O~z~a 
6LEI ' 

Fb 
v'=-- (L2 -b2 -3z2 ) O~z~a 

6LEI ' 

F'ab (L+b) 

6LEI 

Za a?:!b, 

F'ab (L+a) 

6LEI 

Fz 
2 

_ 
v =- (3aL-3a -z:t.) O~z~a 

6EI ' 

v' =__!__ (aL- a2 - z2). O~z~a 
2EI ' 

Fa z 2 v=-(3Lz-3z -a) 
L 

a~z<-
2 6EI ' 

Fa 
v' = 

2
EI (L-2z), 

Fa (L-a) 

2EI 

L 
a~z~. 2 

Fa 
Vc=V =-- (3L2 -4a2 ) 

max 24£/ 



33 Otpornost materijala 

L 
O~z~-

2 

L 
O~z~-

2 

M 0L 
<f>B=- 24El 

Mz 
v =-0

- (6aL- 3a2
- 2L2 -z2

) 
6LEI ' 

M 
v' =-

0
- (6aL- 3a2 - 2L2 - 3z2 ) 

6LEI ' 

A1oa z 
Za z=a: V=i'-- (3aL-2a2

- L) 
3LEI 

A1o 
Za z=a: v' =-- (3aL- 3a2 -L2

) 
3LEI 

Mo 2 2 
<n =--(6aL-3a -2L) 
"t'A 6LEI ' 

Mo 2 2 
q> =-- (3a -L) 

B 6LEI 
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DODATAK C: TABLICE STANDARDNIH PROFILA 

U tablicama koje slijede date su geometrijske karakteristike nek9liko stan
dardnih profila. Tablice su sacinjene prema DIN i Jugoslovenskim standardima za 
potrebe rjesavanja primjera koji su analizirani u udzbeniku. U tablicama su 
koristene sljedece oznake: -

514 

A - povrsina profila, 
I - moment inercije, 
W - otporni moment, 
i poluprecnik inercije, 
S - staticki moment polovine profila. 



Tablica C: 1 ( l profili, h =b) 

-N 

lb b::h d::t A e Ix wx ix Iy wy iy 

em mm mm em 2 em em4 em3 em em4 em-' em 

!1~ 15 3 0,82 0,46 o, 15 0' 14 0,43 0,08 o, 11 0,32 

!2 20 3 1 '12 0,58 0,38 0,27 0,58 0,20 0,20 0,42 

!2.!. 
2 25 3,5 1,64 0,73 0,87 0,49 o, 73 0,43 0,34 0,51 

!3 30 4 2,26 0,85 1 '72 0,80 0,87 0,87 0,58 0,62 

!3-!-2 35 4,5 2,97 0,99 3,10 1-;23 1 ,04 1 ,57 0,90 0,73 

14 40 5 3, 77 1 '12 5,28 1 '84 1,18 2,58 1 ,29 0,83 

1~ 45 5,5 4,67 1 ,26 8' 13 2,51 1 ,32 4,01 1 '78 0,93 

!5 50 6 5,66 1 ,39 12 '1 3,36 1 ,46 6,06 2,42 1 ,03 

16 60 7 7,94 1 ,66 23,8 5,48 1 '73 12,2 4,07 1 ,24 

!7 70 8 10,6 1 ,94 44,5 8,79 2,05 22,1 6,32 1,44 

18 80 9 13,6 2,22 73,7 12,8 2, 33 37,0 9,25 1 ,65 

19 90 10 17' 1 2,48 119 18,2 2,64 58,5 13,0 1 ,85 

!10 100 11 20,9 2,74 179 24,6 2,92 88,3 17 '7 2,05 

!12 120 13 29,6 3,28 366 42,0 3,51 178 29,7 2,45 

!14 140 15 39,9 3,80 660 64,7 4 ,o·, 330 47,2 2, BE 

116 160 15 45,8 4,20 1010 85,5 4,68 490 61 '3 3,27 

!18 180 18 61 '7 4,80 1720 130 5,27 857 95,2 3,7 

33* 
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Tablica C: 2 ( 1 profili, h =~b) 

-)C 

l. b.h b h d:t A e Ix Wx ix Iy Wy iy 
em mm mm mm cm2 em em4 cm3 em em-' em3 em 

16.3 60 30 5,5 4,64 0,67 2,58 1 , 11 0,75 8,62 2,87 1, 36 
1 

l7-~ 70 35 6 5,94 o, 77 4,49 1 ,65 0,87 ·s, 1 4,31 l,59 

18.4 80 40 7 7,91 0,88 7,81 2,50 0,99 28,5 7 '13 1 ,90 
1 

19-~ 90 45 8 10,2 1,00 12,7 3,63 1 , 11 46,1 10,2 2,12 

110.5 100 50 8,5 12,0 1,09 18,7 4,78 1 ,25 67,7 13,5 2,38 

112.6 120 60 10 17,0 1, 30 38,0 8,09 1 '49 137 22,8 2,84 

114.7 140 70 11 ,5 22,8 1, 51 68,9 12,6 1, 74 258 36,9 3,36 
116.8 HiO 80 13 29,5 1 '12 117 18,6 1 '99 422 52,8 3,78 
118.9 180 90 14,5 37,0 1 ,93 185 26,2 2,24 670 74,4 4,25 
120.10 200 100 16 45,5 2' 14 277 35,2 2,47 1000 100 4,69 
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Tablica C: 3 (I profili) 

"' I h h b d t A IX wx ix Iy wy iy sx 

r.m mm mm mm mm em2 em4 em3 em em4 em3 em em3 

I 8 80 42 3,9 5,9 7,58 77,8 19,5 3,20 6,3 3,00 0,91 11 '4 
I 10 100 50 4,5 6,8 10,6 171 34,2 4,01 12,2 4,88 1 ,07 19' 9 

I 12 120 58 5,1 1,1 14,2 328 54,7 4,81 21 ,5 7,41 1 ,23 31 '8 

I 14 140 66 5,7 8,6 18,3 573 .81 '9 5,61 35,2 10,7 1 '40 47,7 

I 16 160 74 6,3 9,5 22,8 935 117 6,40 54,7 14,8 1,55 68,0 

I 18 180 82 6,9 10,4 27,9 1450 161 1,20 81 '3 19,8 1 '71 93,4 

I 20 200 90 7,5 , 1 '3 33,5 2140 214 (' ,00 117 26,0 1 ,87 125 

I 22 220 98 8', 12,2 39,6 3060 278 8,80 162 33,1 2,02 162 

I 2li 240 106 8,7 13' l 46 ', 4250 354 9,59 221 41 ,7 2,20 206 

I 26 260 113 9,4 14,1 53,4 5740 442 10,4 288 51 ,o 2,32 257 

I 28 280 119 10,1 15,2 61 '1 7590 543 1 , ', 364 61 ,2 2,45 316 

I 30 300 125 10,8 16,2 69 '1 9800 653 , 1 '9 451 72,2 2,56 381 

I 32 320 131 11 '5 11' 3 77,8 n2s10 782 12,7 555 ,84, 1 2,67 457 
I 34 340 137 12,2 18,3 86,8 15700 923 , 3 '5 674 98,4 2,80 540 

I 36 360 143 13,0 19,5 9f' 1 19610 1090 14,2 818 114 2,90 638 

I 38 380 149 13,1 20,5 107 24010 1250 15,0 975 131 3,02 741 

I 40 400 155 14,4 21 ,6 118 29210 1460 15,1 1160 149 3,13 857 
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Tablica C: 4 (IP profili) 

b 
I I 
L I 

...! lr-
- -·'--·-· ·-·-
)( I 

j_ I 
I _j ,, ! 
'.r 

I Ph h b d t A Ix Wx ix ~ "'Y iy Sx 
em mm mm mm mm em2 em-' em3 em em4 em3 em em3 

IP 14 140 140 8 12 44,1 1520 £17 5,87 550 78,6 3,53 127 
frP 16 160 160 9 14 58,4 2630 329 6,72 9;58 120 4 ,05_ 188 
IP 18 180 180 9 14 65,8 3830 426 7,63 1360 151 4,55 241 
IP 20 200 200 10 16 82,7 5950 595 8,48 2140 214 5,08 337 
IP 22 220 220 10 16 91 '1 8050 732 9,31 2840 258 5,59 412 
IP 24 240 240 11 18 111 11690 974 10,5 4150 346 6.11 549 
IP 26 260 260 11 18 121 15050 1160 11 '2 5280 406 6,61 649 
IP 28 280 280 12 20 144 20720 1480 12,0 7320 523 7' 14 831 
IP 30 ~00 300 12 20 154 25760 1720 12,9 9010 600 7,65 .959 
IP-32 320 300 13 22 171 32250 2020 13,7 9910 661 7,60 1130 
IP 34 340 300 13 22 174 36940 2170 14,5 991C 661 7,55 1220 
IP 36 360. 300 14 24 192 45120 2510 15,3 10810 721 7,51 1410 
IP 38 380 300 14 24 194 50950 2680 16,2 10810 721 7,46 1510 
IP 40 400 300 14 26 209 60640 3030 17,0 11710 '781 7,49 1700 
IP 42~ 425 300 14 26 212 69480 3270 18' 1 1171C 781 7,43 1830 
IP45 450 300 15 28 232 84220 3740 19,0 1262C 841 7,38 2110 
~P47t 475 300 15 28 235 95120 4010 20,1 1262( 841 7,32 2250 
~p 50 500 300 16 30 255 113200 4530 21,0 13530 902 7,28 2560 
IP 55 550 300 16 30 263 140300 5100 23,1 13530 902 7,17 2880 
!P 60 600 300 17 32 289 180800 6030 25,0 14440 962 7,07 3500 
~p 65 650 300 17 32 297 2168oc 6670 27,0 1444C 962 6,97 3780 

p 70 700 300 18 '34 324 270300 7720 28,9 15350 1020 6,68 4400 
~p 75 750 300 18 34 333 316300 8430 30,8 15350 1020 6,79 4800 
~p 80 800 300 18 34 342 366400 9160 32,1 15350 1020 6,70 5220 
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Tablica C: 5 ([ profili) 

h h b d t A e Ix Wx ix Iv Wy iy Sx 
em mm mm mm mm em2 em em4 em3 em em4 em3 em em3 

[6,5 65 42 5,5 7,5 9,03 1 ,42 57,5 17 '7 2,52 14' 1 5,07 1 '25 -
[8 80 45 6 8 11 ,0 1 '45 106 26,5 3,10 19,4 6,36 1 '33 i5,9 
[10 100 50 6 8,5 13,5 1,55 206 41 ,2 3,91 29,3 8,49 1 ,47 24,5 
[12 120 55 7 9 17 ,o 1 '60 364 60,7 4,62 43,2 11 '1 1 '59 36,3 
[14 140 60 7 10 20,4- 1 '75 605 86,4 5,45 62,7 14,8 1 '75 51,4 

[16 160 65 7,5 10,5 24,0 1 '84 925 116 6,21 85,3 18,3 1 ,89 68,8 

[ 18 180 70 8 11 28,0 1 ,92 1350 150 6,95 114 22,4 2,02 89,6 

[20 200 75 a,5 11 '5 32,2 2,01 1910 191 7,70 148 27,0 2,14 114 

[22 220 80 9 12,5 37,4 2' 14 2690 245 8,48 197 33,6 2,30 146 

[24 240 85 9,5 13 42,3 2,23 3600 300 9,22 248 39,6 2,42 179 

[26 260 90 10 14 48,3 2, 36 4820 371 9,99 317 47,7 2,56 221 

[28 280 95 10 15 53,3 2,53 6280 448 . 10 '9 399 57,2 2,74 266 lt· 

[30 300 100 10 16 58,8 2,70 8030 535 ~ 1 '7 495 67,8 2,90 316 
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Tablica C: 6 (Z profili) 

Zh h b d t A tgu u1 v, u2 v2 U_3 V3_ 

em mm mm mm mm em:! - em em em ~ em em 
z 3 30 38 4 4,5 4,32 1 ,655 3,86 0,58 0,61 1 ,39 3,54 0,87 
Z4 40 40 4,5 5 5,43 1 , 181 4,17 0,91 1 '12 1 ,67 3,82 1,19 
Z5 50 43 5 5,5 6,77 0,939 4,60 1,24 1,65 1,89 4,21 1,49 
Z6 60 45 5 6 7,91 0,119 4,98 1 ,51 2,21 2,04 4,56 1,76 
Z8 80 50 6 1 11 '1 0,588 5,83 2,02 3,30 2,29 5,35 2,25 

~ 

z 10 100 55 6,5 8 14,5 0,492 6,77 2;43 4,34 2,5q 6,24 2 65, , ' 
Z12 120 60 7 9 18,2 0,433 7,75 _2,80 5,37 2,70 7,16 3,02 
Z14 140 65 8 10 j22 '9 0,385 8,72 3, 1~ 6,39 2;89 8,08 3,39 
Z16 160 70 8,5 11 127,5 0,357 9,74 3,51 7,39 3,09 9,04 3,72 
Z18 180 75 9,5 12 33,3 0,329 10,7 3,86 8,40 3,27 9,99 4,08 
z 20 200 80 10 13 38,7 0,313 11 ,8 4' 17 9,39 3,47 11 ,0 4,39 

Zh I1 w, iy s, I~ w~ ~ Ix Wx ix Iy Wy iy -In 
em em4 em !I em em!l cm4 em3 em em-' em !I em em4 em3 em em4 

Z3 5,96 5,9? 1, 17 - 13,7 3,80 1, 78 18' 1 4,69 2,04 1 '54 L, 11 0,60- 7,35 
Z4 13,5 6,75 1, 58 - 17,6 4,66 1 ,80 ;;8,o 6,72 2,27 3,05 1 ,83 o,75 12,2 
Z5 26,3 ~0,5 1 '91 - 23,8 5,88 1 ,88 44,9 9,76 2,57 5,23 2,76 0,88 19~6 
Z6 44,7 14,9 2,38 - 30,1 1,09 1 ,95 67,2 13,5 2,81 7,60 3,73 0,98 28,8 
Z8 109 ?7 ,3 3' 13 16,3 47,4 10' 1 2,07 1~2 24,4 3,58 14·, 7 6,44 1 , 15 55,6 
Z10 222 44,4 3,91 26,4 72,5 14,0 2,24 270 39,8 4,31 24,6 9,26 . 1, 30 97,2 
Z12 402 67,0 4,70 39,6 106 18,8 2,42 479 60,6 5,08 37,7 12,5 1 ,44 158 
Z14 676 96,6 5,43 57,6 148 24,3 2,54 768 88,0 5,79 56,4 16,6 1 ,57 239 
Z16 1050 132 6,20 19,0 211 32,1 2,11 1 rso 121 6,57 79,5 21,4 1, 70 358 
Z18 1600 178 6,92 106,<: 210 38,4 2,84 1760 164 7,26 110- 27,0 1 ,82 490 
Z20 2300 230 7,71 137' 357 47,6 3,04 2510 213 8,06 147 33,4 1, 95 674 
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Tablica C: 7 (L profili) 

L b.b.d A e u v I1 =Iy Wy :W~ il=it Ix ix Iy Wy iy 

mm em2 em em em em4 eml em em' em em' emS em 

L 20.20.3 1 '12 0,60 1 '41 0,85 0,39 0,28 0,59 0,62 0,74 0,15 0' 18 0,37 

L 25.25.3 1, 42 0 '73 1 '77 1 ,03 0,79 0,45 0,75 1 ,27 0,95 0' 31 0,30 0,47 

L 25.25.4 1 ,85 0,76 1 '77 1 ,08 1 '01 0,58 0,74 1 , 61 0,93 0,40 0,37 0,47 

L 30.39. 3 1 '74 0,64 2' 12 1,18 1 '41 0,65 0,90 2,24 1 '14 0,57 0,48 '0,57 

L 30.30.4 2,27 0,89 2' 12 1 ,24 1 ,81 0,86 0,89 2,85 1 '12 0,76 0,61 0;5i 

L 30.30.5 2,78 0,92 2' 12 ., '30 2' 16 1 ,04 0,88 3,41 1 ' 11 0,91 0,70 0,57 

L 35.35.4 2,67 1,00 2,47 1 ,41 2,96 1 '18 1 ,05 4,68 1 '33 1 ,24 0,88 0,68 

L 40.40.4 3,08 1 ,12 2,83 1 '58 4,48 1 ,56 1 ,21 7,09 1 ,52 1 ,86 1 '18 0,78 

L 40.40.5 3,79 1,16 2,83 1 ,64 5,43 1 ,91 1 ,20 8,64 1 ,51 2,22 1 ,35 0,77 

L 45.45.5 4, 30 1 ,28 3' 18 1 , 81 7,83 2,43 1, 35 2,4 1 '79 3,25 1 ,80 0,87 

L 50.50.5 4,80 1 ,40 3,54 1 ,98 11,0 3,05 1 ,51 17,4 1 '90 4,59 2, 32 0,98 

L 50.50.6 5,69 1 '45 3,54 2,04 12,8 3,61 1,50 20,4 1 ,89 5,24 2, 57 0,96 

L 55.55.6 6' 31 1 ,56 3,89 2,21 17,3 4,40 1 ,66 27,4 2,08 7,24 3,28 1 ,07 

L 60.60.6 6,91 1 ,69 4,24 2, 39 22,8 5,29 1 ,82 36' 1 2,29 9,43 3,95 1 , 17 

L 60.60.8 9,03 1,77 4,24 2,50 29' 1 6,88 1,80 46,1 2,26 12, 1 4,84 1,16 

L 65.65.7 8,70 1 ,85 4,60 2,62 33,4 7' 18 1 ,96 53,0 2,47 13,8 5,27 1 ,26 

L 70.70.7 9,40 ,. ,97 4,95 2, 79 42,4 8,43 2,12 67' 1 2,67 17,6 0 '31 1 , 37 

L 70.70.9 11 , 9 2,05 4,95 2,90 52,6 10,6 2' 10 83,1 2,64 22,0 7,59 1, 36 

L 75.75.8 11 ,5 2' 1"< 5,30 3,01 58,9 11 '0 2,26 93,3 2 ,&5 24,4 8, 1i 1, 46 

L 75.75.10 14,0 2,21 5,30 3,12 71 ,4 13 '5 2,25 113 2,83 29,8 9,55 1 '45 

L 80.80.8 12,3 2,26 5,66 3,20 72,3 12,6 2,42 115 3,06 29,6 9,25 1 '55 
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Tablica C: 7 - Nastavak (L profili) 

L b.b.d A e u v l,=lt w,=w, ~=i, I,c ix Iy Wy iy 

mm em2 em em em em4 em3 em cm4 em em' em3 em 

Lk 80.80.10 15,1 2,34 5,66 3,31 87,5 15,5 2,41 139 3,03 35,9 10,9 1,54 
L 80.80.12 17,9 2,41 . 5,66 3;41 102 18,2 2,39 161 3;oo 43,0 12':6 1, 53 
L 90.90.9 15,5 2,54 6,36 3,59 116 18,0 2,74 184 3,45 47,8 13,3 1, 76 
L 90.90.11 18,7 2,62 6,36 3,70 138 21,6 2,72 218 3,41 57,1 15,4 1, 75 
L 100.100.10 19,2 2,82 7,07 3,99 177 2 4, 7 3,04 280 3,82 73,3 18,4 1, 95 
L 100.100.12 22,7 2,90 7,07 4, 10 207 29,2 3,02 328 3,80 86,2 21 ,0 1 ,95 
L 110.110.10 21 ,2 3,07. 7,78 4' 34 239 30,1 3,36 379 4,23 98,6 .22,7 2' 16 
L 110.110.12 25,1 3,15 7,78 4,45 280 35,7 3,34 444 4,21 116 26,1 2' 15 
L 120.120.11 25,4 3,36 8,49 4,75 341 39,5 3,66 541 4,62 140 29.5 2,35 
L 120.120.13 29,7 3,44 8,49 4,86 394 46,0 3,64 625 4, 59 162 33,3 2,34 
L 13).13).12 30,0 3,64 9' 19 5' 15 472 50,4 3,97 750 5,00 194 37,7 2,54 
L 13).13).14 34 '7 3,72 9119 5,26 540 5812 3,94 857 4,97 223 42,4 2,53 
L 140.140.14 37,2 4,02 9,90 5,68 692 69,3 4, 31 1100 5,44 282 49,7 2,75 
L 140.140.16 42,<e 4,09 9,90 5,78 775 78,2 4,28 1230 5,40 318 55,0 2,74 
L 150.150.14 40,3 4,21 10,6 5,95 845 78,2 4,58 1340 5,77 347 58,3 2,94 
L 150.150.16 45,7 4,29 10,6 6,07 949 88,7 4,56 1510 5,74 391 64,4 2,93 
L 160.160.15 46,1 4,49 11 '3 6, 35 1100 95,6 4,88 1750 6' 15 453 71 ,3 3' 14 
L 160.160.17 51,8 4,57 11 '3 6,46 1230 108 4,86 1950 6' 13 506 7813 3,13 
L 200.200.16 61 ,8 5152 14,1 7180 234.0 162 6 115 3740 7,78 943 121 3191 
L 200.200.18 69,1 5160 14' 1 7,92 2600 181 6113 4150 7. 75 1050 133 3190 
L 200.200.20 76,4 5,68 14' 1 8,04 2850 199 6, 11 4540 7,72 1160 144 3189 
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Tablica C: 8 (L profili, raznokraki) 

L b.h.d A el e~ u, u2 v v, v2 tg(l -
mm em2 em em em em em em em -

L 20.30. 3 1 '42 0,99 0,50 2,04 1 '51 0,86 0,56 1 ,04 0,431 
L 20. 30.4 1 ,85 1 ,0 3 0,54 2,02 1 '52 0,91 0,58 1 ,03 0,423 
L 20.40.3 1 '72 1 ,43 0,44 2,61 1 '77 0,79 0,46 1 '19 0,259 
L 30.45.4 2,87 1 ,48 0,74 3,07 2,26 1 ,27 0,83 1 '58 0,436 
L 40.60.5 4,79 1 ,96 0,97 4,08 3,01 1 '68 1 '10 2,09 0' 437 
L 40.60.6 5,68 2,00 1 ,o 1 4,06 3,02 1 '72 1 '12 2,08 0,433 
L 40.60.7 6; 55 2,04 1 ,05 4,04 3,03 1 '77 1 '14 2,07 0,429 
L 40.80.6 6,89 2,85 0,88 5,21 3,53 1 ,55 0,89 2,42 0,259 
L 50.65.5 5,54 1 ,99 1 ,25 4,52 3,61 2,08 1 ,50 2' 38 0, 583 
L 50.65.7 7,60 2,07 1 '33 4,50 3,62 2,19 1 ,52 2,37 0,574 
L 50.100.10 f4' 1 3,67 1 ,20 6,43 4' 49 2,08 1,22 2,91 :l,252 
L 55.75.7 8,66 2,40 1 '41 5,16 4,02 2, 37 1,62 2,70 0,525 
L 60.90.6 8,69 2,89 1 ,41 6,14 4,50 2,46 1,60 3,16 0,442 
L 60.90.8 11 '4 2,97 1 ,49 6' 11 4,54 2,56 1 ,69 3,15 0,437 
L 65.80.8 11 ,o 2,47 1,73 5,59 4,65 2,79 2,05 2,94 0,645 
L 65.100.9 14,2 3,32 1 ,59 6,78 4,94 2,76 1 '78 3,46 0,415 
L 65.100.11 17 '1 3,40 1 ,67 6,74 4,97 2,85 1 ,83 3,45 0,410 
L 65 .13).10 18,6 4,65 1 '45 8,43 5,76 2,58 1 ,54 3,82 0,259 
L 75.13).8 15' 9 4;36 1 ,65 8,73 6,01 2,99 1 ,83 4,26 0, 33S 
L 80. 120.8 15,5 3,83 1,87 8,23 5,99 3,27 2 '16 4,20 0,441 
L 80.120.10 19' 1 3.92 1,95 8' 18 6,03 3,37 2' 19 4' 19 0,43S 
L 80.120.12 22,7 4,00. 2,03 8,14 6, 06 3,46 2,25 4, 18 0,433 
L 90.130.10 ?1,2 4,15 2,18 8,92 6,69 3,75 2,51 4,62 0,472 
L 90.130. 12 25 '1 4,24 2,26 8,88 6,72 3,85 2,56 4,60 0,468 
L 100.150.10 24,2 4,80 2,34 10,3 7,50 4,10 2,68 5,25 0,442 
L 100.150.12 28,7 4,89 2, 42 10,2 7,53 4,19 2,73 5,24 0,439 
L 100.200.12 34,8 7,03 2.10 13' 1 8,82 3,84 2,26 5,95 0,.264 
L 100.200.14 40,3 7' 1~ 2' 18 13,0 8,88 3,93 2,32 5,92 0,26~ 
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Tablica C: 8 - Nastavak (L profili, raznokraki) 

L b.h.d r, Wy iy r, wt it lx' ix Iy iy 1-Irt 

mm em4 em3 em em' emS em em4 em cll!4 em cm4 

L 20.30.3 1 ,25 0,62 0,94 0,44 0,29 0,56 1 ,43 1,00 0,25 . 0,42 0,43 

L 20.30.4 1 ,59 0,81 0,93 0,55 0' 38 0,55 1 ,81 0,99 0,33 0,42 0,54 

L 20.40.3 2,79 1 ,08 1,27 0,47 0,30 0,52 2,96 1 '31 0,30 0,42 0,64 

L 30.45.4 5,78 1, 91 1 ,42 2,05 0,91 0 ,85. 6,65 1 ,52 1, 18 0,64 2,01 

L 40.60.5 17,2 4,25 1, 89 6,11 2,02 1 '13 9,8 2,03 ~,50 0,86 5,99 

L 40.60.6 20,1 5,03 1 ,88 7' 12 2,38 1 '12 23,1 2,n2 ~. 12 0,8ft 6,91 

L 40.60.7 23,0 ·5, 79 1 ,87 8,07 2,74 1 • 11 26,3 2,00 4,73 0,85 7,86 

L 40.80.6 44,9 8, 73 2,55 7,59 2,44 1,05 47,6 2,63 4,90 0,84 10,j 

L 50.65.5 23, 1 5,11 2,04 11,9 3.18 1 ,47 28,8 2,28 6,21 1 ,06 9,89 

L 50.65.7 31 ,0 6,99 2,02 15,8 4,31 1, 44 38,4 2,25 8,37 1,05 13,0 

L 50.100.10 141 22,2 3, 16 23,4 6,17 1,29 149 3,25 15,5 1,04 31 ,6 

L 55.75.7 47,9 9,39 2,35 21,8 5,32 1, 59 57,9 2,59 11 '8 1 '17 19,0 

L 60.90.6 71,7 11 '7 2,87 25,8 5,61 1, 72 82,8 3,09 14,~ 1,30 25,2 

L 60.90.8 92,5 15,4 2,85 33,0 7,31 1 '70 107 3,06 19,0 1,29 32,1 

L 65.80.8 68,1 12,3 2,49 40,1 8,41 1 , 91 88,0 2,82 20,3 .1 ,36 30',9 

L 65.100.9 141 21 ,o 3,15 46,7 9,52 1,82 160 3,36 27,2 1 '39 47,3 

L 65.100.11 167 25,3 3,13 55,1 11 , 4 1,80 190 3,34 32,6 1 ,38 55,2 

L 65.13).10 321 38,4 4 '15 54,2 10,7 1 , 71 340 4;27 35,0 1, 37 74,1 

L 75.13).8 276 31,9 4' 17 68,3 11,7 ·2,08 303 4,37 41,3 1 ,61 70,5 

L 80.120.8 226· 27,6 3,82 80,8 13,2 2,29 261 4' 10 45;8 1, 72 79,4 

L 8o.120.10 276 34, 1 3,80 98' 1 16,2 2,27 318 4,07 56' 1 1 '71 96,5 

L 80.120.12 323 40,4 3,77 114 19,1 ·2,25 371 4,04 66,1 1, 71 111 

L 90.13).10 358 40,5 4,11 141 20,6 2,58 420 4,46 78,5 1 ,93 132 

L 90.13).12 420 48,0 4,09 165 24,ll 2,56 492 4,43 92,6 1,n 153 

L 100.150.10 552 54,1 4,78 198 25,8 2,86 637 5,13 112 2,15 194 

L 100.150.1< 650 64,2 4,76 232 30,6 2,84 749 5' 10 132 2' 15 227 

L 100.200.12 1440 111 6,43 247 31 ,3 2,67 1530 6,63 158 2,13 338 

L 100.200.1~ 1650 128 6,41 282 36, 1 2,65 1760 6,60 181 2 '12 385 
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DODATAK D: ZADACI ZA VJEZBU 

GLAVA 1 

1.1. U nekoj tacki napregnutog tijela tenzor napona je 

[

-15 0 
[a]= 0 5 

. -5 0 
(MPa). 

Odrediti: 

~ { 1 1 4 } a) vektor napona u ravni sa normalbm n = r;:;, . r;:;, r;:; , 
3v2 3v2 3v2 

b) normalni i smicuCi napon u toj ravni, 
c) glavne napone i glavne pravce, 
d) maksimalni smicuci napon i korespondentni normalni napon, 
e) normalni i smicuCi napon u oktaedarskoj ravni, 
f) sferni i devijatorski dio tenzora napona. 

1.2. Tenzor napona u tacki u odnosu na (x, y, z) koordinatni sistem je: 

[

20 10 
[a]= 10 0 

0 0 
(MPa). 

Napisati tenzor napona: u odnosu na (s, TJ, I;) koordinatni sistem koji je 
dobijen iz (x, y, z) sistema rotacijom za ugao od 60° oko z ose. 

1.3. Blok materijala u obliku kocke opterecen je po horizontalnim stranama 
pritiskom od 60 MPa kao na slici. Odrediti normalni i tangencijalni napon u 
srafiranoj -ravni. 

60MPa 

60MPa 
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1.4. Za elemenat koji je u stanju napona kao na slid, odrediti: 

a) normalni i smicuCi napon u ravni m- m, 

b) glavne napone i elemenat na koji oni djeluju, 

c) maksimalni smicuCi napon i elemenat na koji djeluje, 

d) Mohrov krug napona. 

rOMftm 
.-===t~20MPcl 

30--130 I / 1-301>1/'a 
20 MPar'-;t;===-' 

1 LoMPa 

1.5. Normalni i smicuCi naponi u dvije ravni kroz tacku A tijela su prikazani na 
slici. Koristeei stav o konjugovanosti napona odrediti intenzitet smicuceg 
napona •b· Odrediti pravce i veliCinu glavnih napona u tacki A. 

1.6. Dokazati da geometrijsko mjesto krajeva vektora napona za sve presjeke 
kroz uocenu tacku sa ravnim stanjem napona predstavlja elipsu sajedna-
cinom 

1 
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GLAVA 2 

2.1. Komponentalna pomjeranja tacaka tijela data su sa: 

u,;= 10-3 (3x2y+6) 

uy=10- 3 (r+6xz) 

u.=l0- 3 (6z2+2yz+10). 
Odrediti: 
a) tenzor deformacije u tacki (x, y, z)= (1, 0, 2), 
b) glavne dilatacije i glavne pravce dilatacije u toj tacki. 

2.2. Dat je tenzor deformacije u tac,ki 

[

-0,005 
E= 0 

~o 
Odrediti: 

0 
-0,001 

0 
0 ] 0 
0,001 

a) maksimalnu smicucu deformaciju (klizanje) u toj tacki, 
b) dilataciju u pravcu normale na ravan maksimalnog klizanja. 

2.3. Pokazati da komponentalne deformacije: 

(a;:: const.) ne predstavljaju kompatibilne deformacije. 

2.4. Date su komponentalne deformacije: 

1 2 2 1 2 1 
~=2 (x .-,t- y ), Eyy=z y , Ex:v=-z xy, Ezx=Ezy=En=O, a=const. 

a a a 

Odrediti komponentalna pomjeranja koja odgovaraju ovim deformacijama. 
Integracione konstante odrediti iz uslova da su u tacki (0, 0, 0) pomjeranje i 
rotacija jednaki nuli. · 

2.5. U tacki tijela u kojoj je stanje deformacije ravno pomoeu mjernih traka 
izmjerene ·su dilatacije: Ea = - 0,0005, Eb = 0,0002 i E, = 0,0003 u pravcima 
pod uglom od 0°,45° i 90° u odnosu na horizontalnu x osu. Odrediti: 
a) tenzor deformacije u toj tacki, 
b) dilataciju u pravcu pod uglom od 60° prema x osi, 
c) klizanje izmedu to.,g i njemu upravnog pravca, 
d) glavne dilatacije ~ glavne pravce dilatacije, 
e) maksimalnu smicucu deformaciju {klizanje) i pravce izmedu kojih se 

dogada, 
f) Mohrov krug deformacije. 

2.6. Dokazati da se prilikom homogene deformacije dio tijela u obliku lopte 
deformise u troosni elipsoid (tzv. elipsoid deformacije ). 
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GLAVA 3 

3.1. Blok materijala u obliku paralelepipeda pocetnih dimenzija ax b x c= 
= 20 x 30 x 10 em od izotropnog homogenog materijala modula elasti~nosti 
E = 200 GPa, Poissonovog _koeficijenta v = 1/3 i koeficijenta linearnog ter
mickog sirenja rx=1,25·10- 5 oc-I, nalazi se u stanju napona kao sto je 
skicirano na slici. Ako se blok jos i·zagrije za 8T=50°C, odrediti: 

a) da li ce u bloku doCi do plasticne deformacije (prema Misesovom 
kriterijumu) ako je o-r= 200 MPa? 

b) dilataciju dijagonale bloka A 1 C2
, 

c) klizanje izmedu-pravaca A1B2 i AiC
2

, 

dj glavne napone i' njihove pravce; 
e) glavne dilatacije, 
f) promjenu zapremine bloka. 

50 

3.2. Blok materijala na slici sabija se pritiskom p =50 MPa u bunaru Ciji su 
zidovi kruti, i istovremeno se zagrije za 8T= 50°C. ZanemarujuCi trenje 
izmedu materijala i zidova bunara odrediti: 

a) komponentalne napone i deformacije, 
b) komponentalna pomjeranja, 
c) promjenu visine bloka L, 
d) promjenu zapremine bloka. 

Dato je: E=200 GPa, v= 1/3, rx= 1,25·10-soc-I, a=O,l m, L=l m. 

L 

X 
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3.3. Debela kruta ploca ima udubljenje kvadratne osnove dimenzija 
10,001 x 10,001 mm i dubine 10 mm. U to udubljenje stavljena je celicna 
kocka dimenzija 10 x 10 x 10 mm. Ako se kocka pritisne silom F = 15 kN 
ravnomjerno rasporedenoj po slobodnoj strani, odrediti napone u kocki. 
Poznatoje E=200GPa i v=0,3. 

3.4. U tacki tijela sa ravnim stanjem deformacije izmjerene su dilatacije: 
£ 0,= -0,00022, £45,= +0,00012 i £90,= +0,00022. Izracunati glavne napone i 
njihove pravce ako je E = 200 GPa i v = 0,3. 

GLAVA 4 

4.1. Pokazati da komponentalni naponi: 

crxx=a[y2+v (x2-yl)] 

cryy=a[x2 +v (y2 -x2
)] 

O"zz=av (x2+ yl) 

crxy = - 2av xy 

()yz=O 

()zx=O, 

gdje su a i v konstante, nisu rjesenje moguceg problema teorije elasticnosti, 
iako zadovoljavaju jednaCine ravnoteze sa zapreminskim silama identicki 
jednakim nuli. 

4.2. Da li komponentalna pomjeranja: 

ux=- ayz, uy =axz, uz =b (x2 + y2), 

gdje su a i b konstante, mogu biti rjesenje problema teorije elasticnosti? 

4.3. Napisati kompletan skup jednacina teorije elasticnosti (Cauchyeve jednaCine 
ravnoteze, Saint-Venantove jednacine kompatibilnosti, Hookeov zakon, 
Navierove jednaCine ravnoteze i Beltrami-Michellove jednaCine kompatibil
nosti) u slucaju: 
a) ravnog stanja deformacije, 
b) ravnog stanja napona. 

4.4. Cilindricno tijelo od homogenog i izotropnog materijala gustine p, modula 
elasticnosti E i Poissonovog koeficijenta v postavljeno je u bunar sa krutim, 
idealno glatkim zidovima, kao sto je prikazano na slici. Odrediti naponsko 
stanje koje se javlja u tijelu usljed djejstva sile zemljine teze. 

34 Otpornost materijala 
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4.5. Bakarna eijev j~ navucena na celicnu eijev pri visokoj temperaturi T pri 
kojoj nema pritiska izmedu cijevi. Odrediti napone koji ce se pojaviti u 
bakarnoj i celicnoj eijevi kad se ohlade do sobne temperature T0 • Spoljni 
precnik celicne eijevi je d, debljina celicne eijevi je 81 , a bakarne 82 • Poznate 
su termo-mehanicke osobine celika i bakra (cx1 , E1 , cx2 , £ 2 ). 

GLAVA 5 

5.1. Pravougaona ploca dimenzija a x b = 30 x 20 em i debljine h = 1 em od 
homogenog izotropnog materijala modula elasticnosti E = 200 GPa i 
Poissonovog koeficijenta v = 1/3, nalazi se u stanju napona kao ~to je 
skieirano na slici. Odrediti: 

a) specificni deformaeioni rad u ploCi, 
b) ukupan deformaeioni rad u ploei, 
c) dio deformacionog rada koji se trosi na promjeni oblika i dio koji se trosi 

na promjeni zapremine ploce, 
d) promjenu zapreminu ploee. 

20MPa 

10MPa 

20MPa 

5.2. Tenzor deformaeije u tacki elasticno napregnutog tijela je 
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-5 
E= ~ 

0 3] -1 2 ·10-4 • 

2 1 

Odrediti specificni deformacioni rad u toj tacki ako je poznato da je modul 
el~ticnosti materijala E = 70 GPa, a Poissonov koeficijent v = 1/3. 



5.3. Tanka pravougaona ploca jedinicne debljine opterecena je kao na slici (a). 
Ako je materijal ploee modula elasticnosti E i Poissonovog koeficijenta v, 
odrediti smanjenje visine ploce h, pa zatim, koristeCi ovaj rezultat i Bettiev 
stav, odrediti razmicanje o lijevog i desnog kraja ploee usljed djejstva dvije 
sile F prikazane na slici (b). 

(a} (b) 

5.4. Kugla polupreenika R od materijala modula elasticnosti E i Poissonovog 
koeficijenta v optereeena je po omotacu ravnomjernim pritiskom p, kao na 
slici (a). Odrediti promjenu precnika kugle, pa zatim, koristeCi ovaj rezultat i 
Bettiev stav, odrediti smanjenje d zapremine kugle usljed djejstva dvije sile F 
prikazane .na slici (b). 

(a) (b I 

GLAVA 6 

6.1. U tacki napregnutog tijela glavni naponi su: cr1 =20 MPa, cr2 =- 40 MPa, 
cr3 = -80 MPa. Ako materijal tijela ima Poissonov koeficiejent v = 1/3, 
odrediti uporedni napon u posmatranoj tacki koristeCi sve cetiri hipoteze 0 

slomu. 

6.2. Ispitati po sve cetiri hipoteze o slomu da li ce u elementu napregnutom kao 
na slici doci do sloma. Materijal ima Poissonov koeficijent v = 0,3 i granicu 
sloma pri istezanju i pritisku cr0,= 160 MPa. 

120 MPCI 

100MPa IOOMPa 

120MPa 
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6.3. Stanje napona u tackama A i B definisano je tenzorima napona: 

-3a OJ 
a 0 , 
0 a [ 

3a 
[crJn= -a 

2a 

-a 
a 
a 

2a] 
a , 

-2a 
(a=const.). 

U kojoj tacki je stanje na.pona opasnije prema hipotezi najveceg deformacio
nog rada na promjeni oblika? 

6.4. Pokazati da je hipoteza o slomu bazirana na deformacionom radu na 
promjeni oblika ekvivalentna hipot~zi da do sloma dolazi kada oktaedarski 
smicuCi napon dostigne kriticnu vrijednost (jednaku oktaedarskom smicu
cem naponu na granici sloma pri aksijalnom naprezanju). 

GLAVA 7 

7.1. K rut a greda AB vezana je u tacki A za nepokretan oslonac, a u ravnotezi se 
odr.Zava pomocu tri zglobno vezana stapa kao na slici. Konstrukcija je 
opterecena u tacki B silom F=450 kN. Ako je dozvoljeni napon istezanja 
stapova cr; = 140 MPa, a dozvoljeni napon pritiska cr;; = 70 MPa, odrediti 
potrebne povrsine poprecnih presjeka stapova. 

F 

8 
9 

7 .2. Odrediti povrsine poprecnih presjeka stapova konstrukcije na slici ako je 
act= 100 MPa i ako je dozvoljeno horizontalno pomjeranje cvora A oct= 

2,5 mm. Stapovi su od istog materijala modula elasticnosti E = 200 GPa. 

F=40kN 
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7.3. Odrediti napone u dijelovima konstrukcije na slici koji se javljaju pod 
djejstvom sile F = 160 kN. Prije djejstva sile F zazor u konstrukciji iznosi 
.1. = 2,2 em. Dijelovi konstrukcije su od istog materijala modula elasticnosti 
E=lOGPa, a povrsine poprecnih presjeka su A1 =20cm2 i A2 =40cm2 • 

8a:Jcm 

500cm 

7.4. Odrediti sile u stapovima konstrukcije na slici, kao i pomjeranje tacaka C i 
D. Svi stapovi su iste krutosti na istezanje EA =50 MN. 

F=IOOkN 
c 

7.5. Homogena kruta ploca ABCD tezine G=S kN optereeena je spregom 
9Jl = 20 kNm, a odr.lava se u ravnotezi pomocu pokretnih oslonaca A i C i 
stapova CD i ®, koji su od istog materijala modula elasticnosti E=200 GPa. 
a) Dimenzionisati stapove je crd= 120 MPa. 
b) Odrediti pomjeranje tacaka A i C. 

7.6. Za resetkasti nosac na slici odrediti: 
a) sile u svim stapovima resetke, 
b) pomjeranje cvora II resetke. 
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Dato je: F = 20 kN, a= 1 m. Svi stapovi resetke su iste krutosti na istezanje 
EA=200MN. 

IV F ----..-

2 

a a 

7.7. Odrediti napone koji se javljaju u stapovima konstrukeije na sliei ako se 
stapovi zagriju za ilT=40°C. Stapovi su celicni (E =200 GPa, r::t = 
=1,25·10-soc- 1), a povrsine poprecnih presjeka A, odnosno 2A. 

GLAVA 8 

8.1. Izracunati otporni moment Wx profila na sliei. 

I 

·-Jt~ 
L 160x 160x15 iy L 160x160x15 

(a) 

~ x-1[~ 
~ 

8.2. Odrediti sirinu b pojasa grede od livenog gvozda ciji je presjek prikazan na 
slici, tako da najveei napon zatezanja bude triput manji od najveeeg napona 
pritiska. Poznato je: h= 10 em, t=2,5 em. 
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8.3. Greda poprecnog presjeka na slici optereeena je na savijanje spregovima 
mlx = 15 kNm. Ako je dozvoljeni napon na zatezanje cr;;- = 20 MPa, a na 
pritisak cr;; =.80 MPa, izvrsiti dimenzionisanje grede i nacrtati dijagram 
normalnog napona u gredi. 

a 

8.4. Odrediti krivinu k i maksimalni ugib o proste grede duzine L, pravougao
nog poprecnog presjeka, koja je podvrgnuta neravnomjernom zagrijavanju 
po visini h poprecnog presjeka, tako da su gornja vlakna grede na tempera
turi T1 , a donja na temperaturi T2 (T2 > T1 ), pri cemll je promjena tempera
ture od vrha ka dnu grede linearna. Koeficijent termicke ekspanzije materi
jala grede je ~. a modul elasticnosti E. 

8.5. Greda L profila na slici opterecena je spregovima savijanja W1 = 1 kNm. 
Odrediti napon u tacki A prifila i maksimalni napon u gredi. Odrediti 
takode ravan savijanja i maksimalni ugib grede. Greda je duzine L = 1,5 m i 
od materijala modula elasticnosti E = 200 GPa. 

1cm 

12{A1b~~~ 
Tcm 

1- 6cm If 

8.6. Greda trougaonog poprecnog presjeka opterecena je momentom savijanja 
IDl kao na slici. Odrediti neutralnu osu popreenog presjeka i izraze za napon 
u ta~kama A, BiD. 

B 
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8.7. Za nosac na slici odrediti: 

a) dijagrame presjecnih sila, 

b) ve1iCinu t iz uslova da maksimalno pomjeranje u 11 pravcu na dijelu AB 
nosaca ne prede vrijednost /llmaxl =0,8 em, 

c) maksimalni nap on u dijelu AB nosaca. 

Poznato je: F=40 kN, E=70 GPa, L=2 m, a=O,S m . 

..1__! lit 

2t -r.-
F F 
,__......,.A~----.;;;...-..__ z L 

a L a 

t 

16t 

lOt 
1 

~~~t2t 

G LAVA\ 9 

9.1. Odrediti najveCi normalni napon u donjem dijelu stuba na slici (a). Upore
diti ovu vrijednost sa normalnim naponom koji se javlja u stubu na slici (b). 

(cl) (b) 

9.2. Pri livenju supljeg celicnog stuba pravougaonog poprecnog presjeka, dva 
paralelna zida su greskom izradena razliCitih debljina (vidi sliku). Odrediti 
vrijednost najveceg i najmanjeg normalnog napona u stubu ako napadna 
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linija pritisne sile F = 3 MN prolazi kroz tacku A poprecnog presjeka. Uporediti 
dobijene rezultate sa normalnim naponom koji se javlja u stubu kada su pomenuta 
dva zida izradena jednake debljine (po 5 em). 

10 

10 

4cm 

" 6 6 " 

9.3. Stub poprecnog presjeka na slici opterecen je pritisnom silom F = 1 MN cija 
linija djejstva prolazi kroz teziste IP profila. Odrediti dijagram normalnog 
napona i jezgro poprecnog presjeka stuba. 

IP /4 

9.4. Odrediti precnik drvenog stuba polukru:Znog poprecnog presjeka na slici 
koji je opterecen pritisnom silom F =50 kN Cija linija djejstva prolazi kroz 
tacku A, ako je crd = 10 MPa. Koliki bi precnik trebalo uzeti ako bi stub bio 
izlozen cistom pritisku, tj. ako bi pritisna sila prolazila kroz te:Ziste popreenog 
presjeka? 

R/2 

R/2 

R R 

9.5. Za stub poprecnog presjeka na slici: 
a) odrediti jezgro presjeka, 
b) dimenzionisati poprecni presjek, tj. odrediti 8, ako je stub pritisnut 

silom F = 200 kN Cija linija djejstva prolazi kroz tacku A. D.ozvoljeni 
napon pritiska je cr;; = 80 MPa, a istezanja cr; = 20 MPa. 

20 6 

30 
20 
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G LAVA 10. 

10.1. Raspodjela napona u punom prizmaticnom stapu opterecenom na torziju 
definisana je funkcijom napona 

<p =A [u 2
- x1 + (3 -JS) y2

] [a2 + (3-JS) x 2
- yZJ. 

Odrediti: 
a) izraz za konstantu A u zavisnosti od m~ula smicanja G i ugla torzije 8, 
b) konturu poprecnog presjeka stapa, 
c) raspodjelu napona u stapu, 
d) korespondentni moment torzije. 

10.2. Za koliko st: poveca torziona krutost [ profila a}w se on pojaca L profilom 
kao na slici"? · Za koliko se promijeni t~~'ax pri istom momentu torzije 
M,=!OkNm? 

_Q_ 

61 

r T /) 

'I 

6 I 
1----"L 

J6 

b 1 I 

h 

h = 20cm 

fJ=Bcm 

6= !em 

10.3. Odrcditi smicuCi napon i ugao torzije zatvorene tankozidne cijevi poprecnog 
presjeka na slici usljed momenta torzije M, =50 Nm. Modul smicanja je 
G=70GPa. 

10.4. Suplja i puna kruzna osovina od istog materija!a poprecnih presjeka na slici 
treba da prenesu isti moment torzije pri istom maksimalnom smicucem 
naponu. Ako je R 1 =0,8R 2 , odrediti odnos tezina suplje i pune osovine. 
K oliki je pri tome odnos R 2/ R? 
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10.5. Nosac poprecnog presjeka na slici (b) uklijesten je u tacki A, a u tacki B 
vezan za krutu plocu CD na koju djeluje spreg sila kao na slici (a). Dio CD 
nosaca ima modul smicanja G1 = 70 GPa, a dio Q) G2 = 10 GPa. Odrediti: 
a) maksimalni smicuCi napon u nosacu, 
b) rotaciju poprecnog presjeka B. 

P-P 

/Sz 
L= lm 
a= IOem 

H H= IDem 

h= 5 em 
D 6z 61= 2 em 

6:z= 3 em 
F=KXlkN 

(a) (b) 

10.6. Konzola promjcnljivog kruznog poprccnog prcsjcka optcrcccna JC konti" 
kNm 

nualnim moment om torzije m, = 10 -- kao na slici. Odrcditi: 
m 

a) dijagram momenta torzije, 
b) maksimalni smicuci napon, 
c) ugao rotacije kraja konzole ako je modul smicanja G =I 00 GPa. 

m --,·---a ___ t ____ • 
R 1=5cm 

R2 = /Ocm 

I = 1,4 m 

10.7. Dimenzionisati nosac kruznog poprecnog presjeka koji je optereccn kao na 
slici ako je td = 40 MPa. N acrtati zatim dijagram promjene ugla rotacijc 
poprecnog presjeka duz osc nosaca. Modul smicanja jc G=SOGPa, 
m=80Nmjm, M=400Nm, a=0,5m. 

10.8. Za nosac opterecen kao na slici odrcditi: 
a) dijagram momenta torzije duz ose nosaca, 
b) dijagram ivicnog napona t (z) (,ivicnog" znaci u tackama omotaca 

nosaca), 
c) maksimalni smicuCi napon, 
d) rotaciju poprecnog presjeka C. 
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Poznato je: M 1 =20kNm, M
2

=10kNm, 

l = 1 m, R1 = 10 em, R 2 = 5 em. 

kNm 
m=10--, G=70GPa, 

m 

l/2 l/2 

GLAVA ll. 

11.1. KoristeCi formulu Zuravskog odrediti dijagram smicuceg napona u profili
ma na sliei usljed djejstva vertikalne transferzalne sile F. 

2b 

(a J 

~b 
3 

0,2b 

(b) 

1 1.2. Za tankozidne profile na slici odrediti dijagram smicuceg napona usljed 
vertikalne transferzalne sile F = 200 kN. 

11.3. 

540 

20cm 

Odrediti eentar smieanja nesimetricnog I pro fila na sliei. Dato je: h = 10 em, 
a=4em, b=6em, t=0,5em, o=0,6em. 

t I 
1 

h 

b _j 

t I I 
a 

l 
1 



11.4. Dimenzionisati nosac I profila na slici ako je ad= 160 MPa i td= 100 MPa. 

F:l,()kN L ;'1=30kN/m 

l~~ I I I 1 4~ n I 1,. 8 

l 1.5. Odrediti u nosacu iz prethodnog primjera dijagram promjene glavnih na
pona a 1 i a2 po visini profila u presjeku desno od A. Nacrtati takode dija
gram promjene maksimalnog smicuceg napona po visini profila. (Pri 
odredivanju ordinata dijagrama, vrijednost napona odredivati u tackama 
1-9, kao sto je naznaceno na slici). Provjeriti na kraju izdrZ.ljivost nosaca 
koristeCi III hipotezu o slomu. 

~ 

5 

11.6. Izvrsiti provjeru izdrzljivosti grede na slici respektujuCi: 
a) uslov crmax~crd i tmax~td, 
b) IV hipotezu. 
Poznatoje: crd=160MPa i td=l05 MPa. 

F=200kN 

I l18 

I~ 
h 

11.7. Odrediti jednaCinu elasticne linije nosaca na slici. 

q~ AI I I~ I 111. A~ A -~ --E~---~8 aEriL-al \£1 
L I I a 

(a) (h) 

h=21,1. em 
b: 11,8 em 
t = 1,3 em 
0= 1,0 em 

I ~2~} 
-a 

If~ 
(c) 

ll.8. Metodom superpozicije, pomocu tablica ugiba i nagiba, odrediti ugib i 
nagib nosaca u tackama A, B, C i D. Skicirati zatim elasticnu liniju nosaca. 
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11.9. Maxwell-Mohrovom metodom fiktivnog nosaca odrediti ugib u tacki 
nagib u tacki C nosaca na slici. Dato je EI =5 MNm2 • 

C 
fF=20kN 

A~;r--~~t~ 
1. 2m 

8

[ 1m fo.am 1° 2m 1'£ 

Di 

11.10. Odrcditi maksimalni ugib grede promjenljivog poprecnog presjeka na slici. 
Poznato je F, a, EI. 

2EI 
Cl 

ll.ll. KoristeCi Maxweli-Mohrovu metodu (deformacionog rada) odrediti pomje
ranje oslonca B nosaca na slici. Poznato je a, q, EI. 

Cl 

Cl 

11.12. KoristcCi Verescaginov postupak odrediti pomjeranje nagib u tacki C 
nosaca na slici. Poznato je F, a i EI. 

~--~a 

Cl 

a 

A 

Cl 

F 

c 

11.13. Odrediti pomjeranje tacke C i promjenu nagiba izmedu dijelova nosaca u 
tacki B. Poznato je F, a, El. 
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11.14. Odrediti razmicanje tacaka A i B usljed djejstva dvije sile F kao sto je 
prikazano na slici. Svi dijelovi konstrukcije su iste krutosti na savijanje EI. 

CJ 

2a 

11.15. Odrediti reakcije u vezama nosaca na slici, pa nacrtati dijagrame presjecnih 
sila u nosacu. Odrediti pomjeranje tacke C nosaca. Poznato je q, a, EI. 

q 

A %2--Ll_-:::a:] 
c 

11.16. Odrediti maksimalni moment savijanja u gredi na slici. 

AI ~ l I ~ 6 I l ll:B I 
I 

'EI ,2£1. 

1-- L !. L .I 
11.17. Konzola AB naslanja se u tacki B na gredu CD kao na slici. Odrediti 

reakcije u vezama. 

11.18. Odrediti maksimalni moment savijanja u nosacu na slici. Poznato je a iF, a 
svi dijelovi nosaca su iste krutosti na savijanje. 

a 

A ·~ F F -£;-.8 
a 

a a 2a a a 
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11.19. Jedan kraj obostrano uklijestene grede pornjeren je vertikalno u odnosu na 
drugi kraj za velicinu ~' kao na slici. Odrediti reakcije u ukljestenjima ako je 
krutost grede El, a duzina L. 

11.20. Dimenzionisati nosac pravougaonog poprecnog presjeka na slici tako da 
maksimalni ugib nosaca ne prede vrijednost Fmax = 2 em. Poznato je: 
q0 =10kN/m, l=lOm, E=20GPa. 

X ~CI 

y 

y 

11.21. Dimenzionisati nosac I profila na slici akoje crd=10kN/cm2
. 

2,0m 

11.22. Izvrsiti dimenzionisanje nosaca pravougaonog poprecnog presjeka konstant
ne sirine b=24 em, tj. odrediti visine h1 i h2 dijelova nosaca AB i BC, ako je 
dozvoljeni napon u oba dijela nosaca crd=lOMPa. Dato je: F=20kN i 
a=I,Sm. 

11.23. Odrediti ,reakcije kontinualne grede na slici. Dato je: F=lOkN, 
1 

q=30 kN/m, 12 =- / 1, / 3 =3/ 1 . 
2 
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11.24. Odrediti dijagram momenta savijanja u Gerberovom nosacu na slici. 

-11.25. Odrediti maksimalni moment savijanja u nosacu na slici, kao i pomjeranje 
I . 

tacke C nosaca. Poznato je: q=5 kNjm, EI=5·10S kNm2
, -=4m2

. 
A 

q 

A 

11.26. Odrediti pomjeranje oslonca A i tacke C nosaca na slici. Poznato je F. a i El. 

A 

11.27. Odrediti pomjeranje tacke B nosaca na slici. Poznato je: F=20 kN, a= I m, 
I 

EI =2·1if kNm2
, -=5 ni2 . 

A 

F 

35 Otpornost materijala 
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G LAVA 12 

12.1. Konzola. duZine 1=2 m ciji je poprecni presjek raznokraki profil L 
100 x 150 x 10 optereeena je aksijalnom silom F 1 =50 kN i silom F 2 = 5 kN 
koja djejstvuje u ravni upravnoj na osu grede i prolazi kroz centar smicanja 
povrsine srednjeg poprecnog presjeka konzole pod uglom od 45a prema 
vertikali. Odrediti normalne napone u tackama A, B i C opasnog presjeka 
konzole. 

12.2. Odrediti ekstremne vrijednosti normalnog napona u stubu opterecenom kao 
na slici. Odrediti takode polozaj neutralne ose u kriticnom presjeku. Dato 
je: F=50 kN, a=0,4 m. 

: 2a 
I 
I 
I 
I 
I 

8a I 
I 
I 

2a 0 
I 

12.3. Celicni ram kvadratnog poprecnog presjeka h x h = 3 x 3 em Cija je osa 
polukruzna linija poluprecnika R = 20 em uklijesten je na kraju A i optere
cen vertikalnom silom F = 1 kN na kraju C. Odrediti najvece uporedne 
napone u presjecima A i B prema IV hipotezi. Odrediti takode vertikalno 
pomjeranje tacke C. Poznato je: E=200 GPa, G=80 GPa. 

F 

c 
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12.4. Koristeci se III hipotezom dimcnzionisati prostorni nosac na slici. Poznato 
je: F 1 =2kN, F2 =1 kN. F3 =2.4kN. 11 =30em. i2 =40cm. 13 =60cm. 
/4 = 80 em, crd = 100 MPa. 

E 

F2 (]) 'h D (l) -b 
2b 

Q) !/Jd 

8 0 -D 
12.5. Odrediti maksimalne glavne naponc u dijelovima CD i Q) konstrukeijc na 

sliei. Stapovi CD i Q) su kruznog poprecnog presjcka precnika d1 =2 em i 
d2 = 1 em, duzine l =20 em i od materijala modula elasticnosti E = 2.5 
G = 200 GPa. Na krajevima B i D stapovi Sll spojeni sa krutom plocom CD na 
koju u tacki K djeluje sila F=0.6 kN. pri cemu jc a=8 em. Odrediti takode 
vertikalno pomjeranje tacke K. (Pretpostaviti da ploca ostaje u vertikalnoj 
ravni prilikom djejstva sile F). 

12.6. Odrediti pomjeranje tacke D nosaca na slici. Svi dijelovi nosaca su kvadrat
F 

nog poprecnog presjeka hxh. Poznatojejos: a, F, q=-, E i G=0,4£. 
a 
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12.7. Respektujuci III hipotezu odrediti najvece dozvoljeno opterecenje cf kujim ,L. 
smije opteretiti celicni 11osac na slici ako je crd= 120 MPa. Odrediti takode 
pomjeranje tacke C nosaca. Svi dijelovi nosaca su kruznog poprccnog 
presjeka precnika d = 2 em. Dato je: I= 15 em, E = 200 GPa, G = 80 G Pa. 

12.8. Odrediti dijagrame momenata u dijelovima konstrukcije na slici. Poznato je: 
F, I, EI = 1.3GI,. 

G LAVA 13 

13.1. UzimajuCi u obzir uticaj aksijalne sile na savijanje, odrediti maksimalni ugib 
i maksimalni normalni napon u nosacu na sli-ci. Poznato je: q=0,5 kN/m, 
P=4kN. a;,IOcm, 1=2m, E=lOGPa. 

p 

13.2. Za nosac na slici: 
a) odrcditi kriticnu silu izvijanja Fkr• 

l,EI 

F 
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I 
b) ako je F=J6 Fk,· nacrtati dijagrame presjecnih sila M J. uzimajuCi u 

ohzir uticaj ahijalne sile na savijanje. 
Poznato je EL I i a. 

13.3. Odrediti kriticnu vrijednost sile P pri kojoj dolazi do izvijanja pr.itisnutih 
vertikalnih stapova ram a na slici. Poznato je: I. EI, 11, EI 1 • 

p 

£[, 

p 

I 

Elt 

p 

p 

13.4. u kom ce se praveu pri gubitku stabilnosti izviti stapovi Ciji su poprcc!11 
presjeei prikazani na slici'? 

• a I L 
(a J (b) (c J (d) (e) 

13.5. Uporediti kriticne sile izvijanja stapova od istog materijala i istih poprecnih 
presjeka koji su prikazani na slici. Poznato·je E, I, I. 

p p 

(a) (b· 
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13.6. Odrcditi kriticnu silu izvijanja stuba na slici. Materijal stuba ima modul 
elasticnosti E = 70 GPa i granicu proporcionalnosti Gp = 170 MPa. 

p 

l-=lm 

13.7. Odrcditi pri kojoj duzini I konstrukcija na slici gubi stabilnost usljed 
clasticnog izvijanja. Sva tri stapa konstrukcije su kruznog poprecnog pre
sjcka precnika d = 30 em i od materijala modula elasticnosti E = 10 GPa. 

P:800kN 
0 

13.8. Konstrukcija na slici sastoji se od dva vitka stapa istih poprecnih presjeka i 
od istog materijala. Pretpostavljajuci dado sloma konstrukcije dolazi usljed 
elasticnog izvij.anja, odrediti ugao <p koji defin!se pravac maksimalne sile P 
kojom se konstrukcija smije opteretiti. (Pretpostaviti 0 < <p < rr'2). 

13.9. Odrediti dimenzije poprecnog presjeka cjevastog stuba sa odnosom unutras
njeg prema spoljasnjem precniku 0,8, ako je stub opterecen pritisnom silom 
P = 70 kN. Stub je duzine I= 1,8 m, a njegova oba kraja su uklijestena. 
Materijal stuba je duraluminijum za koji je eksperim~ntalno utvrdeno da je 
pri vitkosti 0~1..~80 kriticni napon definisan sa Gkr=336-2,8A.[MPa]. 
Uzeti da je koeficijent sigurnosti protiv izvijanja n;" = 3. 
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13.10. Ptovjeriti stabilnost i otpornost stuba duzine 2,4 m Ciji je poprecni presjek 
prikazan na slici, ako su oba kraja stuba zglobno oslonjena i ako je stub 
pritisnut silom P = 800 kN. Dozvoljeni napon na pritisak materijala stuba je 
ad= 160 MPa. 

G LAVA 14 

14. t. Kruti stap AB odrhva se u ravnotdi pomocu oslonca C i tri zice jednake 
duzine, istog poprecnog presjeka A i od istog matcrijala granicc plasticnog 
tecenja aT. Odrediti silu F1 pri kojoj pocinje plasticna deformacija u 
konstrukciji i granicnu silu F", pri kojoj dolazi do sloma konstrukcije. 

14.2. Tri stapa kruznog poprecnog presjcka precnika d oddavaju u ravnotezi 
krutu gredu AB. Ako su svi stapovi od celika (a 7 = 240 MPa), dimenzioni
sati stapove prema granicnoj nosivosti. Dato je: f= 150kN. /1 = 180cm, 
12 = 120cm, 13 =90cm .. 

14.3. Odrcditi silu F T pri kojoj pocinje plasticna dcformacija u nosacu na slici. 
Odrediti zatim granicnu silu Fqr pri kojoj nosac gubi dalju nosivost. Svi 
dijelovi nosaca su od istog materijala (aT=120MPa). 

, 

CD .ClJ t--F @ 
A 

\A 
\3/2A 

\A=20cm2 /. 
8 

«Jcm !Ocm KXJcm 

551 



14.4. Odrcditi vrijcdnost g:ranicnog: momenta torzijc ml,,, nosaca na slici ako jc 
T1 = 60 M Pa. No sac jc kruznog poprccnog prcsjcka prccnika d =I 0 em. 

/ m..., 

( 
A - 8 

a 2a 

14.5. Odrcditi g:ranicno optcreccnjc q<J, g:rcde na slici ako jc cr
1 

= 150 MPa. 
Uporcditi dohijcni rczultat sa dozvoljcnim opterecenjem ift~ kojc sc dohija 
klasicnim proracunom prcma dozvoljenom naponu (crmax ~ 150 MPa). 

r I ll:w.8 

L=l.m .I 

14.6. Konznla AB profila I 30 poduprta je u tacki B stapom CB povrsine 
poprccnog: prcsjcka A= ~.5 cm 2

• i optereccna u tacki D silom F. Ako su 
konzola i sLtp od istog: matcrijala sa granicom plasticnog tecenja 
o:1 = :240 MPa. odrcditi g:ranicnu silu Fur pri kojoj dolazi do sloma konstruk
CIJC. 

c 

F 

A 

14.7. Ako materijal nosaca na slici ima granicu plasticnog tecenja crT=200 MPa, 
odrcditi granicnu vrijednost opterecenja q

9
,. 

1 rf1 
2cm 

A!j 1Jf}e 1 1 '1f 2m II. em 

I L=l.m I. L/2 .I 
2cm 
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14.8. Dimenzionisati prema granicnoj nosivosti gredu kruznog poprecnog presje
ka na slici ako je crr= 140 MPa, q=5 kN/m, I= 1m. 

14.9. Odrediti granicnu silu kojom sc smije opterctiti ram na slici ako su sv1 
dijelovi rama kvadratnog poprecnog presjeka ax a i t)d istog matcrijala 
granice plasticnog tecenja crT. 

F 

14.10. Dimenzionisati prema granicnog nosivosti tanki kruzni prsten poluprecnika 
R = 20 em Ciji je poprecni presjek pravougaonik dimenzija h x 2h. M aterijal 
prstena ima granicu plasticnog tecenja crT= 240 MPa, a sila F = 15 k N. 

14.H. Dimenzionisati prema gramcnoj nosivosti nosac na slici ako je 
crr = 200 MPa, F = 100 kN i a= 1 m. Poprecni presjek nosaca na dijelu AB je 
pravougaonik b x 2b, ana dijelu BC kvadrat b x b. 
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GLAVA 15 

15.1. Odrediti sektorski moment inercije profila na slici. 

I 
I 
L.:-------

b 

(a) (b) 

15.2. Stap I profila (h = 2b, t = 26) uklije8ten je na jednom, a opterecen 
bimoment na drugom kraju, kao na slici. Odrediti ugao obrtanja poprecnih 
presjeka i promjenu bimomenta u stapu. 

11 
I. b • ! 

15.3. Tankozidni stap otvorenog profila, cija su oba kraja uklije8tena optereeen 
je momentom torzije m, na sredini raspona. Odrediti promjenu ugla obr
tanja poprecnih presjeka. 

15.4. Tankozidni profil uklijesten je na lijevom kraju i optereeen ravnomjerno 
rasporedenim momentom torzije mt (po jedinici duzine) duz cijelog ras
pona. Odrediti promjenu ugla obrtanja i bimoment duz ose stapa. 

15.5. Tankozidni Stap Z profila (h = 2b, t = 26) opterecen je poduznim 
opterecen (po jedinici duzine rebra) kao na slici. Odrediti bimoment i 
normalni napon u stapu. 

~-----=L--------~ 

.~ ~· ~~~------------~/? 
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REZULTATI ZADATAKA ZA VJEZBU 

.. { 35 5 15 } 
1.1. a) t,= -

3
J2, 

3
J2, 

3
J2 (MPa), 

5 
b) cr,=)MPa, 't,=8,9 MPa, 

c) cr1 =-5+5J5, cr2 =5, cr3.:=-5-5J5 (MPa), 

__,. { 1 2+J5 } ~ n1 = 0 , n2 ={0, 1, 0}, 
Jt0+4Js' ' Jto+4J5 

--) 2+J5 1 } 

n
3

= 10+4J5' O, J10+4J5 ' 

d) tmax=5J5MPa, O"n=-5MPa, 

5 
e) crokt=--MPa, tokt=10,27MPa, 

3 

f) [ 0" ]sf= 

5 
--

3 

0 

0 

5 
--

3 

0 

0 

5 
0 0 3 

[ 

5 (1 +J3) -5 (1 +J3) 
1.2. [cr]' = -5 (1 +J3) 5 (3-J3) 

0 0 

1.3. cr, =- 20 MPa, t, =28,2 MPa. 

1.4. a) cr,=7,68MPa, t,=18,66MPa, 

b) cr1 =42,36MPa, cr 2 =-2,36~MPa, 
(X= 31,72°, 

c) t max=22,36 MPa, 

d) tn 

(20;22,36) 

-2,36 

40 

3 
0 -5 

20 
0 0 (MPa). 

3 

-5 0 

(MPa). 

20 

20 

20 

3 

Yt 
I 20MPa 
I 
I 

42,36MPa 

20MPa 
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I.S. t 11 =2.J3MPa, o 1=8,46MPa, o 2 =1,54MPa, <X=-15°. 
2.1. a) 

E=[7~5t 7o5 ·~]·•o- 3 
0 5 24 . 

b) 61=25,1·10- 3
, 62=6,8·10"'"3 , £3=-7,9·10-3 

~ ~ 

n1 = {0,064; 0,213; 0,975}, n2 = {0,727; 0,659; -0,193}, 
..,. 
n3 ={-0,684; 0,721; -0,113}. 

2.2. a) 6t/=0,003, 

b) 6,= -0,002. 
1 

2.4. ux=-2 (x3 +3xy), 
3a 

1 
u,= 3a2 y3' 

2.5. a) 

E-[-0,0005 0,0003~ 
- 0,0003 0,0003 J' 

b) 6,=0,00036, 

c) £,1 =0,000196, 

d) 61 =0,0004, 63 =-'- 0,0006, 
e) 6k';'a~o.ooos-, 

3.1. a) Ne, 

b) 2,831·10- 4 ' 

c) -0,3·10-4 , 

<X= -18,45°, 

[ y 

d) o 1 = 112,1 MJ>a o 2 =- 32,1 M:Pa, o3 =-50MPa, 
e) 61=13,2·10-4

, 62=3,6·10-4, 6
3

=2,4·10-4, 
f) L\V= 11,55 cm3 . 
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3.2. a) 
f-212.5 

[cr]=L ~ 
0 

- 2!2.5 
0 

b) Ux=U
1
.=0, 11_=0.l)l)!!.:::. 

c) <'lL=O,ll em, 

d) <'lV=llcm3
. 

_ 
5
g] (MPo). 

3.3. crx=cry=-35.7MPa. cr_=-150MPa. 

E=[gog o g l ' 
0,0011 

3.4. cr
1
=38,5MPa, cr2 =-38,5MPa, cr=-!4,3 cr3 =0. 

4.2. Mogu, pod uslovom da je prisutna specificna zapreminska sila {0, 0, -4bG}. 

4.3. a) Ravno stanje de.formacije (u==O, ux=ux (x, y), uy=uy (x, y)) 

Cauchyeve jednacine ravnoteze: 

ocrxx ocrxy 
-a-+-a-+bx=O 

X )I . 

O<Jxy O<J yy b -ax + oy + y-o, 

Saint-Venantove jednaCine kompatibilnosti: 

Hookeov zakon: 

021'.= 02f.yy 02f.xy 

oi +-axy=l oxoy' 
crx., = 2J.lf.xx +A (cxx + Cyy) 

cr YY = 21J.Eyy +A (cxx + Eyy) 

crxy = 21J.f.xy 

crzz=V (crxx+cryy), 

Navierove jednacine: 

2 G 0 (DUX GUy) I 
GV u +--- -+- +b ="0 

X 1- 2v OX OX oy X 

2 G 0 (DUX GUy) 
GV u +--- -·+- +b =0 

y l-2voy ax oy y ' 

Beltrami-Michellove jednaCine kompatibilnosti: 

2 1 (obx oby) 
V (crxx+cr )= --- --+- . 

• YY 1-v OX oy 
b) Ravno stanje napona ( cr zx = cr zy = cr iz = 0) 

Cauchyeve jednaCine ravnoteze: 
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Saint- V~.:nanlov~.: Jt:dnacJilt: kompatibilnosti: 

~2 az az 
0 ~~xx+ Eyy=2 ~ 
oy2 ox2 oxoy , 

Hookeov zakon: 

1 
£yy=E (aYY-vcr..,J 

Navierove jednaCine: 

2 1 + v a (aux ouy) GV ux+G--- -+- +by=O 
1 - v ax ox oy, 

GV2u +G --- -+-Y +b =0, 1 +v a (oux au) 
y 1- v oy ox oy y 

Beltrami-Michellove jednaCine kompatibilnosti: 

vz (a +a ) = - (1 + v) (obx + oby). = yy ax oy 
v 

4.4. ax=ay=--pg(z-L), az=pg(z-L). 
1-v 

4.5 pd 
a.=--

c 251, 

5.1. a) d* = 3,08 . 10-3 J /cm3 , 

b) d= 1,85 J, 

c) d;1 =0,028·10- 3 J/cm3
, • d:ev=3,05·10- 3 Jjcm3 , 

d) ilV= -O,Olcm3 . 

5.2. d* =20,475 ·10- 3 Jjcm3 

5.3. vph vFh 
ilh=E, 0= EA, 

(1-2v) p· 2R 
5.4. il (2R) 

E 

A=l·h. 

.1 (1-2v)F·2R 

E 



6.1. 20 MPa, 60 MPa, 100 MPa, 87,2 MPa. 

6.2. cr~por= 120 MPa (Nece), cr~por= 150 MPa (Nece), cr111 = 220 MPa upor 

(Hoce ), cr~~or = 191 MPa (Hoce ). 

6.3. crupor = H[(crx- cry+ (cry- cr.f +(cr.- crxfJ + 3 (cr;y + cr;. + cr;Jf
2

• 

cr1por=J63 a, o!por=J37 a; Opasnijeje stanje napona u tacki A. 

7.1. A1 = 64,3 em2
, A2 = 36,4 em2

, A 3 = 64,3 cm2
• 

7.2. 4,9 em2
, 8 em2

. 

7.3. cr<D = 34,4 MPa, crl6> = -11,1 MPa. 

7.4. SAc=-46,6kN, SAv=-34kN, Scv=-34kN, 

8c=0,185 em, 8v=0,157 em. 

7.5. a) h =0,82 em, 
b) 8 1 =0.0295 em, 8c=0,059 em. 

7.6. a) si,V1=0,81 F, s,.n= -4,19F, s,,v= -1,14F, Sn VI= -1,14F, 
Sv.v1=0, S11,v=-1,19F, Su,m=-2F, Sm,1v=2,83F, Sn,Iv=-5F, 
S1v,v=4,24F, 

b) x 11 =- 0,12 mm, ·y11 =0,42 mm. 

7.7. 17,2 MPa, 9,8 MPa, lOOMPa. 

8.1. a) W,= 191 em3
, 

b) W,=566 em3
. 

8.2. b = 22,5 em. 

8.3. a= 18,5 em 

y 
19,5MPa 

8.5. crA=33.5MPa, crmax=41,2MPa, v=0,406x, umax=0,137em. 
- 24~J( 

8.6. Linija C B je neutralna osa. cr A=- cr D = - - 7-. cr 8 = 0. 
hlr 

559 



8.7. a) 

b) t = 1,27 em, 

c) cr max= 89,6 MPa. 

9.1. 3,3 MPa, 2,5 MPa. 

9.2. -·104,7 MPa, -63,7 MPa, -83,3 MPa. 

9.3. 

~25,71 
4,81 amJI1JJ1IIillll!-'-J.lillW.W..Llllll.lll.W.ll.WJ.lJ 

' I 
I 

: 

y 

9.4. R = 7,2 em, R = 5,6 em. 

9.5. a) 25 6 

;. 

b) b=5,1 em. 

560 

1 ( !,,21; 0) 
2 ( 0;2,56) 
3 (- !,,02 ;0) 
4(0;-2,56) 

1 (-0.28!,0; 0,4280) 

2( 0.2406;0,3620! 

3 ( 0.3!, 70 ; 0 ) 

4 ( 0,240 6 ; -0,362 6) 
5 {-0,284 6 ,-0,428 6) 



10.1. ce 
a) A=- , 

4 (I-.)2) a2 

b) y (j) 

X 

c; o 
(J=v= . [12 \. Xio

2
x +-6(3- \. X)xr2 -2(3-,/X)x3], 

2 ( 1 \. 2) a 2 

d) .\!,= 1.2.\ri4 (;fi 

10.3. r ~ 2X,X MPa. II 2,6-: m. 
R2 

1<. 
.1'! 

1(1.5. a) r ;"·" '!2 . .\ \ll'a. 
h) flu 11.11.1'!2 r<~d 

10.6. a 1 

hI , "'" I IJ.h \ll';t. 

c· 1 (\ II. I 
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10.7. d=3,2 em 

0,0155 

~ 
~~I 

10.8. a) 

11.1. 

562 

20,97 Mt(Z) [kNm) 

C) t max=55,9 MPa, 

d) ~c=0,34°. 

X 

(a) 

X 

y 

(b) 

F 
b2 

F 
0,71.8 !_>l 

F 
3,7/, bL 

F 
OJ52 b2 

b) 

55,9 

T(z) [MPa] 

13,1. 5 
~~~~~~~~ 

!,6 



H.2. 

35 MPa 

20MPa 
(a) 

11.3. e = 0,83 em, lijevo od sredine vertikalnog rebra. 

11.4. I 22 profil. 

11.5. 

I 1.6. 

11.7. 

7 __ 
8 

4 

5 

6 

115 

0 (tv!Pct) 

115 

t 

1/. a4 [ (~)2 (~)3 (_)4] b) [" ( z) = ) 0
- ~~ 6 :_ - 4 :_ + ~ , 

AEI a a a 

q0 a
4 

[ (;;) J 1"(2)=24£1 4 ~ -1 . 

c) r(z)=:l~~I (L-a)[3CY-GYJ O~z~a 

r· ( z) = _q_~~- ( L- a) [3 (:.)2

- _(.:.)

3

] + qoa-+_ [(~)- J J + 
24EI a a 48EI ,a 

qL3a[ (a) (a) 2 

(a)
3

][(~) J + ;sill I - 3 "L - 3 L - 3 L ~ - I + 

(/)) 
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11.9. 

ll.lO. 

r 0 =0,85 em, 

67 Fa3 

l' =-
max 48 £[ . 

qa4 
11.11. 88 = 13 --. 

EI 

11.12. 
1 Fa3 

[' ---· 
c- 2 El' 

1 Fa3 

1 I. 13. Oc = 4 EI 

11.14. 

11.15. 

S64 

Fa 3 

~=2---. 
El 

5 
F

4 
= 3 qa, 

5qa4 

l' ----o- 24El' 

v 

(j), =0,0096. 

5 Fa 2 

~(j)a= 6 El 

2 Fa 2 

(J)c=3 El . 

.5 ' i\-1 • = - - qa-, 
' 3 

'L¥~. ~CQ 
. T 

7qa4 

r--
c-24£1' 

16 qa_. 
l .=-· .. 
( 9 El, 

z 



- 7 2 11.16. M max- 12 qL . 

11.17. FA =ql-X, 

3 ql 
X=---~-:;---

8 1 + ~ (L)3 E it . 
2 l E2/ 2 

11.18. M max=Fa. 

E/ 
ll.19. FA=12L3~' 

11.20. a=23 em. 

11.21. Wx=716 em3
, pa usvajamo 132 profil. 

11.22. h1 =42 em, h2 = 19 em. 

11.23. M 1 = -56,45 kNem, y; =7,23 kN, Y2 =3,37 kN, ¥;=7 kN, ~=4,42 kN. 

11.24. 

0, 
I 
I 
I 
I 

2a 

i 066F I I 

0,32aF 

0,32aF 
------, 

0,66aF 

A 

________ ..... _______ --+~8 

11.25. M max=20,76 kNm, 

11.26. 
1 Fa3 

X=--
A 2 EI' 

11.27. x8 =0,16em, 

12.1. cr A= 142 MPa, 

12.2. crmax=5,31 MPa, 

12.3. cr~ror = 123 MPa, 

565 

Xc=0,52mm. 

crmin =- 5,94 MPa, 

cr~por=76 MPa, 

0,16F 

crc =- 69 MPa. 

1 
x0 = --a, 

6 

Vc=0,5i em. 

1 
Y0 =-a. 

15 



12.4. 11 = 3 J em . h=2.X em. d=6.1 em. 

12.5. 0~·"""=S2.7MPa. 

Fa 3 

12.6. \/)=60.15 .... 
r.h 

,_. \ 
t(/' 

\" -"il "i1 . n-- --. Eh-+ . 

1·c = 0.63 mm. 12.7. q=4.14kNm. 

12.8. 
0,09Fl 

~~~~ 0,09 F l sinlfJ 

13.1. 

13.2. 

0, 5 Fl sinl[J 0,09FlcoslfJ 

0/EFl 

b) 
F 

3[ 0,54 -;r 
{ 

2 
j_ 
4 

D=6.1 em. 

E I a u2 

!,IT 

13.3. rg("1
). + 

1 11 (k/)=o. 
~ ,2 / 1 I 2 

p 
12-,-D 

/,31 

/,4i 

/,3/ 

13.4. L: praveu maksimalnog gla\ nog centralnug nwmcnta incrcijc pllprccnog 

prcsjcka. 
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13.5. 2 
EI 

a) Pkr=1t P' 

_ 2 El 
b) pkr-41t r· 

13.6. Pkr=l2,38 kN. 

13.7. 1=2,99 m. 

13.8. <p = aretg (etg2o:). 

13.9. D=6 em, d=4,8 em. 

13.10. cr = 133,3 MPa>cr;z.= 122,6 MPa, pace doCi do izvijanja. 
4 

Fgr=J crTA. 14.1. 

14.2. d=1,75 em. 

14.3. FT=447,8 kN, 

14.4. 9Jl 9r=31,4 kNm. 

14.5. q
9
r=33 kNjm, 

14.6. Fgr=90,36 kN. 

14.7. qgr=75,6 kN/m. 
I·UI. d 3,3 (Ill. 

14.9. 
crTa3 

Fgr=-~-· 

14.10. b=l,46em. 

14.11. b=8,8em. 

ta4b3 4a + 3b 3a 2b b) I e = 0,707 ab2 -
u =-6- 2a3 - (a-b) 3 ' 2a3- (a-b) 3 

15.2. cp _ Pbh 1 ( 1 - ch kz) , B,
1 

= c~thL ch kz . - GI ch kL ,_ 
t 

15.3. 

kL 
m /2 1 ch -2- 1 

fJ -= --GI;- k sh ~ ( ch kz - 1 ) - sh kz + kz . 

2 

15.4. m 1 1 + kL sh kL 2 z 
<J -= Gl y ch kL (ch kz - 1) - kL sh kz + k z (L - 2 ) 

t 
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kL sh f..! (ell kz _ kL sh kz- 1) · 
ch kL 

L chk(--z) 
1 3 2 

15.5. B\' = -3 pb ch kL 

2 
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RH11STAR POJMOVA 

A 
Akcija i reakcija, zakon !5, !9 
Aksijalni: 

moment inercije 452 
opterecenje !46 
sila 146, 385 

Aksijalno naprezanje 145 
deformacija !46 
deformacioni rad !48, !51 
dimenzionisanje !49 
elasto-plasticna analiza 424 
izduzenjc !47 
koncentracija napona !50, !51 
krutost !47. 
napon !46 
plasticna analiza 424 
pomjeranja 147 
staticki neodredeni problemi !56 
uticaj na savijanje 385 
zaostali naponi 426 

Aksijalno simetrican 117 

Aluminijum 82, 91 
Amorfna struktura 78 · 
Analiza: 

deformacije 53 
elasto-plasticna 423 
napona I5 

Analogija: 
diferencijalnih jednaCina 306 
granicnih uslova 306 
membranska 2I6, 2I9, 253, 262 

Anizotropija 79 
ortogonalna 99 

Armatura 286 
Asfalt 85 

B 
Bakar, osobine 9I 
Bauschingerov efekat 8d 
Beltrami-MichellovejednaCine kompatibilnosti I I4, 

5I6 
Bernoulli-Eulerova hipoteza I 69 

34 Otpornost materijala 

Beton 79, 83, 86, 91 
Betonski stubovi 83, !95 
Bettiev stav 130 
Biaksijalncl stanjc napona 49 
Bimoment 458 
Bocna: 

kontrakcija, kocficijent 88 
opterecenje 385, 391, 400 
sila 388. 400 

Bredtove formule 229. 282 
Brzina deformacijc 85 

c 
Castiglianov stav I J2 

aksijalno naprezanjc 148, I 51 
cisto koso savijanje 183 
Cisto pravo savijanje 168 
kombinovano naprezanjc 368 
savijanje silama 3!2 
torzija 231, 236 

Cauchyeve: 
jednaCine ravnoteze 41, 516 
relacija 21. 60 

Ccluloza 79 

Centar: 
savijanja (smicanja) 253. 275. 283 
simetrije 450 

Centrifugalni moment inercijc 452 

Cijev: 
debela 117 
kru.Zna 241 
pravougaona 242 
tankozidna 121 

Ciklicno opterecenje 82, 426 
Cilindricna povrs 145 
Cjevasti stub 510 
Ciapeyronova jednacina tri momenta 339 

Ceiik 79, 80, 82, 9! 
Cisto koso savijanje I 80 

deformacija !8 I 
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deformacioni rad 183 
dimenzionisanje 184 
napon 181 
neutralna osa 182 
pomjeranja 182 

Cisto pravo savijanje 165 
deformacija 166 
deformacioni rad 168 
dimenzionisanje 171 
clementarna teorija 168 
napon 166 
ncutralna osa 166 
pomjeranja 166 

Cisto smicanje 50 

D 
Debela cijev 117 

Dcbljina zida (profila) 228. 229, 273 

Dcformabilno tijelo II 
Dcformacija: 

kod aksijalnog naprczanja !46 
clasticna 81 
elipsoid 487 
encrgija 125 
homogenost 54 
invarijantc tcnzora 64 
inzinjcrska 80 
konacna II 
logaritamska 80 
longitudinalna 88 
mala (infinitezimalna) II, 54, 87 
Mohrov krug 73 
normalna 59 
plasticna 81 
pojam 53 
popreena 88 
povratna 81 
prirodna 80 
ravno stanje 72 
kod savijanja 166, 181, 254 

<•·idi takode Ugib grcde) 
smicuca 59 
usljcd temperature 100 
tcnzor 59 
kod torzijc 205 
transformacija tenzora 63 
uslovi kompatibilnosti 68 
vcktor 60 
vcza sa komponentalnim pomjeranjima 55 
viskozna I 07 

Deformacioni rad: 
kod aksijalnog naprezanja 148, 151 
kod cistog savijanja 168, 183 
devijatorski dio 126 
kod kombinovanog naprezanja 367 
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odredivanje ugiba i nagiba 312 
na promjeni oblika 126, 137 
na promjeni zapremine 126 
kod savijanja silama 297 
sfcrni dio 126 
specificni 124. 125 
kod torzijc 229, 236 

Dcformisana konfiguracija 54, 381'> 
Deplanacija 450 

Descartesovc knordinat<: 117 

Dcvijatorski dio: 
dcformacionog rada 126 
tcnzora deformacije 65 
tcnzora napona 38 

Difcrencijalna jednacina: 
clasticne linijc 300 
ugranicene torzije 463 
pritisnute savijene gredc 386 
ravnott:Ze 40 

Dijagram: 
napona i dt:formacijc 80 
pr<:sjecnih sila 329 
sile i izduzcnja 80 

Dilatacija 54 
glavna 64 
kubna 66 
srednja 66 

Dimcnzionisanje: 
pri aksijalnom naprezanju 149 
pri cistom kosom savijanju 184 
pri cistom pravom savijanju 171 
dozvoljeni napon 141 
kod eksccntricnog pritiska 194 
prema granicnoj nosivosti 439 
prcma izvijanju 406 
kocficijent sigurnosti 141 
pri kombinovanom naprezanju 369 
pri savijanju silama 286 
pri torziji 233 
uporcdni napon 141 

Dislokacioni mehanizam 81 
Donja granica plasticnog tccenja 81 
Dozvoljeni: 

napon 141 
ugib 288 

Drvo 79 
Duraluminijum 510 

l)uzina izvijanja, slobodna 406 

E 
Efekat, Bauschingerov 84 
Ekscentricitet site 193 

Ekscentricni pritisak 193, 393 
dimenzionisanje 194 



jczgro 195 
napon 193 
ncutralna osa 193 

Ekspcriment 80 
Eksperimentalne metode 114 
Elasticna: 

energija 123 
histerezis 82 
izvijanje 407 
simetrija 98 

Elasticna linija 255, 298 
difcrcncijalna jednaCina 300 
odredivanje 300 
pritisnute grede 389 

Elasticno-idealno plasticno 423 
Elasticnost: 

granica 81 
modul 81, 88 
naknadna I 09 
trenutna 86 
visko 79, I 06 
zaostala I 09 

Elastomeri 79 

Elasto-plasticna analiza 423 
aksijalno opterecenog nosaca 424 
dimenzionisanje 439 
dozvoljeno opterccenje 440 
granicna nosivost 439 
granicna sila 425, 437 
granicni moment 428, 432 
granicno optcrecenje 439 
koeficijcnt sigurnosti 440 
mehanizam sloma 437, 439 
plasticni zglob 436 
savijanja silama 434 
savijanja spregovima 430 
staticki neodredeni problcmi 439 
torzije grede 4 26 
zaostali naponi 426, 428, 434, 438 

Elcmentarna teorija: 
savijanja 168, 266 
torzije 211 

Elipsa: 
inercije 465 
napona 486 

Elipsoid deformacije 487 

Elipticni poprecni presjek: 
pri savijanju 256 
pri torziji 208 

Energija: 
deformacije (vidi Deformacioni rad) 
elasticna 123 
kineticka 122 

potencijalna 128, 409 
toplotna 122 

Epruveta 80 
izduzenje 80 
lorn 80, 82 

Eulerova: 
kriticna sila 389,401, 406,410 
kriva 407 
osnovni slucajevi izvijanja 400 

F 
Faktor koncentracije napona !50 
Fenomen nestabilnt~sti 82, 384 
Fiktivni: 

moment 307 
nosac 306 
opterceenje 306 
sila 312 

Fleksibilnost II 
Fluidi II 
Formula: 

Bredtova 229 
sekantna 398 
Verescaginova 319 
Zuravskog 274 

Fotoclasticnost, metoda 114 
F ourierovi: 

koeficijenti 262 
red 221 

Funkcija: 
napona 202, 251 
tecenja 103 

G 

Generalisani: 
Hookeov zakon 90 
pomjeranje 312 
sila 312 

Geometrijske osobine ravnih povrsina 450 

Gerberova: 
greda 303 
":globJ06 

Glavna ravan 165 

Glavne: 
dilatacije 64 
momenti incn:ije 45~ 
nulta rack, 499 
ose inercij~ 459 
pol 499 
po1upreenik incrcije 465 
pravci napona 30, 44 

Glavni naponi: 
kod kombinovanog naprezanja 361 
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kod,prostornog stanja napona 28 
kod ravnog stanja napona 44 
kod savijanja silama 284 
kod torzije 206 

Glavni vektor i moment 16, 21 
Glina 85 

Gnjecenje, granica 407 
Gornja granica plasticnog tecenja 81 
Gradijent pomjcranja, matrica 61 
Granica: 

elasticnosti 81 
izmcdu elasticnc i plasticne oblasti 435 
gnjecenja 407 
lorna 134 
plasticnog teccnja 81, 134. 423 
proporcionalnosti 81 

Granicni: 
moment savijanja 432 
moment torzije 428 
nosivost 439 
sila 425, 437 
stanjc 425, 428, 432, 439 
uslovi 41, 112, 202 
vitkost 407 

Grcda: 
aksijalno naprezanjc 145 
Cisto savijanjc 165, 180 
dcformacioni rad 148, 151, 168, 183, 297, 367 
dimcnzionisanje 149, 171, 184, 194, 233, 286, 

369. 406, 439 
dugacka (vitka) 286 
od dva razlicita matcrijala 178 
eksccntricni pritisak 193 
clasticna linija 255, 298 . 
clipticnog poprecnog presjeka 208, 256 
fiktivno optcrccenje 306 
Gerbcrova 303 
glavni naponi 284, 361 
granicna nosivost 439 
hipoteza o ravnim presjecima 169 
idealni oblik 288 
izvijanje 400 
kombinovano naprezanje 360 
kontinualna 338 
konzola 288, 300 
kratka 287 
kruznog popreenog presjeka 211, 259, 270 
nagib 299, 304, 308, 312 
neprizmaticna 234 
nestabi1nost 384, 400 
neutra1na ravan 166, 182 
normalni napon 146, 166, 181, 193, 250, 361 
obostrano uklijestena 245, 327 
opasni presjek 369 
plasticna analiza 423 
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pojacana 178, 296, 308 
pravougaonog poprecnog presjeka 220, 260 
sa prepustom 305 
presjecne sile 328, 356 
pritisnuta savijena 386 
prizmaticna 151, 201 
promjen1jivog presjeka 151, 234, 308 
prosta 301 
puna 201 
reakcije 325, 335, 340, 374 
savijanje silama 250 
slom 287, 395, 407, 423, 439 
smicuCi napon 153, 202, 251, 268, 274, 282 
stabilnost 384, 400 
staticki neodredena 325 
tankozidnog otvorenog profila 224, 273 
tankozidnog zatvorenog profila 228, 280 
tezisna osa 170 
torzija 201 
ugib 299 (vidi takode Ugib grede) 
uklijestena na oba kraja 405 
zglavkasto os1onjena 401 

Gredni nosac (vidi Greda) 

Greenova formula 203, 253 

Gubljenje stabilnosti 400 

Guma 79, 85 

Gustina 159 

H 

Hidrostaticki pritisak 87 

Hipoteza: 
o ravnim presjecima (Bernoulli-Eulerova) 169 
Zuravskog 267 

Hipoteze o slomu 134 
Mohrova 138 
najvcce di1atacije 136 
najveeeg deformacionog rada na promjeni ob1ika 

137 
najveceg normalnog napona 135 
najveceg smicuceg napona 136 

Histerezis, e1asticni 82 

H omogena parcijalna jednaCina 220, 261 

Homogenost: 
materija1a 79 
stanja deformacije 54 
stanja napona 19 

Hookeov zakon 87 
genera1isani 90 

Horizonta1no pomjeranje 155, 314 



I 
Idea1ni: 

ob1ik grede 288 
otporni moment 176 

Ideal no plasticno I 06, 423 
Inercija: 

e1ipsa 465 
glavnc osc 459 
Mohrov krug 462 
moment 452 
poluprecnik 465 

Integracione konstante 70, 300 
Integral 315, 319 
Invarijante: 

momenta inercije 460 
tenzora deformacijc 64 
tenzora napoila 30 

I profil 240, 275, 477, 501 
IP profil 4 78 
lspitivanjc materija1a 87 
Istezanje 147 

test 80 
Istorija deformisanja I 05 
Ivicni napon 499 
Izduzenje: 

epruvctc 80 
srednje 54 

Izotropnost 79 
lzvijanje 400 

dimenzionisanje 406 
e1asticno 407 
grede promjenljivog poprecnog presjeka 412 
koeficijent 409 
koeficijent sigurnosti 408 
kriticna si1a (Eu1erova) 389, 401, 406, 410 
metod potencija1ne energije 409 
napon 406 
osnovni Eu1erovi s1ucajevi 400 
p1asticno 407 
s1obodna duzina 406 
Tetmajerova prava 407 

Izvod napona I 05 

J 
Jacina na kidanje 82 
Jedinicna: 

sila 161,315 
spreg 316 

Jedinstvenost rjesenja 112 

Jednaeina: 
elasticne linije 300 

elasticnosti, osnovne 110 
kanonske 343 
Laplaceova 220, 264 
1inearne termoelasticne I 00 
Poissonova 204, 252 
tri momenta (Ciapeyronova) 339 

Jednaeine kompatibilnosti: 
I3eltrami-Michellove 114, 516-
Siiint-Venantove 69, 516 

JednaCine, konstitutivne 78, 87, 98, 100, 102, 106 

Jednacine ravnoteze: 
Cauchyeve 41, 516 
Navierove 113, 516 

Jezgro pre~eka 195 

K 

Kamen 83 
Kanonske jednacine 343 
Karakteristicni slucajcvi izvijanja 400 

Kelvinov model I 08 
Kidalica 80 
Kidanje, jacina 82 
Kineticka energija 122 
K1izanje 55 

maksima1no 65 
K oeficijen t: 

Fouricrov 262 
kubne ekspanzije 101 
linea roe termicke ekspanzijc I 00 
Poissonov (bocne kontrakcijc) 88 
proporcionalnosti 98 
reciproeni Maxwellovi 13::1 
sigurnosti 141, 408, 440 
uticajni (Maxwcllovi) 131 

Kombinovano naprezanje 360 
deformacioni rad 367 
dimenzionisanje 369 
staticki neodredeni problemi 374 

Kompatibilnost deformacija 67 
jednacine 69, 114, 516 

Komp1ementarna-energija 129 

Komponentalne: 
deformacije 55 
naponi 22 
pomjeranja 53 

Komponente: 
rclativnog pomjeranja 62 
tenzora deformacije 59 
tenzora napona 21 
vektora napona 18 
vektora pomjeranja 53 

Kompresija, modul 91 
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Kompresivni napon 96 

Konatne deformacije II 
Konacni elementi II, 114 
Koncentracija napona: 

kod aksijalnog naprezanja ISO 
faktor I 50 
kod savijanja 308 
kod torzije 227, 229, 234 

Koncentrisana sila 301 
na pritisnutoj gredi 388 

Konstante: 
dasticnosti 91 
Lameovc 91 

Konstit utivne jednaCine: 
za dastican anizotropan matcrijal 98 
za dastican izotropan materijal 87 
plasticnosti I 02 
termodasticnosti I 00 
viskoelasticnosti I 06 

Kontinualne gredc 33X 
jednacina tri momenta 339 

Kontinualno opterecenje 151. 300 
po pritisnutoj gredi 3'! I 

Kontinuum II 

K ontrakcija: 
bocna S8 
epruvete X2 

Konturni uslov 252 

Konvencija o znaku: 
komponcnti napona 22 
smicucc dcformacije n 

Konzola 28il, 300 
podupna 326 

Konjugovanost: 
napona 24 
smicucih napona 2.1 

Koordinate: 
Descartesove I 17 
polarne 264 
polarno-cilindricne 117 

Koordinatni sistem: 
rotacija 26, 63 
transformacija 455 
translacija 455 

Kosa ravan grcde 148 
Koso savijanje: 

cisto 180 
silama 360 

Koza 79 

Kratka greda 407 

Kristalna struktura 78 
Kriticni: 

napon 406 
opterceenje 412 
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poprecni presjek 286, 369 
sila izvijanja 389, 401, 406, 410 
tacka 286, 369 

Kriva, Eulerova 407 
Krivina: 

kod cistog savijanja 167 
elasticne linije 298, 390 
kod elasto-plasticnog savijanja 437 
pocetna 353, 394 
poluprecnik 167. 169, 353 
kod savijanja silama 299 

Krivi slap 352 
deformacioni rad 357 
neutralna osa 353 
normalni napon 354 
>micuci napon .156 

Krivljenje 451 
1\.rt: 

lorn 83 
materijal 83 

Kruto, ideal no plasticno l 06 
Krutost: 

na istezanje 14 7 
na sa vijanje 170 
torziona 210 

Kruto tijelo 11 

Kruzni poprecni presjek: 
pri savijanju 259, 270 
pri torziji 2 I I 

Kruzni prsten 283 
Kubna: 

dilatacija 66 
ekspanzija, koeficijent 1 OJ 
jednacina 30, 64 

Kuka 357 

Kutijasti profil 272 

K vadratni popreeni presjek: 
pri savijanju 263 
pri torziji 223 

L 
Lagrangeov mnozitelj veze 28, 33 
Lamela 296 

Lameove: 
konstante 91 
problem 117 

Laplaceova jednaCina 220, 264 
Legura 79 

Linearna: 
elasticn ost 90 
jednaCine 304, 360 
naprezanje 360 
oevrscavanje I 06 

kod savijanja silama 325, 335, 338, 343 



stanjc napona 50 
termicka ckspanzija, koc!icijent I 00 
veze izmedu napona i deformacije 90 

Linearne termoelasticne jednacine I 00 
Linija: 

smicuCih napona 219 
te2:isna 353 

Linija, elasticna 255, 298 
diferencijalna jednaCina 300 
odredivanje 300 

Liveno gvozde 91, 417 
Logaritamska deformacija 80 

Lokalno slabljenje poprecnog presjeka 413 

Lorn 83, 134 

L profil 227, 381, 417, 481 
raznokraki 483 

LJ 
Ljuske II 

M 
Maksimalno: 

klizanje (smicui:a deformacija) 65 
napon istezanja 171 
napon pritiska 171 
naponi smicanja 33 
ug..1o rotacijc 247 
ugib 310, 393 

Matcrijal: 
homogcn i nehomogen 79 
izotropan I 00 
jacina na kidanje 82 
krt 83 
Maxwellov 107 
ocvrscavanje 81 
ortotropan I 00 
osobine 91 
struktura 78 
testiranje 80, 86 
viskoelastican 85 
viskoplastican 85 
zilav 83 

Materijal u uslovirna: 
elasticnih deformacija 87 
kombinovanog naprezanja 86 
plastic nih deformacija I 02 
viskoclasticnih deforrnacija 106 

Matrica: 
gradijenta pornjeranja 61 
koeficijenata clasticnosti 98 
krutosti. clasto-plasticna I 06 

.'vlaxwdl-Kclvinov model 109 

M axwcll-M ohrova metoda: 
dcforrnacionog ·rada 315 
fiktivnog nosaca 305 

Maxwcllov: 
materijal (model) I 07 
rcciprocni kocficijenti 133 
stav o uzajamnosti pomjcranja 131 
uticajni kocficijenti 131 

Mchanickc osobinc 91 

Mchanika II 
Mchanizam: 

dislokacioni 81 
u plasticnoj analizt 437 
sloma 439 

Mcmbranska analogija 216. 219. 253. 262 

Mcmorija matcrijala 107 

Mctali 79. 83 

Met ode: 
analogijc 114 
defonnacionog rada 2."\ 1. 312. 343 
ckspcrimcntalnc 114 
ckstcnzometrijska 114 
tiktivnog nosaca 305 
fotoclasticnosti I 14 
konacnih ckmcnata II. 114 
konacnih razlika 114 
pomoeu krtih lakova 1 14 
Maxwcli-Mohrova (d.:formacionog rada) 315 
Moire I 14 
numeric·kc 114 
pribli:i:nc 231, 412 
razdvajanja promjcnljivih 220. 261. 265 
scmi-invcrzni 114. 146, 165, 250 
sila 325 
supcrpozicijc 304 
teorijc elasticnosti 1 I 4 
Vcrcscaginova 31 '! 

Minimalni: 
moment incrcijc 401 
poluprecnik incrcijc 407 

Minimum: 
komplcmcntarnc cncrgijc, tcorcma 128 
potencijalnc cn~rgijc, tcorcma 127 

Miscsov uslov plasticnog tcccnja I 03 

Mjcrnc trake 77 
Mjcsoviti granicni uslovi 112 

Mnozitclj vczc, Lagrangcov 28, 33 

Model: 
ideal no plasticno ponasanjc I 06 
Kclvinov 108-
Maxwcll-Kclvinov 109 
Maxwellov 107 
Voigtov 108 



Modul: 
elasticnosti (Y oungov) 81, 88 
kompresija 91 
smicanja (klizanja) 90 

Mohrova hipoteza o slorriu 138 
Mohrov krug: 

deformacijc 73 
inercije 462 
napona 36, 45 

Moire metoda 114 
Moment: 

dijagram 245, 295 
fiktivni 307 
granicni 428, 432 
konvencija o znaku 171 
otporni 171, 209, 230 
rcdukovani 309 
savijanja 250 
torzije 203 
zaostali 444 

Momcnti inercije ravnih povrsina 452 
aksijalni 452 
centrifugalni 452 
dipsa incrcijc 465 
glavni 458 
glavni ccntralni 460 
invarijante 460 
Mohrov krug 462 
polarni 452 
polozajni 456 
poluprecnik incrcijc 465 
promjcna pri rotaciji 457 
sopstvcni 456 
Steincrova tcorema 456 

Moment incrcijc pri torziji 223, 230 

N 

Nagib 187. 299. 304. 308. 312 

NajvcCi: 
deformacioni rad na promjeni oblika, hipoteza 

137 

dilatacija, hipoteza 136 
normalni napon, hipoteza 135 
smicuci napon. hipoteza 136 

Naknadna dasticnost I 09 
Napadni moment 306 

Napon: 

biaksijalno stanje 49 
dcvijatorski dio 38 
dozvoljcni 141 
elipsa 486 
funkcija, Prandtlova 202 
glavni 28 
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na granici elasticnosti 81 
na granici lorna 134 
na granici plasticnog teeenja 81, 423 
na granici proporcionalnosti 81 
inzinjerski 80 
istezanja 156, 171 
ivicni 499 
izvijanja, kriticni 406 
kompresivni 96 
konccntracija 150, 227, 229. 234. 308 
konvencija o znaku 22, 46 
u kosoj ravni 148 
kriticni izvijanja 406 
u krivom stapu 354, 356 
maksimalni normalni 286 
maksimalni smicuCi 33, 269 
Mohrov krug 36. 45 
normalni 18. 146. 166. IX!. 191. 193.251.354.361 
obrucni 118 
oktaedarski 38 
pritiska 156, 171 
prostorno stanje 88 
radijalni 118 
ravno stanje 42 
rezidualni (ridi zaostali) 
sferni dio 38 
smicuCi 18 
smicuCi kod savijanja 251, 257, 260, 263, 268. 

274, 282 
smicuci kod torzijc 202, 209, 213, 222, 225, 228 
srednji normalni 91 
stvarni 80 
tangencijalni 18 
tecenja 81 
tenzor 21 
trajektorija 285 
uporedni 141 
vektor 18 
vcza sa deformacijom 90 
zaostali 426, 428, 434, 438 
zatezanja 195 

Napon i deformacija, dijagram 80 

Naprezanje: 
aksijalno 145 
kombinovano (slozeno) 360 
normalno 20 
tangencijalno 20 

Navierove jednaCine ravnoteze 113, 516 

Nchomogen: 
materijal 79 
stanje napona 191 

Neodredeni problemi, staticki: 
kod aksijalnog naprezanja 156 
u elasto-plasticnoj analizi 439 
kod kombinovanog naprezanja 374 



kod torzije 245 
Neprekidna sredina II 
Neprizmaticne grede 234 
Nestabi1na ravnotd:a 384 
Nestabi1nost: 

grednog nosaca 385, 400 
u test u istezanja 82 

Neumann-Duhamelove jednacine 101 
Neutra1na osa: 

kod ekscentricnog pritiska 193 
kod e1asto-p1asticnog savijanja 431, 437 
kod kosog savijanja 182 
kod pravog savijanja 166 

Neutra1na ravan (povrs) 166, 254 
Nivo 1inija 219 

g1avnih napona 286 
Norma1ni napon 18 

kod aksija1nog naprczanja 146 
kod ekscentricnog pritiska 193 
ckstremne vrijednosti 17], 185, 196 
maksima1ni 286 
kod pritisnutih savijenih greda 396 
kod savijanja 166, 181, 251 
kod savijanja krivog stapa 354 
srednji 91 

Normirana sektorska koordinata 499 
No sac: 

gredni (vidi Greda) 
ramni (vidi Ram) 
resetkasti (~·idi Resetka) 

Nosivost: 
granicna 439 
gubljcnje usljcd izvijanja 384. 

Nulta tacka 497 
Numericke metode 114 

0 
Oblik grede, idealni 288 
Obostrano uklijestena greda 245, 327 
Obrazac: 

Eulerov 413 
Verescaginov 320 

Obrtanje poprecnog presjeka 299 
Obrucni napon 118 
Ocvrscavanje materijala 81 

linearno 106 
Odredenost, staticka !52 
Odredivanje reakcija 325, 335, 343 
Ogranicena torzija 450 
Oktaedarski: 

napon 38 
ravan 38 

Okvirni nosac (vidi Ram) 

Omega (ro) postupak 409' 
Ometena torzija 450 
Opasni popreeni presjck 369 
Opruga 107 

Opterecenje: 
aksijalno 146, 151 
bocno 385, 391, 400 
dozvoljeno 294, 423, 440 
fiktivno 306 
granicno 440 
kontinualno 151. 300, 391 
osnovno 339, 343 

Organsko porijeklo, matcrijali II 0 
Ortogonalna anizotropija 99 
Ortotropija 99 

Osa: 
glavna 459 
neutralna 166, 182, 193, 431. 437 
simetrije 450 

Osnovne: 
jednaCine teorije dasticnosti II 0 
opterecenje 339, 343 
problem teorijc clasticnosti 112 
slucajevi izvijanja 400 

Osobine: 
geomctrijske, ravnih povrsina 450 
mehanicke 91 
na pritisak i istezanje 83, 171 

Osovina 239 
Otporni moment: 

idealni 176 
pri savijanju 171 
pri torziji 209 

Otpornost, provjera 398, 419 
Otvoreni tankozidni profil: 

pri savijanju 273. 
pri torziji 224 

p 
Paralelne ose, Steinerova tcorema 456 

Parcijalna diferencijalnajcdnacina 41, 113,204.252 

Partikularno rjesenje 261 

Plasticna analiza (vidi Elasio-plasticna'analiza) 

Plasticna: 
deformacija 81 
idealno 106, 423 
masa 79 
teeenje, uslov I 02 
zglob 436 
zona 436, 438 

Ploce II 

Poeetna krivina 353, 394 

Poduprta konzola 326 
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Poisson ova: 
jcdnaCina 204, 252 
koeficijent 88 

Pojacanje, lamclama 296 

Pojam: 
dcformacije 53 
deformacionog rada 122 

Polarne koordinate 264 
Polarni moment inercije 452 
Polarno-cilindricne koordinatc 117 
Polimeri 79 
Polozajni moment inercijc 456 
Poluobratni metod (vidi Semi-inverzni metod) 
Poluprecnik: 

incrcije 465 
krivinc 167, 169, 353 

Pomjcranjc: 
gradijcnt 61 
infinitczimalna 53 
jcdnoznacna 69 
komponentalna 53 
,,Jrcdivanjc pri zadatim deformacijama 69 
vcktor 53 
vcza sa dcformacijama 55 
virtuaino 127, 446 

Poprccna dcformacija 88 
Poprccni prcsjck: 

kriticni 2X6, 369 
obrtanjc 299 
''pasni 369 
rntacija 211. 245 
viscstruko povczan 206, 255 
vitopcrenjc 205 

Postupak: 
V ercscaginov 319 
w (omega) 409 

Potmcija1na cncrgija 128. 409 
Povrsina tcb:nja I 02 
Povrsinskc· sik 15 
Prandt1ova funkcija napona 202 
Pravci napona. g1avni 30. 44 
Pravo savijanjc 165. 255 
Pravougaoni poprecni presjek: 

pri savijanju 260. 268 
pri torziji 220 

Prcpust 305 
Prcsjccna: 

ravan 19 
sik 32~. 356 

Prcsjck. jczgro 195 
Prctpostavka: 

Bcrnoulli-Eulcrova 169 
o homogcnosti stanja napona 19 
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Priblizne metode 231, 412 
Princip: 

Saint-Venantov 114, 146, 167,254 
superpozicije 89, 112, 360, 390 
virtualnog rada 446 

Pritisak 147 
ekscentricni 193 
hidrostaticki 87 
napon 156, 171 

Pritisnuta savijena greda 386 
Pritisnuti stubovi 195, ~85 
Problem: 

Lameov 117 
teorije elasticnosti, osnovni 112 

Profili, standardni 474 
Promjenljivi presjek !51, 234 
Proporcionalnost, granica 81 
Prosta greda 30 I 
Prostorno stanje napona 88 
Provjera otpornosti 398, 419 
Prstenasti poprecni presjek: 

pri savijanju 264, 283 
pri torziji 214 

Pukotina 83, 134 
Puna greda 201 
Puzanje 86, I 07 

R 

Rad: 
deformacioni 122, 125 (vidi takode Deformacioni. 

rad) 
si1e 122 
specificni deformacioni 124, 125 
virtualni, princip 446 

Radijalni napon 118 
Ram 316, 334 

prostorni 374 
zatvoreni 333 

Rasporedeni moment 235 
Rasterecenje 81, 425, 428, 438 
Ravan: 

elasticne simetrije 98 
glavna 165 
maksimalnog smicanja 34 
minimalne krutosti 401 
neutralna 166 
oktaedarska 38 
savijanja 183 

Ravne povrsine, geometrijske osobine 450 
Ravno stanje deformacije 72 

dilatacije i klizanja 72 
glavne dilatacije 73 



maksimalno klizanje 73 
Mohrov krug 73 

Ravno stanje napona 42 
diferencijalne jednaCine ravnoteze 46 
glavni naponi 44 
maksimalni smicuCi naponi 45 
Mohrov krug 45 
normalni i smicuCi napon 43 

Ravnoteza: 
jednaCine 41, 113, 516 
stabilna 384, 400 

Razdvajanje promjenljivih, metod 220, 261, 265 
Razlaganje tenzora: 

deformacije 65 
napona 38 

Raznokraki L profil 483 
Reakcije veza: 

odredivanje 325, 335, 343 
staticki prekobrojne 326 

Reciproeni Maxwellovi koeficijenti 133 
Reciproenost, Bettiev stav 130 
Red, Fourierov 221 
Redukcija momentnog dijagrama 309 
Redukovana duzina izvijanja 406 
Relacija, Cauchyeva 21, 60 
Relaksacija napona 86, I 08 
Relativni: 

polozaj tacaka 53 
pomjeranje 62 
promjena duzine 55 

Reoloski efekti 79 
Resetka: 

odredivanje pomjeranja !.61 
staticki neodredena I 62 
staticki odredena 160 

Rezidualni naponi (vidi Zaostali naponi) 
Rezultujuci: 

smicuci napon 209 
ugib 364 

Rjesavanje staticki neodredenih problema !56, 172, 
245,325,335,338,343,374,439 

Ritzov p~stupak 233 
Rotacija: 

popreenog presjeka 211, 245 
tenzor 61 
ugao 245 

Rotacija koordinatnog sistema: 
promjena komponenti tenzora deformacije 63 
promjena komponenti tenzora napona 26 

s 
Saint-Venantove: 

jednacine kompatibilnosti 69, 516 
princip 114, 146, 167, 254 

Savijanje: 

centar 253, 275, 283 
Cisto koso 180 
Cisto pravo 165 
deformacija 166, 181, 254 

(vidi takode Ugib grede) 
deformacioni rad 168, 183, 297 
dimenzionisanje 171, 184, 286 
elementarna teorija 168, 266 
grede punog popreenog presjeka 250 
grede visestruko povezanog poprecnog presjeka 

255 
koncentracija napona 308 
koso si!ama 255, 360 
krivog stapa 352 
krutost 170 
moment 250 
normalni napon 166, I 8 I, 25 I 
ravan 183 
plasticno 434 
pravo 165, 255 
pritisnutih greda 386 
silama 250, 434 
spregovima 165, 392, 430 
staticki neodredernh greda 325 
i torzija 361 
trajektorije glavnih napona 285 
ugib (1•idi Ugib grede) 
uticaj aksijalne sile 385 
zaostali naponi 434, 438 

Sekantna formula 398 
Sektorska: 
koordinata 497 
Semi-inverzni metod 114. 146, I 65, 250 
Sferni dio tenzora: 

deformacije 66 
napona 39 

Sigurnost. koeficijent 141, 408, 440 
Sila: 

aksijalna I 46, 385 
bocna 388, 400 
ekscentricna I 96 
Eulerova kriticna 389, 40 I, 406, 410 
fiktivna 312 
generalisana 3 I 2 
granicna 425, 437 
gravitaciona 15 
inercijalna 15 
jedinicna 161, 315 
koncentrisana 301, 3SS 
kriticna izvijanja 389, 401, 406, 410 
povrsinska I 5 
presjecne 328, 356 
pritisna 408 
specificna 17, I 8 
spoljasnja 15 
u stapovima resetke 160, 162 
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unutra5nja 15 
zapreminska 15 

Sistem kanonskih jednaCina 343 
Skracenje stu ba 154 
Slobodna duzina izvijanja 406 
Slobodna torzija 450 
Slom 134 

hipoteze 1 34 
mehanizam 439 

Slozeno naprezanje (vidi Kombinovano naprezanje) 
Slucajevi izvijanja, osnovni 400 
Smicanje: 

ccntar 253, 275, 283 
Cisto 50 
modul90 
tok 228, 274 

Smicuca dcformacija 59 
konvcncija o znaku 73 

SmicuCi napon 18 
dozvoljcni 233, 287 
konvencija o znak u 22, 46 
konjugovanost 22 
u kosoj ravni 153 
maksimalni 33, 269 
usljed transfcrzalnc silc 361 

SmicuCi napon kod savijanja silama: 
dipticnog poprccnog prcsjcka 257 
I profila 271, 275 
kruznog poprecnog prcsjcka 260, 270 
k utijastog pro fila 272 
pravougaonog poprecnog presjeka 263 
prstcnastog poprccnog presjcka 266, 284 
tankozidnog otvorcnog profila 274 
tankozidnog zatvorenog profila 282 
troug;wnog poprccnog prcsjcka 271 

Smicuci napon kod torzijc: 
clipticnog poprccnog presjcka 209 
kruznog poprccnog presjcka 211, 213 
pravougaonog poprccnog presjeka 222 
prstcnastog poprccnog prcsjcka 216 
tankozidnog otvorcnog profila 225 
tankozidnog zatvorcnog profila 228 
trougaonog poprccnog prcsjcka 236 

Sopstvcni moment incrcijc 456 
Spccificni dcformacioni rad 124, 125 

kod aksijalnog naprczanja 148, 151 
kod savijanja 168, 183, 297 
kod torzije 229 

Spccificno izduzenjc 54 

Spccijalnc vrstc naponskog stanja 42 

Spoljasnji proizvod vcktora 58 

Sprcg: 
savijanja 169 
torzijc 201 
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Srcdnji norma1ni napon 91 
Stabi1na ravnoteza 384, 400 
Stabilnost grede 384, 400 
Staklo 79 
Standardni prifili 474 
Stanje, granicno 425, 428, 432, 439 
Stanje napona: 

hidrostaticko 31, 39 
homogeno 19 
linearno 50 
prostorno 88 
ravno 42 
trodimenziona1no I 02 

Staticka neodredenost, unutrasnja 162 
Staticki moment povrsine 450 

plasticno deformisanog dijela 432 
Staticki neodredeni problemi: 

kod aksijalnog naprezanja 156 
granicno opterecenje 440 
kod kombinovanog naprezanja 374 
odredivanje reakcija integracijom diferencijalne 

jednacine e1asticne linije 335 
odredivanje reakcija metodama dcformacionog 

rada 343 
odredivanje reakcija metodom si1a 325 
plasticna analiza 439 
kod savijanja si1ama 325, 335, 338, 343 
kod torzije 245 

Staticki prekobrojne 326, 374 
Staticko optereeenje 122 
Stav: 

Bettiev 130 
Castiglianov 132 
o konjugovanosti napona 24 
o konjugovanosti smicucih napona 23 
Maxwellov 131 

Steinerova teorema 456 
Stepen: 

iskoriscenja presjeka 176 
staticke neodredenosti 325 

Struktura, kristalna i amorfna 78 
Stubovi: 

eksccntricni pritisak 195 
izvijanje 385, 417 
odredivanje napona 153, 506 

Superpozicija, princip 89, 112, 304, 360, 390 

s 
Stap 145 

aksijalno opterecen 152, 154, 424. 
izvijanje 385, 400 
krivi 352 
opterecen na torziju 240. 244 
resetke 160, 162 



Sup1ji: 
cilindar 244 
poprecni presjek 25 5 

T 
Tab1ice: 

standardnih profi1a 474 
ugiba i nagiba 469 

Tacka proporciona1nosti 81 
Tangcncijaini napon 18 (vidi takode Smicuci napon) 
Tankozidna cijev: 

kruzna i k vadratna 241 
pod unutrasnjim pritiskom 120 
test 86 

Tankozidni otvorcni profil: 
pri savijanju 273 
pri torziji 224 

Tankozidni zatvoreni profi1: 
pri savijanju 280 
pri torziji 228 

Teccnjc: 
'runkcija (povrsina) 103 
napon 81 
p1asticno 81, 423 
viskozno 86 

Tehnicka teorija savijanja 266 
Temperatura 100 

uticaj na ponasanje materijala 85 
Tcnzor deformacijc 59 

devijatorski dio 66 
invarijante 64 
promjena pri rotaciji koordinatnog sistema 63 
sferni dio 66 

Tcnzor napona 21 
devijatorski dio 38 
invarijante 30 
promjena pri rotaciji koordinatnog sistema 26 
sfcrni dio 38 

Tenzor rotacijc 61 

Tcorema: 
o minimumu komp1ementarne energijc 128 
o minimumu potencijainc encrgije I 27 

Stcincrova 456 

Teorija: 
dasticnosti II, II 0, 112 
ckmentarna 168, 2I I, 266 
grede I I 
piasticnosti I L I03 
p1oca i Ijuski I 1 

tchnicka 266 
viskoeiasticnosti 11, 109 

Tcrmicka ckspanzija, koeficijcnt 100 
T.ermoe1asticnost, jednaCine I 00 

Termop1asticnost 11 
Test: 

istezanja 80 
puzanja 86 
relaksacije 86 

Testiranje materija1a 80, 86 
Tetmajerova prava 407 
Tetraedar 20 
Teiisna 1inija 353 
Teziste ravne povrsine 450 
Tijclo: 

deformabi1no 11 
kruto 11 
Maxwellovo 107 

Tok smicanja 228, 274 
Top1otna energija I 22 
Torzija 201 

dcformacija 205 
dcformacioni rad 229, 236 
dimcnzionisanje 233 
c1ementarna teorija 211 
granicni moment 428 
grcde elipticnog poprecnog presjeka 208 
grcdc kruznog poprecnog prcsjcka 211 
grcdc pravougaonog poprecnog prcsjeka 220 
grede prstenastog popreenog prcsjcka 214 
grcde tankozidnog otvorcnog profila 224 
gredc tankozidnog zatvorenog profila 228 
grcde trougaonog poprecnog prcsjcka 236 
koncentracija napona 227, 229, 234 
krutost 21 I 
moment 203 
moment incrcijc 223, 230 
napon 202 
ogranicena (ometena) 450 
otporni moment 209, 230 
piasticna 426 
pomjcranja 205 
Ritzov postupak 233 
i savijanje 361 
slobodna 450 
staticki ncodrcdcna 245 
ugao 205 
visestruko povczanog poprccnog prcsjeka 206 
zaostaii naponi 428 

T profil 294, 475, 476 
Trajektorije giavnih napona 285 
Transferzaina siia 300, 306 
Transformacija koordinatnog sistema 455 

Transiacija koordinatnog sistema 455 

Trcnutna elasticnost 86 

Treskin uslov piasticnog tcccnja I 03 
Tri momenta, jednaCina 339 
Trodimcnziono stanjc napona I 02 
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u 
Ugao: 

rotacijc 245 
torzijc 205 

Ugib grede 299 
koso savijanje silama 363 
Maxweii-M ohrova metoda 315 
met ode deformacionog rada 3 ~ 2 
metod fiktivnog nosaca 305 
metod superpozicijc 304 

'promjcnljivog presjcka 308 
tablicc 469 
uticaj aksijalnc silc 385. 389 
Vcrcscaginova metoda 319 

Unutrasnjc silc 15 
Uporcdni napon 141 

Uslov: 
granicni 41. 112. 202 
intcgrabilnosti 68 
kompatibilnosti 67, 206 (1•idi takodc JcdnaCine 

kompatibilnosti) 
plasticnog tcccnja I 02 
ravnotczc 21. 41, 274 
stabilnosti 409 

Uticaj: 
aksijalnc sik na ugib 385, 389 
pocctnc krivinc 394 
temperature i vrcmcna 85 · 

Uticajni koeficijcnti, Maxwcllovi 131 
Uvijanjc (l'idi Torzija) 
Uzajamnost pomjcranja, stav 131 

v 
Vcktor: 

dcformacijc 60 
napona 18 
pomjcranja 53 
spoljasnji proizvod 58 

V crcscaginova metoda 319 
Vcrtikalno pomjeranje 155, 315, 381 
Vcza: 

izmcdu napona i dcformacije 90 
izmcdu pomjeranja i dcformacijc 55 

Virtualnc: 
dcf ormacijc I 27 
pomjcranja 127, 446 
prirastaji napona 128 
rad, princip 446 

Viskoclasticnost 79. 106 
Viskoplasticnost 79 
Viskozni efi:kti 79, 85 
Viskoznost 85. I 07 
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Visestruko povezan popreeni presjek 206, 255 
Vitak stap 385 
Vitkost grede 407 

granicna 407 
Vitoperenje 205. 210, 224 
Vlakno grede 166, 169 

Voigtov model 108 
Vratilo 371 
Vrijeme, uticaj na ponasanje matcrijala 85 
Vrste naprezanja 145, 360 

w 
(I) (omega) postupak 409 

y 

Youngov modul clasticnosti 81, 88 

z 
Zakon: 

akcije i reakcije 15. 19 
Hookeov 87, 90 

Zaobljenjc uglova 227 
Zaostala: 

deformacija 86. 426 
clasticnost I 09 
krivina 438 
moment 444 
naponi 426, 428, 434, 438 

Zapremina, promjena 39, 66 
Zapreminske sile 15 
Zatvoreni ram 333 
Zatvoreni tankozidni profil: 

prisavijanju 280 
pri torziji 228 

Zazor 329 
Zglob: 

Gerberov 306 
plasticni 436 

Zona, plasticna 436, 438 
Z profil 362, 480 

Zilavi materijal 83 
Zilavost 85 
Zuravski: 

formula 274 
hipoteza 267 
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